第 一 章 基础 理论 


群 的 概念 在 数学 各 分 支 与 其 他 科技 领域 里 有 广泛 的 应 用 为 
使 读者 阅读 方便 ， 本 书 是 从 群 定义 及 它 的 一 些 基 本 性 质 开始 来 令 
述 的 ， 


$1. 群 的 概念 


第 合 这 站 下 到 四 条 件 时 ,总 把 6 全 

1". 在 集会 C 内 定义 了 一 种 代数 运算 一 即 对 G 之 任 二 元 。， 
b(a, 可 为 一 同 元 ;也 可 不 同 》 总 可 在 6 中 找 得 一 元 与 它们 相应 ， 
习惯 上 明 这 样 所 授 得 的 元 素 为 。 与 5 的 积 , 记 作 上 (或 a 8》， 并 
Ma 与 5 都 是 积 a6 之 因子 .注意 ， 积 与 它 的 因 于 之 先后 映 序 有 关 ， 
即 a2 与 54 一 般 不 见得 相等 . 

2°. 结合 律 成 立 一 一 即 对 6G 之 任 三 个 元 a， 6,c， 常 有 关系 式 
(az5)c = BE 


让 在 


从 


。， 但 这 为 中 所 说 的 某 确定 的 。。 于 是 * 一 不 仅 与 = 有 关上 
还 与 = 之 选择 有 关 叫 z-! 为 = 的 一 个 左 逆 元 (对 < 而 言 )， 

说 确切 些 , 又 把 @ 关 于 1° 之 结合 方法 叫做 群 . 1° 中 说 的 结 台 
方法 叫 导 法 .注意 , 业 法 与 积 只 是 两 个 术语 ,说 有 明 群 苍 寄 结合 的 意 
义 与 结合 的 结果 。 如 将 群 元 素 结 合 方法 写 为 加 法 “十 ”, 则 a，& 结 
合 的 结果 为 a 十 5, 叫做 和 ,而 结合 律 应 改 为 (4 二 5) 二 oc 二 a 十 
(8 + ce), 


群 之 左 单位 元 及 每 元 zx 之 左 逆 元 究竟 有 怎样 的 特性 呢 ? 

首先 , 设 < 为 群 G 之 一 左 单位 元 ， 对 这 。 言 , 若 x€ G( 符 号 
*&G 表 * 为 G 之 元 ), 则 由 4° 知 有 xi€ G, 因 之 又 有 (re G， 
使 xiz 一 ec (rx 一 ee， 于 是 (xi)r-! 一 er-l 一 21， 
改 再 所 2° 得 * 一 (xx-) 二 x+， 所 3° 得 (x 中 -x-(xx-1)] 二 
C(x) wx! 二 e, 复 由 2° 与 3° 得 oe 二 [Cx x](xx 二 er) 一 
xz 。 证 得 了 xx 一 xx 一 ce， 即 对 = 言 知 G 中 每 元 zx 之 每 个 
左 逆 元 x 习 必 同时 为 * 的 右 道光， 正 因 为 如 此 ， 故 无 必要 把 道 元 
2 右 之 分 ,干脆 如 < 为 * 之 逆 元 , 也 说 明了 诛 先 直接 用 符 

z 的 用 意 .。 人 须 注意 的 是 ，x 的 每 个 逆 元 二 (关于 e 言 ) 还 是 
的 ， 因 若 x 是 x* 之 任 一 个 逆 元 ， 则 从 xz 一 “一 xz， 得 
xmI(zzi) = rx) (xt) = (x tr)!, er = ex ,rx = Tt, 
即 证 明了 道 元 的 唯一 性 , 且 同 时 证 明了 x* 一 之 道 元 为 x， 即 (xs 一 0 一 

其 次 ,由 xe 一 zzz) 一 (xxz xz 一 cx 一 xz， 又 知 每 左 单位 元 ， 
.¢ 同时 必 为 右 单 位 元 ， 因 而 也 无 必要 将 单位 元 加 以 左右 之 分 ; 干 
脆 册 < 为 G 之 单位 元 。 群 G 之 单位 元 也 是 唯一 的 : 因 若 。 是 一 
单位 元 , 则 由 <。 与 e 都 可 为 左 、 右 单位 元 ,就 不 得 不 有 ee 一 与 
ce 一 6， 下 c 二 e. 

总 之 ; 群 G 的 单位 元 e 只 有 一 个 , 每 元 * 的 逆 元 二 也 只 有 一 
个 . 

3° 与 4? 分别 改 为 : 

.如 中 至 少 有 一 右 单位 元 使 re 二 x 对 任 x& G 常 成 立 ; 


的 -个 帮 六 天 ), 但 “是 3 中 交角 亲 个 。; 那 末 加 林 可 证 由 3 与 
44”。 能 得 3° 与 4 换言之 ， 1°, 2°, 3°, 4° 和 1°, 2°， 31°» 41° 是 
群 定义 的 等 价 条 件 , 即 把 群 定 义 中 的 “ 左 " 字 都 改 为 “ 右 " 字 ,是 无 影 
及 的 . 

于 是 我 们 自然 会 问 : 若 将 3° 与 4” 中 某 个 “ 左 " 字 不 变 ， 男 一 
个 “ 左 ” 字 改 为 " 右 " 字 ,会 发 生 什么 现象 呢 ? 如 


2" 


一 1 1 | 
i 0 由: 5 一 人 0 路 
这 四 个 2 级 抢 阵 组 成 的 集合 @G 中 若 定义 二 元 之 结合 方法 为 矩阵 之 
通常 的 乘法 , 那 未 G 中 任 二 元 结合 之 结果 如 下 表 所 示 . 


a 23 和 三 bb 


£1 cl ez 4 bb 
232 1 C2 4 
a 5 3 3] er 


blpbp 4 ee er 


即 先 画 两 条 互相 垂直 的 线 ( 一 是 水 平 的 , 男 一 是 竖 直 的 ); 再 将 G 之 
元 cu cz; 4 五 写 在 水 平 线 上 方 ， 同 时 又 写 在 竖 直 线 之 左 方 ; G 中 
二 元 结合 时 ,约定 第 一 个 因子 取 在 竖 直 线 的 左 方 , 第 二 个 因子 取 在 
水 平 线 的 上 方 ， 并 将 结合 结果 写 在 第 一 个 因子 的 向 右 及 第 二 个 因 
子 的 襄 下 的 交叉 点 处 。 

， 从 上 表 看 出 集合 G 满 足 群 定义 条 件 1“; 因 和 矩阵 乘法 确 满 足 结 
合 律 ， 故 集合 GG 满足 群 定义 条 件 2”; 又 从 上 表 已 看 出 ec 与 c; 皆 可 
充当 G 之 左 单位 元 ; 即 3° 成 立 ;但 关于 <: 言 确 知 ej，c，， a， 5 的 右 
逆 元 各 为 ci， ciy 5，5, 而 对 ez 言 又 知 它们 的 右 逆 元 各 为 62, cz 4， 
a 故 G 满 足 41°. 这 说 明了 G 满 足 1°, 2°, 3°, 441°; 但 6G 不 是 群 ; 因 
群 之 左 单位 元 必 为 右 单位 元 ,而 ci 与 ez 都 不 是 右 单位 元 ， 

由 此 例 可 知 判断 一 集合 为 群 时 除 检验 1"，2? 外 ,还 需 检 验 3° 
与 4? 同时 成 立 (或 检验 31° 与 4° 同时 成 立 ), 光 检验 了 3° 与 41° 
(或 31° 与 4°) 是 不 行 的 ， 

当 结 合 方法 1° 写 为 加 法 “十 ” 时 ,常用 符号 “0” 表 示 单 位 元 ， 
用 一 a 表示 a 之 道 元 , 习惯 上 叫 这 样 的 群 为 加 群 ， 结合 靶 写 为 乘 
法 的 群 叫 乘 群 , 乘 群 的 单位 元 有 时 用 1 表示 ， 


群 条 件 1? 只 是 说 群 之 任 二 元 *，y” 结合 的 结果 xy 与 yz 都 是 
群 之 元 ， 并 不 要 求 xy 二 yx。 特 当 群 中 任 二 元 x+，} 常 有 关系 式 
xy 二 yz 有 时， 叫 群 为 交换 群 。 结合 方法 写 为 加 法 的 群 习惯 上 总 是 
表示 交换 群 ( 即 * 二 yy 一 ”十 zx 常 成 立 )， 

只 含有 限 多 个 元 的 群 GE 叫 有 限 群 (或 叫 G 的 阶 为 有 限 的 ), 否 
则 就 说 G 为 无 限 群 (或 8M G 的 阶 为 无 限 )、 通常 用 符号 oCG) 表示 
群 G 的 阶 , 便 如 ol(G) = % 表 G 为 无 限 群 ,而 oCG) 一 2 表 G 为 有 
限 群 ,其 阶 等 于 #, 或 叫 G 为 + 阶 群 . 

有 限 \ 无 限 、 交 换 、 非 交换 群 的 例 很 多 .如 一 切 正 实数 之 集合 是 
无 限 交 换 ( 对 ) 群 ;一 切 7 级 满 秩 矩阵 (矩阵 的 要 素 即 组 成 分 子 为 某 
域内 的 元 ) 的 集合 是 无 限 非 交换 ( 乘 ) 群 ; 1 之 7 个 4 次 单位 根 ( 即 
方程 x? 一 1 = 0 之 根 ) 之 集合 是 # 阶 (有 限 阶 ) 交 换 群 ;由 


1 0 0 0 1 0 0 
:| -| 0 中 -| 
0 0 1 1 
1 1 0 0 

0 1 j= | 1 

0 0 0 

这 六 个 3 级 初等 矩阵 ( 满 秩 的 ) 所 成 之 集合 关于 气 阵 之 乘法 言 确 成 


群 ;而 为 六 吟 ( 有 限 阶 ) 非 交换 群 ,这 可 以 像 前 面 由 四 个 2 级 矩阵 列 
表 那 样 去 检验 ,这 时 的 表 和 如 下 (天 做 群 表 》: 
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e< 4a bc df 
<ie a prad ff 
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与 群 定义 中 条 件 1°,2°,3°,4° 等 价 的 除了 1 :2 :3 4 外 ， 


“Sg ‘4 认 


a 


还 有 另 一 组 等 价 条 件 , 即 1?, 2 与 
5°. 对 于 集合 G 中 任 二 元 < 与 2 方程 oz = 二 6 与 ya 一 二 在 G 
内 都 有 解 . 
由 1°,2°, 3?, 4? 易 知 5?: 因为 + 二 a4 与 yy 一 bea”! 显然 
分 别 为 ox 二 2 与 ya 一 上 的 解 ， 故 需 检 验 的 是 1°,2°, 5° 二 > 3°， 
4”[ 甲 一 > 乙 表 示 由 甲 可 推 得 乙 ]. 这 也 易于 了 解 : 因 对 某 ee G， 
由 5°? 可 知 ya 一 4a 在 G 内 可 解 ， 令 <。 为 其 一 和 解 (ea 二 4)、 于 是 
对 5b€ G 而 根据 5° 取 ax 一 占 之 一 解 < 后 (ac 一 上 ,就 有 c2 一 
e(ac) 一 (ea)e 一 ac 二 5, 证 明了 ?为 G 之 一 左 单位 元 , 妈 3° 成 
立 ; 又 ye 一 e 之 解 的 存在 性 《条 件 5°) 期 证 明了 条 件 4*?。， 
下 一 人 性质 很 重要 ,经 常 引用 , 即 
6". 在 洛 G 内 方程 az 一 5 与 ya 一 4 的 解 久 昨 唯 一 的 
因 从 ax 一 5 得 aifaxr)》 一 oa- 志 ， 丽 xiax) 一 (glg)x 一 
ex 二 xy 区 x 一 a", 即 ax 一 上 之 解 只 能 是 + 一 a- 引 同样 可 证 
?2 二 2 之 解 的 唯一 性 ， 
注意 ”这 性质 6° 的 含义 是 消去 律 , 即 
国 一 0 所 过 Xi 一 Wis 
ya 一 Ja 全 一 yy, 
特 当 G 为 由 有 限 多 个 元 而 成 之 集 时 ， 易 证 G 成 群 的 充 要 条 件 
是 1 :2 与 6".《 即 这 时 不 要 求 5" 之 可 解 性 ,而 只 要 求解 之 唯一 性 .) 
因 荐 G 成 群 ， 则 1%, 2°, 6° 成 立 自明 。 故 需 检验 的 是 1°,2°， 
6° ==> 5°; 因 集 合 G 只 含有 限 多 个 元 ,如 以 ay mm， ……， as 表示 。 
故 取 定 了 G 之 某 元 s 并 作 ” 个 丧 积 sai aa ,44s 后， 则 据 1， 
知 aai€ G( 一 1,2,………，z)y 再 据 6? 又 知 当 :i 半 j 时 确 有 car 半 
9G9j9 于 是 aaiCi = 1, 2 n) 不 得 不 为 G 之 全 部 元 素 , 故 不 论 刁 
为 G 之 任何 元 , 恒 有 一 i 使 ani 一 5 (1 随 5 而 变化 ), 即 ax 一 5 在 
G 内 可 解 ， 同 理 也 知 ye 一 4&8 在 G 内 可 和 解 。 因 而 5? 获 证 . 
总 之 ,判定 集合 G 成 群 ,有 下 列 三 组 条 件 ( 等 价 的 ): 
(—) 1°, 2°, 3°, 49， 
《二 ) 1°, 2°, 3°, 41°. 


(rn 28 59. 

但 判定 有 限 集 成 群 , 尚 有 下 面 一 组 等 价 条 件 : 

(四 )1°, 2°, 6°. 

可 是 判定 一 有 限 集成 群 ,有 时 常用 群 表 来 说 明 ， 事 实 上 ,从 群 
表 可 看 出 许多 性 质 : 例如 单位 元 的 存在 从 人 群 表 的 角度 言 即 意味 着 
有 一 行 的 元 素 与 水 平 线 上 方 的 元 素 完 全 一 致 《 即 相应 位 置 的 元 相 
同 ), 也 有 一 列 的 元 素 与 坚 直 线 左 方 的 元 素 完 全 一 致 ; 消去 律 则 意 
昧 着 群 表 之 每 行 和 每 列 都 没有 相同 的 元 。 于 是 ， 当 这 些 现象 中 有 
一 不 合 时 , 则 知 所 给 的 集合 不 成 群 . 但 这 些 现 象 即 令 皆 适合 ,要 这 
集成 群 ,还 需 检 验 结合 律 ; 可 惜 从 群 表 不 易 判 断 结合 律 ，85 末 再 叙 
述 检 验 的 方法 ， 

结合 律 指 对 G 之 任 三 元 a, b,c, 常 有 (ab)e 一 aac); 正 因 
为 这 样 , 故 干脆 将 (ez)c 二 efac) 简写 为 abe 而 不 加 括号 ,并 不 有 
损 其 意义 之 明确 性 ， 关 于 


J Qi = dn 
之 多 个 元 素 的 结合 积 是 用 递归 公式 


a a 


El x1 i=1 


来 定义 的 . 关于 这 个 ， 有 下 列 两 个 引 理 ， 


现 十 区 


引 理 1 To TE em+; = TE ax. 
i=1 j=1 Le 


事实 上 , + 一 1 时 显然 成 立 《 这 是 定义 )、 归纳 地 假定 * 一 > 
时 成 立 , 则 由 条 件 2° 及 定义 ,有 


mm 六 中 于 mm 了 
IT «1: I ow = I oi: ((IE enw) emer | 
irl j=1 f=1 
m ’ 
= (J 。 II eati) emtets 
i 二 1 j=1 


fr 和 m+r+1 
(II a | Um+r+1! 一 1] aks 
= =1 


朗 证 明了 引 理 1 在 ”一 * 十 1 时 是 成 立 的 . 

引 理 1 的 实质 意义 是 说 两 个 结合 积 之 积 与 它们 的 所 有 因子 在 
周一 顺序 下 的 结合 积 相等 ,例如 (aic)Kdf) = apcdf. 于 是 ,= 个 元 
as 4 :ar 所 决定 的 一 切 结合 积 , 只 要 这 个 元 的 顺序 不 改变 ， 
不 管 在 它们 中 间 怎 样 添加 括号 或 去 掉 括 号 ,结果 都 一 样 ,总 是 等 于 
本 [ 。。 特 当 这 些 a; 都 相等 而 为 “< 时 ,就 用 宕 o” 表示 oa …as 一 


isrl 


co- 出 o" 为。 之 4 次 短 ， 于 是 由 引 理 1 又 有 
a 个 . 
CC 一 AMA = gt, 《dm)n 一 《am a", (1) 
再 定义 办 一 1， o 一 《a-D)"(n > 0)， 易 证 公式 《1) 对 任何 
整数 m, 了 ( 正 、 负 或 零 ) 芭 成立, 故 又 有 o” = (4? 站 - 
又 因 Cab)(67e71) 一 a(85")a7! 一 1， 改 根据 逆 元 的 唯一 性 

可 知 (a8)! 一 和 1 于 是 用 归纳 法 可 知 
(0102° oa) 一 a5 00 C2) 

关于 交换 群 又 有 下 面 的 

引 再 2 设 a，a,……，o， 为 交换 登 G 之 任 " 个 元 ， 不 论 


IH 人 PP) 一 IF a = a * “4n). 


i=l + 二 1 


证 明 + = 1 时 显然 成 立 ， 再 归纳 地 假定 引 理 2 对 s» 一 1 个 
元 成 立 。 因 pC1), pC2),*: :p(n) 是 1， 2 厅 之 排列 ， 故 必 有 
一 使 p(*) 一 2, 因 之 


好 是 一 了 如 » 
I 分 有 让 一 (I ou] ”人 了 ce] 
二 县 if=l 了 一直 十 


A—i 上 
1) k=1 时 无 第 一 个 括号 (上 wc)), 一 时 无 后 一 个 括号 (可 ，eown)。 这 
些 都 不 影响 证 明 的 一 般 性 ， 


jt 史 
Se (I ann) ( II cot] ”Aprh) 
i 二 1 +1 
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= 《arnD， "peR— APCET1)  “" ap(n) Yan. 
但 夫 pC(1),*- “» pK—1), pek + 1),-….， pln) 是 1,2,-，., #1 
的 一 个 排列 , 故 由 归纳 法 的 假设 可 知 


他 9 “Hpk RPRTL) Apcn) II di 


1=1 


因 之 就 有 


UH dp) 一 (HH om。 一 II 2 ”证 完 ， 

引 理 2 是 说 交 柳 群 中 # 个 元 之 结合 积 的 结果 只 和 这 个 元 自 
身 有 关 , 而 与 其 先后 旺 序 无 关 ， > 

由 引 理 2 易 证 交换 群 G 中 和 性 二 元 *, 5 恒 有 

(a8)" = arb" : (C3) 

之 关系 ,但 ”为 任何 整数 《 正 、 负 或 零 )， 同 样 , 虽 G 非 交换 群 , 只 
要 ob ~ bs 也 可 证 明 (3) 式 为 真 

在 加 群 里 ， 用 符号 > ， si 代替 符号 J w， 用 wa 代替 a", 于 
是 公式 (1) 变 为 
| ma na=(m+ na, m(na) = (mn)a, 
而 公式 (37 变 戌 了 Ka 十 5) 二 #4 二 nb. 

问题 由 a 记 0 之 一 切实 数 偶 《a，4&) 所 成 之 集 G 中 结合 方 
法 为 (a, b) 多 (Ce, d) 3 (ac， 6c 十 a). 试 证 GG 为 无 限 非 交 换 群 ， 


52. 同 构 , 同 态 


群 论 的 任务 是 研究 有 一 种 代数 运算 ”的 集合 《当然 对 这 一 种 
代数 运算 还 要 附加 若干 条 件 , 如 前 节 中 的 2°,3°, 4*)， 代数 学 研 
究 的 对 象 就 是 具有 一 种 或 多 种 代数 运算 的 集合 ， 但 不 是 弧 立 地 研 
究 集 合 本 身 , 往 往 是 将 集合 中 的 结合 方法 《 即 代数 运算 ) 一 块 来 元 


虑 .研究 群 当 然 也 如 此 ， 于 是 当 两 群 6, G, 已 给 时 。 可 能 G 与 G 
之 结合 方法 不 同 (例如 一 为 加 群 、 一 为 乘 群 ), 但 若 在 G 与 Gi 之 元 
闻 能 建立 一 种 对 应 关系 ,使 这 对 应 关系 仅 牵 连 到 结合 方法 ,而 与 各 
个 群 之 元 究竟 是 什么 具体 东西 没有 关系 , 那 末 从 抽象 的 角度 言 ,由 
某 一 群 只 利用 其 结合 方法 所 推出 的 性 质 即 得 另 一 群 借 对 应 关系 应 
Rd a i dle ea 为 此 ,要 引进 一 


ee 六 7 集合 。 如 有 一 确 宗方 污 ( 记 为 轨 作 


ox), 就 叫 o 是 s 在 工 内 的 一 a 叫 ?为 x 的 像 ， 而 叫 x 为 y 
的 一 个 原 像 ( 借 映射 vc)。 有 时 又 记 为 
oJ: 了 一 少 。 

注意 这 里 的 确定 方法 用 通俗 语言 来 说 就 是 函数 关系 、 即 7 为 
* 之 函数 ; 从 x 能 找 着 相应 的 Y 即 表 示 y 是 * 的 单 值 函 数 ; = 为 
S 在 工 内 的 一 个 肌 射 就 是 说 单 值 函数 > 的 值 域 在 TT 内 ， 而 自 变量 
* 变化 的 范围 (或 区 域 ) 为 全 集合 5. 

荐 集 工 之 每 元 ”是 集 5 中 至 少 一 个 元 * 的 像 《 关 于 映射 o)， 
邑 工 之 每 元 ”至少 有 一 个 原 像 (或 函数 的 值 域 为 全 集合 T), 就 到 
0 是 $5 在 T 上 的 映射 。 例如 当 3 为 一 切 整数 之 集合 , 而 了 为 一 著 
偶数 之 集合 时 ， 那 末 使 每 整数 对 应 于 其 2 倍 的 方法 就 是 3 在 工 上 
的 映射 ,而 使 每 整数 对 应 于 其 4 倍 的 方法 就 是 5 在 工 内 的 喘 射 . 

定义 2 若 S 在 上 的 职 和 2 能 使 了 之 每 元 ”为 5S 之 唯一 
一 对 一 -的 (简称 1-1 0 0:r Fy, 于 是 5 与 工 有 相同 
的 浓度 (或 基数 ) 一 集合 论 的 术语 . 

至 于 5 在 工 内 的 1-1 映射 也 可 同样 定义 ， 不 过 这 时 并 之 每 元 
不 见得 有 原 像 ,但 若 有 ,就 只 有 一 个 。 例 如 使 每 整数 对 应 于 其 2 倍 
与 4 倍 分 别 为 整数 集合 5 在 侦 数 集合 工 上 与 内 的 1-1 映射 ， 
定义 3 设 G 与 G, 为 子 个 群 ， 其 元 分 别 表 为 4， ce … 与 
oo bs co 着" 是 6 到 G, 内 (或 上 ) 的 这 样 一 个 映射 即 申 o 


® 9 。 
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只 要 Tri > Yi 就 必 有 Ty ~ XY [与 之 等 价 的 是 (xy)” 二 
cy 或 (oo 一 mr: yo] 那 示 部 中 = 是 到 G: 内 (或 上 ) 的 同 表 
隐 而 叫 c 同 杰 于 G, 内 (或 上 ). 特 当 C 同 杰 于 G, 上 时 ,简称 @ 同 


本 于 Gi (或 G 与 G, 同 态 ), 表 为 6~G,, 或 简写 为 G~ G(= 60， 
当 同 态 映 射 c 为 1-1 映射 时 , 叫 z 为 同 构 映 射 并 三 已 同 构 于 
G 内 (或 上 ). 若 o 为 G 到 G, 上 之 向 构 上 映射 时 、 简 称 G 同 构 于 G， 


(或 6 与 G, 同 构 ), 表 为 6 之 G4, 或 简 表 为 6 ~ Gi( 一 6°). 
据 同 构 之 闵 , 欲 证 映射 o 为 同 构 ,只 需 证 有 明 
(xy)" 一 xy" (1) 

x" yr yy, (2) 
”例如 使 每 整数 对 应 于 其 2 倍 或 4 倍 的 映射 分 别 是 一 切 整 数 之 
加 群 在 一 切 偶 数 之 加 群 上 或 内 的 同 构 映 射 。 又 如 令 正 实数 4 对 
应 于 它 的 对 数 4 二 Jog 4 之 映射 为 xf 一 一 由 一 Jogs]， 则 因 
(ab) = log(ab) 一 loga 二 + log5 一 4 十 85， 以 及 a" = 二 如 人 《( 即 
log a 一 log 56) 之 a 一 5, 并 因 每 实数 a 可 由 ce 二 a ( 即 a 一 log a) 
得 以 决定 唯一 的 正 数 a, 即 每 实数 * 有 唯一 个 原 象 a, 故 知 一切 正 
实数 之 乘 群 G 与 一 切实 数 之 加 和 群 G6, 是 同 构 的 ,因而 从 群 论 的 方法 
又 知 这 二 个 集合 的 浓度 相同 . 

设 有 二 群 G 与 C,， 假定 G~ GG,. 


着 me Gs 则 从 GG 可知 至 少 有 一 元 xE G 使 ”一 各; 又 
:gp 
政 从 x 在 Gi 内 的 任意 性 不 得 不 有 ee = ec,《G, 之 单位 元 )， 再 从 
一 一) 一 .wr 又 知 (Cx! 一 (a) 于 是 证 得 

定理 1 着 6 忆 Go 则 G 之 单位 元。 必 对 麻 6 之 单项。 
eo = ers (et) 一 (zc 


推论 者 G 之 G1, 则 e Se 且 当 Xx 时 ,又 有 多 一 < 


及 


XL 


» 10 


当 G 之 Gi 时 , 还 易 证 : 若 G 之 元 *,，》，z。… 之 间 有 某 关 系 
eg “… 二 ce, 那 末 G 中 对 应 元 x， 如， z1，"'* 间 也 有 类 似 关 系 
riy?s7"…* 二 c。 反之 亦 然 。 于 是 , 间 构 的 二 群 除 了 作为 它们 的 元 
素 所 采用 的 符号 不 同 外 ， 关 于 由 结合 方法 产生 群 元 素 间 的 性 质 在 
本 质 上 无 差异 ， 这 也 是 说 凡 由 结合 方法 都 能 导 得 元 素 间 的 任何 关 
系 对 于 同 构 群 成 立 。 所 以 两 个 同 构 的 群 从 抽象 的 角度 言 是 一 回 
事 , 不 必 认 为 相 异 ， 

但 在 G ~ G, 时 , 虽 能 证 明 由 C 之 元 间 某 关系 能 导出 G, 中 对 
应 元 察 亦 必 具 相同 的 关系 ; 可 是 反 过 来 , 从 G: 之 元 间 某 关系 却 不 
能 断言 G 中 被 对 应 元 闻 具 有 相同 之 关系 ,原因 是 G, 之 一 元 在 G 内 
的 原 像 不 止 一 个 。 然 而 这 时 G 中 被 对 应 元 间 究 竟 会 发 生 怎 淮 的 关 
系 ,这 个 问题 留 在 $6 里 去 解决 . 

关于 同 态 ,还 有 

定 环 2 设 6 i Ci 是 县 有 种 代数 运算 《简写 为 乘法 ) 


和 


天 证 


个 同 态 贞 射 ( 取 * GH 有 时 有 x’€ 6, 有 G9) 一 区 ey? , ,并 ne Gi 时 
必 至 少 有 一 *E€G 使 x 一 x")， 那 末 G: 也 一 定 是 群 . 

证 明 由 Ci 具 一 种 代数 运算 即 知 G: 满足 $i 中 条 件 1 ， 再 
设 ri， Ji Z1€E G1; 借 上 映射 o 设 和 19 1> 21 在 G 中 的 原 像 之 一 各 为 
x， yz， 于 是 从 (xy)z 一 x(yz) 得 (xy)"z? 一 x"(ys) (x9) 
x"(y zs9), 即 《riy1)31 一 xi(yi21), 这 说 明了 Gi 满足 $1 中 条 件 2? , 
最 后 , 再 令 et, bi1&€ G1 并 令 oa， 5 在 G 内 的 原 像 ( 借 映射 0) 之 一 
各 为 a，4; 因 ar 一 5 与 ye 一 8 在 G 内 分 别 有 解 * 与 ?， 故 当 仿 
xz 一 WE CI 与 ] 一 EGG 时 ,由 为 同 态 之 理 , 就 应 有 (ex》 一 到 
ay” 一 bs qx 一 妈 ; 闻 理 也 有 yi 一己 , 这 说 明了 G: 注 足 4$1 中 
条 件 5°*。 故 G, 成 群 ,证 完 . 

须 注 意 的 是 : 同 构 关系 满足 (i) 自 反 律 CG ~ G), (ii) 对称 
律 《(G 二 G 字 G, 二 G), (iii) 传递 律 (G 二 G6,, Gi 之 GG 之 60); 
但 同 态 关系 只 注 足 自 反 律 与 传递 律 ,一 般 不 满足 对 称 律 . 

问题 1 写 正 有 理 数 6 为 0 一 2" 形 ， 使 w 之 分 子 和 分 母 都 


+ 1 


与 2 互 质 ,而 ”为 整数 ( 正 . 负 或 零 )， 试 证 映射 vc: 一 ”为 正 有 理 
数 乘 群 到 整数 加 群 上 的 同 态 ， 
问题 2 一切 非 零 之 有 理 数 而 成 之 乘 群 与 一 切 整数 而 成 之 加 


群 是 同 态 的 ， 
问题 3 形 如 (。” ，) 的 二 级 实 拭 阵 (a, 5 不 全 为 堆 ) 之 


集 为 一 交换 ( 乘 ) 群 ,并 与 一 切 非 零 复数 之 乘 群 同 构 . 


$ 3. 子 群 及 其 陪 集 与 指数 


研究 有 限 群 之 构造 往往 要 联系 到 群 之 某 些 子 集合 而 这 些 子 集 
合 关 于 原来 群 的 结合 方法 又 成 群 ， 像 这 样 的 子 集合 当然 显得 很 有 
重要 性 ,因而 先 说 下 面 的 . 

定义 ” 设 志 是 群 G 的 一 个 非 空子 集 ， 者 玉 关于 G 的 结合 方法 
也 感 必 过 叫 妞 是 6 的 于 玫 

显然 ,任何 群 G 都 至 少 有 两 个 子 群 ， 一 为 群 G 本 身 , 另 一 为 仅 
由 C 之 单位 元 * 而 成 的 子 群 ， 仅 由 G 之 单位 元 。 而 成 的 子 群 叫做 
G 的 单位 (元 ) 子 群 。 凡 不 等 于 G 自身 的 G 之 任何 子 群 叫做 召 的 真 
了 予 群 .单位 子 群 当 然 蚌 CG 之 真子 群 . 当然 ,这 些 都 是 已 假定 了 CG 至 
少 售 两 个 元 素 。 特 当 群 G 只 含 一 个 元 时 ，G 自身 就 是 单位 子 群 ,这 

疡 只 有 唯一 个 子 群 , 叫 这 样 的 群 为 单位 群 . 

今 问 这 样 一 个 问题 , 即 妆 五 为 C 之 子 群 时 , 那 末 互 之 单位 元 以 

及 昌之 元 + 在 晴 内 的 逆 元 都 是 什么 呢 ? 先 解决 
“” 引 理 ” 凡 满足 关系 式 ?一 x 之 群 元 * 0 

事实 上 ,从 *Y 二 zx 得 lx! x* 一 <， 而 由 结合 合 律 叉 有 zz 一 
《xx)xr 二 ex 二 x, 故 x* 一 c. 证 完 . 

今 设 。' 是 子 群 互 的 单位 元 ,于 是 ?== ce', 四 由 上 引 理 得 。 一 
<， 说 明了 子 群 的 单位 元 与 原 群 的 单位 元 一 致 .。 表 设 x€ H; 若 x 
在 互 内 的 逆 元 为 xz 则 xxz 一 6 一 ce 但 zeG， 故 由 x 在 G 内 之 
逆 元 的 唯一 性 就 应 有 * = 一， 说 明了 子 群 之 元 在 子 群 内 的 道 元 
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贻 为 这 元 在 原 群 内 的 逆 元 。 故 得 

定理 1 没 已 为 群 G 之 子 群 ， 则 总之 单位 元 就 是 G 之 单位 元 ， 
及 之 元 * 在 内 的 递 元 也 是 a 

再 研究 群 G 之 子 集 互 为 子 群 的 条 件 . 

当 互 为 子 群 时 ,从 a， 6 € 日 当然 产生 了 ab € 日 与 ~1€EH. 反 
之 ， 4a， 6 也 -一 > ob 韭 说 明了 瑟 满 足 $1 的 条 件 1°; 又 若 由 a& 
电 恒 得 ce 及 ， 则 据 条 件 1* 应 有 。 一 ama € 五 ， 说 明了 鼠 满 足 
$1 的 条 件 3°; 又 假定 了 从 se 日 恒 得 se 如 这 一 事实 还 说 明了 
$1 的 条 件 4 在 互 内 成 立 ; 由 于 互 之 元 就 是 G 的 元 ， 故 鼠 满 足 $1 
条 件 2*( 结 台 律 ) 是 当然 的 。 于 是 得 到 了 

定理 2 群 G 之 非 空子 集 瑞 为 G 的 于 群 之 充 票 条 件 是 : 

(Gi) a bEH—> abeH, 

(ii) a EH—> a € H. 

定理 2 中 条 件 Gi) 和 (ii) 可 合并 为 一 个 * 即 下 面 的 

推论 1 群 G 之 非 空子 集 妃 为 6 之 子 群 的 充 要 条 件 是 : a,5 E 
H=> a H, 

事实 上 , 若 太 为 子 群 , 则 当 a, 5e 妃 时 , 由 (ii) 应 有 51e 媚 ， 
故 由 (i) 得 知 sir16E 五 。 反之 ， 设 e，26 五 一 >ag 6E 互 ， 则 由 
4 EE 日 即 得 ena~1i€é 有 H， 即 eE 召 ， 再 利用 一 次 假设 又 得 到 ea 一 
al 五, 即 Gi) 成立, 其次, 从 a, 2e 吾 而 利用 已 证 得 的 《it) 就 有 
zi-!e 已 ， 因 而 青 一 度 利用 我 们 的 假设 就 得 知 a(5D)-! 一 ab € H， 
证 明了 (世故 鼠 是 子 群 . 

特 当 互 只 含有 限 多 个 元 时 ， 又 有 
Ho=—> abé H. VA 

事实 上 ， 当 玉 为 子 群 时 ， 4 bE HH 一 > nb5& HH 自明 . 反之 ， dy 
5b EH 一 > ab€ H 就 说 明了 豆 满 足 $1 的 条 件 1°; 因 玉 为 G 之 子 集 ， 
故 51 的 条 件 2° 与 6° 在 及 内 也 成 立 。 于 是 据 玉 之 有 限 姓 知 互 成 
群 . 

再 设 三 与 天 都 是 群 G 之 子 群 , 券 虑 它们 的 公共 部 分 D 二 HNK 
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《叫做 再 与 KX 的 交 ). 因 G 之 单位 元 。 在 及 内 又 在 内 , 故 月 ce €D， 
即 局 非 空 集 ， 今 若 zy, bE D, 则 由 上 推论 1 可知 a6!€ H, ab!€ 
天 ， 故 有 az D, 即 呈 为 子 群 . 

对 任意 多 个 (有 限 或 无 限 ) 子 群 4。 (a 过 某 集合 ), 也 可 类 似 地 
定义 它们 的 交 记 为 | 4。， 且 同样 能 证 明 4 为 G 之 子 群 ， 故 有 


和 


再 设 及 为 群 G 之 真子 群 . 于 是 必 有 元 有 而 at 昌 【符号 
aE 明 表示 4 不 在 日 内 ], 今 作 G 的 子 集 Ha (或 aH) 一 一 它 表示 形 
如 xa (或 ax) 的 集 (x 跑 遍 玉 )， 叫 做 互 在 G 内 的 左 陪 集 (或 右 
陪 集 )， 这 时 据 $1 的 条 件 6*《 消 去 律 ) 易 知 映射 x+ 一 xa 为 集 已 在 
集 Ha 上 的 1-1 映射 ， 故 吾 和 Ha 有 相同 的 基数 。 又 五 门 豆 s 为 空 
集 一 一 因由 x,yE 昌 及 * 一 ya 得 a = 二 y-!x€ 日 而 与 假设 ae 昌 相 
矛盾 . 敬之 于 集 且 十 Ha (这 里 加 号 “十 ”表示 吾 与 Ha 之 并 集 ) 
还 不 能 包括 G 之 全 部 元 素 , 就 再 取 5€ G 使 5EH 二 Ha; 而 作 左 陪 
集 Hw, 于 是 据 刚 才 所 说 之 理 可 知 B45 与 妃 有 相向 的 基数 且 HNM Hs 
为 空 集 ; 这 时 尚 可 知 He 作 Hb 为 空 集 一 一 因 从 zxe 二 yb(x, y€ H) 
得 二 y7!ixa € Ha 而 与 假设 5EH 十 Ha 相 矛 盾 . 如 G 中 尚 有 元 不 
在 子 集 总 十 Ha + Hs 内 , 就 再 令 < 是 这 样 的 一 个 元 素 , 同 上 述 的 
道理 可 知 He 与 妃 , Ha，Hs 之 交 都 是 空 集 ， 继续 这 样 作 下 去 ,或 
有 可 能 使 G 分 解 成 有 限 多 个 互 之 左 陪 集 的 并 集 , 如 

G=H+ Hat Hat -+ Ha,. (C12 


但 也 有 可 能 使 G 不 可 以 分 解 成 有 限 多 个 互 之 左 陪 集 的 并 集 ， 例 如 
吾 为 无 限 群 G 之 单位 子 群 时 就 是 这 样 的 现象 . 若 注意 当 ee 日 时， 
易 证 有 日 二 Ha 二 as 如 这 一 事实 , 则 (17 式 可 写 为 对 称 形 

G—= Ha Hat+ -+ Ha,, 
或 简写 为 G = $1 Ha, 或 G 一 U Ha. 


i=1 


车 G 不 能 分 解 成 有 限 多 个 互 之 左 障 集 的 并 集 ， 我 们 也 形式 地 
记 为 


Er 或 6G= U Ha;, 
i=1 FE=1 


包 做 G 分 解 为 晴 之 无 限 多 个 左 陪 集 的 并 集 ， 

但 不 论 怎样 , 左 陪 集 之 个 数 恒 一 定 。 换 言 之 , 当 分 解 一 度 为 无 
限时 , 永远 是 无 限 的 ; 当 分 解 一 度 为 某 有 限 数 4 时 , 也 永远 是 有 限 
数 x， 为 此 有赖 于 下 面 的 

定理 4 群 G 之 二 示 z，y 在 隆 群 如 之 同一 个 本 障 集 ( 或 右 隧 
集 ) 内 的 迹 村 条件 是 yie 昌 (或 -ye 有 )， 

t+, y EHa—S>rt = ha yy = halhy EH)—> 2 = hi! 
EH. 反之 ,ry71EH 一 >x€ Hy, 而 yEHy;, 故 x，? 在 昌之 同一 
个 左 陪 集 内 . 定理 4 获 证 . 

由 定理 4 即 得 下 面 的 

推论 群 G 之 于 群 妃 的 两 个 左 ( 右 ) 陪 集 或 无 公共 元 或 完全 一 
致 , 

”事实 上 ，x EHsNHb 一 >x 一 ha 一 加 bp( 肌 ， 有 EH)， 故 有 
4 二 订 Whb€ Hb,， HaCHb. 同 理 , HbSCHa. 故 Ha 一 

现在 可 解决 上 述 分 解 为 左 陪 集 之 个 数 恒 为 定数 的 问题 ， 即 设 
G= Hat+Hat+-.…+ Ha, 与 G=Hh+ Hbit+ :+ Hb, 
为 互 在 C 内 的 两 种 左 陪 党 分 解 。 若 六 >>a， 则 因 六 ECG 一 1 
1 改 BE Haptn， 而 pl 让 是 1,2…,*w 中 的 某 一 ;由 于 mm 之 ， 
故 p《1), pC2),，…* ,pCm) 中 至 少 有 二 个 相等 , 如 令 p(1) 一 p(2)， 
就 有 如， bE Hamw, 因而 bb7'€ (定理 4), Ba€ Hb Hb 一 Hb 
《定理 4 的 推论 ), 显然 与 左 陪 集 分 解 式 

G = Hb Hbt+ "+ Ho, 
之 意义 相抵 ;不 可 。 同 理 ; tw 到 ” 亦 不 可 。 故 轨 一 2 

上 面 的 证 法 对 于 左 路 集 分 解 之 个 数 一 度 为 无 限时 也 适用 ， 即 
这 时 不 论 再 怎样 分 解 , 左 陪 集 之 个 数 是 恒 为 无 限 的 。 又 上 面 关 于 
左 陪 集 分 解 之 结论 对 右 陪 集 分 解 而 言 也 是 成 并 的 , 晶 还 能 断言 : 

群 G 关 于 于 登台 之 车 隧 集 分 解 之 基数 - 宝 也 等 王宫 的 有 障 集 
分 解 六 基数 . 


事实 上 ， 由 左 陪 集 . 有 Ha 之 诸 元 ha(h&《 日 ) 之 道 元 (ha)! 二 
ep 而 成 的 集合 (Ha) 显 为 右 陪 集 a- 埋 , 即 (Ha) 一 a7!H， 
反之 也 有 (6H)"! 一 Hs"!1， 故 在 左 陪 集 分 解 与 右 障 集 分 解 之 间 能 
建立 一 一 对 应 关系 :因而 从 左 陪 集 分 解 

G= Hat Hat+ :++ Ha, 
可 得 右 陪 集 分 解 
G 一 co 万 十 er 十 -十 4 
这 就 证 明了 群 G 关于 子 群 巨 之 左 陪 集 分 解 的 个 数 等 于 其 右 陪 集 分 
解 之 个 数 . 于 是 当 一 方 为 无 限时 , 另 方 也 必 无 限 。 我 们 叫 子 群 瑟 
的 左 陪 集 (或 右 陪 集 ) 分 解 的 个 数 (说 确切 些 ,应 改 为 基数 ) 为 五 在 
G 内 的 指数 , 表 为 [G:H], 于 是 1[G:H] 一 2( 有限 ) 或 一 %， 

人 碎 G = Ha Hay 十 -十 Ha 得 6G 二 af 十 a 十 "… 十 
ez] 了， 可 知 由 左 ( 右 ) 陪 集 分 解 推出 的 结论 对 右 ( 左 ) 陪 集 分 解 言 同 
样 成 立正 因为 这 样 ,今后 专 对 左 陪 集 分 解 来 讨论 ,而 将 得 到 的 结 
果 不 附 加 “ 左 ” 或 “ 右 ” 字 . 又 知 群 的 阶 等 于 其 所 合 元 之 个 数 《 基 
数 ), 故 概括 之 ,得 到 了 

定理 5 ( 拉 格 朗 日 (Lagrange) 定理 ) 群 G 之 阶 o(G) 等 于 
子 群 刀 的 阶乘 上 妃 在 G 内 的 指数 , 即 *(G) = 。(B) * [6G:H}. 

应 注意 的 是 : 由 同一 元 2 所 作 的 左 联 集 与 右 陪 集 一 般 不 见得 
一 致 * 即 Ha 半 eH。 例如 引 1 里 列举 的 由 六 个 3 级 初等 矩阵 ce, a， 
2， c,d, f 所 成 的 非 交 换 群 G 中 ， 二 元 。, 4 而 成 之 子 集 有 一 fc， 
a} 是 GG 之子 群 , 而 左 陪 集 H6 含 元 5, d,s, 右 陪 集 5 日 含 元 b, 1; 显 
然 有 Hb 关 5H， 尽管 一 般 不 必 有 Ha 一 aH, 但 Ha 人 aH 决 不 是 
空 集 ,因为 常 有 a€ Ha 人 eH 的 缘故 ， 至 于 使 Ha 一 aH( 任 4a€ 6G) 
常 成 立 的 子 群 互 叫做 C 的 正规 子 群 , 留 在 $6 里 讨论 , 今 着 重 讨论 
与 子 群 之 指数 有 关 的 问题 . 

设 互 为 GE 之 子 群 , 而 嘱 又 是 瓦 的 子 群 , 问 [G:Dj 与 [G: 互 ] 的 
关系 怎样 ? 

令 6G= PHai 与 日 = Db 各 为 G 关 于 日 与 吾 关 于 DD 之 
《 左 ) 陪 集 分 解 。 当 *€ GG 时， 有 某 i (与 x 之 变化 有 关 ) 使 一 
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hai(hE 昌 )， 因 而 又 有 某 j 使 上 二 d6(4E DD), 于 是 “一 hai 
diorg Db;ai, 说 明 G 之 每 元 必 在 形 如 D6&;a; 之 某 隧 集 内 , 故 不 得 不 
有 [G6G:D] 志 [G: 娘 ][H:D]、 另 方面 ,又 知 形 如 Ds&ja; 之 陪 集中 任 
二 个 无 公共 元 : 事实 上 , 若 D5ra;s 门 Dbas 非 空 集 , 则 由 定理 4 之 
推论 知 Db,a, 一 Dbwass, 于 是 byasariba!t € DEH, aar1€ b7'Hb, = 
H，Ha, 一 Ha。、 故 由 分 解 G 一 2Ha; 之 意义 应 有 ;一 vz， 随 而 
D2 一 Di， 故 再 据 豆 一 Db; 之 义 又 有 ?二 #。 这 说 明了 二 等 
式 > 一 * 与 :一 ”中 有 一 不 成 立时 ，Dpbrea: 与 D5sas 决 无 公共 元 ， 
即 凡 形 如 Dz&ja; 之 陪 集中 尾 二 个 都 无 公共 元 ,于 是 又 有 [G:H]EH: 
D] 筷 [G:D]。 因 而 证 得 了 

定理 6 着 D 为 之 子 群 ， #1 为 0 之 于 群 , 则 有 [6:D] 一 
[G:HILH:D]. 且 当 GC= 之 Bei 与 五 3 宛 Db; 时 ， 则 必 有 C 一 
3 人 7。 

特 当 子 群 之 指数 为 有 限 数 时 ,又 有 

定理 7 各 时 有限 多 个 阳 所 蓝 帮 是 有 限 数 ， 部 末 饭 们 的 
交 妆 指数 也 是 有 有 限 数 ， 

证 明 只 需 讨论 两 个 子 群 的 情况 即 可 ， 因为 这 显然 无 损 论 证 
的 普遍 性 . 设 DD 二 如 修 K;, 【G:B8] 与 [G:K1 都 是 有 限 数 . 故 得 
令 
Hat+ Ha + Ha,= G= Kb+ Kb .+ Kb,. 

现在 若 虑 Ha 站 K&; 为 非 空 集 的 情况 ， 这 时 , 若 +,y€ Has 丫 
Kby， 则 从 rx，yE Hai 得 xy~1€ H, 而 由 zx, y€ Kb 又 知 2 全 6E KK， 
改 ryTE Ds, 说 明了 Hai 人 Ks 之 一 切 元 素 全 在 DD 之 同一 个 陪 集 Dy 
内 ; 即 Ha 站 KR5;SDy, 但 7 可 自 Hej 站 K5; 中 任意 选取 . 但 这 时 又 
因 y€ Hai, 故 DyCHai, 同 理 又 有 DyCKb;， 于 是 得 Dy SHai 丫 
Kb;。 故 结果 得 Dy 一 Ha; 门 Kb;,s 说 有 明了: ” 瑟 之 每 左 陪 集 与 久之 
每 左 陪 集 《在 6G 内 的 ) 之 交 或 为 空 集 或 者 就 是 D 在 6 内 的 一 个 左 
陪 集 。 反之 ，D 在 G 内 的 任 一 个 左 陪 集 也 一 定 是 像 刚 才 说 的 那 
样 等 于 再 的 一 个 左 陪 集 与 尺 的 一 个 左 陪 集 之 交 : 事实 上 ， 从 
DxCHx, DxCKx 得 DxCHx 人 人 Kr, 但 因 有 茶 5 使 Hx = Has, 有 


某 ? 使 Kx 一 天 5 故 DrCHa, 作 Kb,, 因而 Ha 门 Kb 非 空 集 ， 于 
是 Has 站 Kb 必 为 D 之 一 个 左 陪 集 ,不 得 不 有 Dx = Ha 人 Kb,. 

总 括 上 述 ， 知 了 DD 在 G 内 左 陪 集 之 个 数 必 等 于 mn 个 交 Ha 站 
Ki 中 非 空 集 之 个 数 , 故 [G:D] 是 有 限 数 . 证 完 . 

注 塞 ”由 证 明 方 蓄 尚 知 [Gi:D] 记 [G:H][G:K], 

结束 本 节 前 ,再 说 一 个 问题 , 即 群 6 之 尾 一 子 群 # 的 左 , 右 两 种 陪 集 分 解 

G= Hg,+ Hgs+ + He SS G—= gH+ eHt+ + gH 

中 ,代表 元 素 系 (gs ga …，8z)] 与 《81， 82 5“…, 84) 以 全 体 而 言 不 必 一 致 【 所 
亩 《gl Ps Bo) 与 (gw E29"*y ge) 一 致 ， 指 的 是 有 自然 数 1 2;…， = 的 
一 个 排列 PC1)，p(2)…s pa) 使 必 一 gotyy 全 一 co 用 一 Be]， 今 
问 能 和 否 存 在 着 一 组 公共 代表 元 素 系 x,, x+;，…, xz 使 


Hzx, 十 再 xz; 十 -… + Hx Go= XH+ Ht + x 


呢 ? 若 G 为 有 限 群 ,这 答案 是 肯定 的 ,为 此 , 需 先 证 下 面 的 
引 理 ”一 个 = 级 矩阵 4 = 地 a bp 的 展开 式 中 所 有 的 项 都 是 


“证明 ”充分 条 件 易 证 : ww 如 4 有 一 个 px(ka 一 绢 十 1) 维 的 零 子 
和 抢 阵 可 不 失 普 记性 假定 


即 px(# 一 ?+ 1) 维 的 零 子 矩阵 在 4 的 左下 角 , 亦 即 2# = 二 0mn 一 p 十 1 专 
让 #9 1 返 ) 魏 一 户 十 1) 一 一 因为 调动 4 的 行 与 列 即 可 达到 这 样 的 要 求 . 
行列 式 | 人 之 每 项 为 土 : De “请 生 形 ， 其 中 《azas*…， 
六 1 2 二 一 二 十 13…， 3) 的 一 个 排列 。 由 于 3 Po 
和 pt: 共有 ”一 十 1 个 数 , 故 不 能 全 从 1,2,…,# 一 中 去 取 , 故 至 少 有 一 
个 等 于 = 一 ?十 1;…,*# 中 的 某 一 个 ;这 说 明了 项 
LE hi ei | 

中 前 面 # 一 ”+ 1 个 因子 内 至 少 有 一 个 等 于 零 ， 因 而 这 项 也 必 等 于 零 , 旭 | 行 
列 式 |4| 展开 式 中 每 项 都 等 于 零 。 

再 证 条 件 的 必要 性 用 反 证 法 ,假定 4 中 任何 rx 维 的 零 子 矩 阵 伍 有 
+ xs 时 ,来 证 明 行 列 式 14j 之 展开 式 中 至 少 有 一 项 不 等 于 零 . 

当 上 矩阵 4 之 级 a 一 2 时 ,结论 显然 正确 : 因为 这 时 由 于 + 十 “ 委 2 且 Y， 


113 。 


， >1。 故 只 有 r 一 :一 1 这 一 种 可 能 性 ,于 是 2 级 矩 隆 


二 di 
wa 
中 或 无 零 元 ， 或 见 令 有 之 也 不 过 是 w= 0 及 aaex 玫 0 或 sa 一 0 及 
W9805 或 ai 一 0 及 aueaxs0y 或 sr 一 0 及 actss03 但 不 论 怎样 , 都 说 
明了 行列 式 |4| 之 展开 式 中 至 少 有 一 项 不 等 于 和 去。 这 证 明了 * -= 2 时 结论 的 
正确 性 . 

再 归纳 地 假定 小 于 ”级 的 矩阵 是 成 立 的 ,而 来 落 虑 ”级 矩阵 4。 因为 4 
中 任何 + x * 继 的 零 子 矩阵 (如 存在 ) 恒 有 ，” + :<*, 而 令 4 有 一 个 ?x 9 维 
的 零 子 矩阵 , 其 维 数 和 ?p + 4 一 大 是 最 大 数 * 即 4 中 任何 > x * 维 零 子 黎 阵 
的 7 十 sf 二 ?十 9 二 点 ， 当然 太 = 二 Pp 十 4 二 2. 

下 分 二 款 : (一 ) KK 二 p+ 9 二 #,， (二 )*=p+ gn—1, 

先 研 究 (一 关 二 p+ 4 一 #。 这 时 可 不 失 一 般 性 能 令 


人 Gi 5) 


式 中 BB 为 (4 一 2)x 4& 维 的 ,D 为 P x(n 一 9) 维 的 ， 由 于 pg 十 4 = #, 故 实 
际 上 上 3 为 4 级 矩阵 ,D 是 级 算 阵 、 如 果 B 中 有 4*xp 维 的 零 子 矩阵 , 则 4 相 
应 地 就 有 (4 十 p) x 维 的 零 子 矩阵 ,因而 不 得 不 有 4 十 z+ 用 SP 二 9 一 3; 
即 和 + pay 说 明了 4 级 矩阵 引 中 任何 4x 缩 的 零 子 矩阵 恒 有 关系 式 款 十 
上 所 4( <#)， 故 据 归 纳 法 的 假设 知之 行列 式 | 8 之 展开 式 中 至 少 有 一 项 不 
等 于 零 。 同 理 可 证 D 之 行列 式 |D| 之 展开 式 中 也 至 少 有 一 项 不 等 于 零 。 合 并 
之 ; 即 知 4 之 行列 式 |A4| 的 展开 式 中 至 少 有 一 项 不 等 于 零 ， 证 明了 在 款 (一 ) 
时 是 正确 的 。 

青 研 究 (二 )* 二 8 十 4 所 n 一 1。 因为 4 在 此 时 任何 行 (或 列 ) 不 能 全 为 
替 , 否则 4 就 有 一 个 1x =” (或 * x1) 维 的 堆 于 和 矩阵， 并 有 1 +=>zao 与 题 设 
相抵 .不 失 一 般 性 可 令 ce。 关 0* 即 


44， x 
区 一 { ) 
x Dd] 


起 中 及 4 -人 ee ) 为 一 个 (= 一 1) 级 矩阵 . 


因 4 之 任何 + x : 维 零 子 矩阵 恒 有 r + :和 <? 一 1， 故 44 的 任何 Xz 
+ 194 


给 夫子 矩阵 当然 也 必 有 ” 十 :<# 一 1， 于 是 指 归 负 法 的 假定 ， 可 知 生 的 行 
列 式 |4:| 之 展开 式 中 至 少 有 一 项 如 土 oapoois nssDy (pfe 因 -为 
(lb 2 和。a 一 1) 的 某 一 个 排列 ; 故 4 ea 
9) 82 nn 0 

完全 证 明了 需要 的 论断 。 于 是 引 理 获 证 . 

再 可 解决 上 面 提出 的 问题 , 即 

定理 8 有限 群 G 之 任何 子 群 号 的 左 、 右 两 种 陪 案 分 解 必 有 一 组 公共 代 
玫 元 素 系 . 

证 明 设 G= Hot Hes+ + Hges SG= eHdt+ edt + gn 
为 左 \ 右 两 种 陪 集 分 解 。 作 策 阵 


GZ21 Hzg "222 而 
et 


使 or 二 0 当 Hgin gH 为 空 集 时 ,否则 就 令 i 一 工 
如 4 有 一 ” XxX: 维 零 子 矩 阵 , 具 可 不 失 兽 遍 性 令 其 在 4 之 左上 前 如 


rt 0 x 
( x x) ee 
即 az = 0(1< 让 攻 rf，1 所 j 二 1), 这 意味 着 HgiNeR(l& i Kr， 1 起 j 志 
*) 都 是 空 集 , 因 之 集合 Ag 十 … + He 与 gi 十 … 十 gH 无 公共 元 ， 故 从 
集合 论 的 观点 而 言 应 有 
He 十 … + HeCgrHt "+ gaH, 
页 olH)S(# 5) oH), re tr + {SH. 于 是 据 上 引 理 可 知 4 之 
行列 式 |4| 的 展开 式 中 至 少 有 一 项 
Me qe, ze any 
但 《ns 请 pm) 为 (12> 7) 的 一 排列 。 于 是 不 得 不 有 四 
= 一 了 说 明了 
Heger NgH, Hgs, NN gH yes He NN geH 
都 非 空 集 , 即 至 少 有 一 元 zi€ He,Nn gH 一 1299 75), 获 Hei, = Hxi， 
8 日 一 后 如 因而 有 
G=He,t Her t+ Han = He t Has + "+ Hee, 
= Hr, + Hr 十 + Hx 
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二 8 二 8 

即 *， ”yx 为 左 、 右 两 种 陪 集 分 解 的 一 组 公共 代表 元 素 系 。 定理 8 获 

到 这 里 , 变 特 别 强调 的 是 : 虽然 x,， +;>*…, xx 为 左 、 有 两 种 陪 集 分 解 的 
一 组 公共 代表 元 素 系 即 

G= Hzr,+ Hz, + e+ Hx = xH + rH + + + wu, 

但 对 每 i. 不必 有 Hx 二 fi 和 可 能 对 每 都 是 Hwj 交 w9H, 也 可 能 对 某 些 /有 
fi = xiH, 而 对 另 一 些 上 有 Wh 然 不 论 怎样 ，Hxi 二 非 空 集 而 
会 元 x。 

问题 1 ”由 交换 群 G 之 各 元 的 万 次 星 所 成 的 集合 Gt 是 G 之 
子 群 (4 为 正 、 负 整数 ). . 

问题 2 ”交换 群 G 中 具 性 质 x** = 二 1 的 元 < 的 集合 Ge 是 G 
之 子 群 (会 为 正 ` 负 整数 )。 

问题 3 ”交换 群 G 中 若 [LG:Gto] 为 有 限 数 ， 则 Ge 必 为 有 限 
群 , 且 实 际 上 有 o(Gt 一 [G:Gob]， 

问题 4 设 妃 :天 为 群 G 之 两 个 有 限 子 群 , 试 证 集 HK 含有 GG 
之 个 不 同 的 元 。 HK 表示 凡 形 为 大 之 元 之 集 
(4€ 碍 ,EK), 叫做 玉 与 天 的 积 ， 

间 题 5 在 定理 7 中 若 [G:H] 与 和 G:K] 互 质 , 试 证 

[G:HNK] = [G:H]{G:K]. 


$4. 循环 群 ,生成 元 


… 研究 群 的 目的 就 是 要 把 其 结构 和 弄 清楚 ， 也 就 是 想 研 究 属于 某 
一 类 抽象 群 中 究竟 有 多 少 个 是 互 不 同 构 的 . 当然 , 应 先 从 简单 的 
情形 着 手 。 最 简单 的 群 只 由 一 个 元 所 成 , 即 单位 群 , 这 当然 没有 什 
么 可 研究 的 ;所 以 今后 考 则 的 都 是 至 少 含有 二 个 元 素 的 群 , 这 样 一 
些 群 中 最 简单 的 就 是 群 元 案 都 可 写 为 一 特定 元 之 害 《 疾 指数 可 为 
正 、 仙 、 零 )。 这 样 的 群 有 了 吗 ? 〈 如 果 有 ， 当 然 是 交换 群 ,) 例如 
1 之 5 次 单位 根 之 集合 ( 即 方程 x 一 1 一 0 的 ”个 根 ) 就 是 有 限 
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阶 (> 阶 ) 的 这 样 的 群 , 因 为 每 个 * 次 单位 根 都 等 于 = 次 单位 原 根 
(primitive root) 之 千 。 又 一 切 整数 之 加 群 也 是 这 样 的 群 (无 限 阶 
的 ), 其 每 元 都 是 1 之 备 ( 这 里 所 谓 1 之 寡 就 是 1 之 倍数 )， 于 是 有 
必要 界 说 > 

定义 1 着 斑 之 年 示 可 写 为 G 中 某 元 。 的 雷 ， 就 叫 6 为 各 
环 嫩 让 为 6 一 {oj). 养 叫 «为 G 之 生成 元 (或 叫 G 申 元 < 所 生成)， 

分 6G 为 有 限 与 无 限 两 款 讨论 . 

设 G 一 {a} 为 有 限 阶 和 的， 这 时 ,元素 4, wo， :中 必 有 重 
复 的 , 即 如 a 一 aXt > 5) 之 正 整 数 : 和 :存在 ,于 是 a 一 1, 说 
明了 有 自然 数 太 =1 一 :) 使 时 一 1 再 令 # 是 最 小 的 自然 数 使 
具 性 质 as 一 1: 即 sr 一 [而 只 关 1f0< < 加 ) .注意 必 使 证 盖 1 
《 因 G 至 少 含 两 元 素 ). 

屠 能 断言 ”一 1 的 而 要 条 件 是 lm， 

因 若 令 加 一 9x 十 + (0 所 + 所 1 则 cr 一 2 一 9 一 go(a) 一 9 一 
an 故 om 盖 1 的 充 村 条 件 是 a 一 1， 而 和 一 1 据 ” 之 假定 是 在 
且 仅 在 r 一 0 时 ,; 即 n|x. 

由 是 可 知 4a, ez ，c* as 一 1) 是 G 中 = 个 不 同 的 《 即 两 
两 互 蜡 ) 元 素 ,; 且 G 中 任何 元 (a 之 任 一 寡 ) 必 为 这 = 个 中 之 一 故 
ol(G) 一 n, 是 .# 是 使 at 一 1 成立 的 自然 数 太 中 最 小 的 ; 吊 n 为 元 
素 # 的 阶 , 记 为 oa) 一 x， 对 任何 群 中 各 元 * 之 阶 也 是 这 样 定义 
的 ,即使 六 一 1 成 立 之 最 小 自然 数 z( 二 局 叫做 元 zx 的 阶 ， 但 若 
群 G 之 元 * 对 任何 正 整 数 记 总 是 有 x* 志 1 时, 就 叫 元 zx 的 阶 为 无 
限 , 记 为 otx) 一 cc， 

总 之 , 有 限 循 环 群 G 一 {a} 之 生成 元 < 之 阶 ” 就 等 于 ofC)， 
且 G 之 全 部 元 为 ce a 0"!, a 一 1), 

再 讨论 G 一 {a} 为 无 限 的 。 这 时 亦 可 按照 上 面 同 样 的 论证 
方法 可 知 元 < 之 任 二 个 不 阅 的 a' 与 a'(r 兰 5) 决 不 会 相等 ， 随 
而 = 之 阶 无 限 , 即 oba) 一 co。 于 是 无 限 循环 群 G 一 {a} 之 全 部 
元 案由 a 纪 二 1), a 4! 4 4 4t,， 0 而 与 之 。 

上 面谈 了 任意 群 G 中 元 * 之 阶 的 概念 。 若 GG 中 凡 由 元 * 之 笑 
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而 成 的 舍 表 为 吾 , 则 因 zx 一 及 (请 :一 二 仍 为 的 葡 , 故 
H 是 G 之 子 群 ,而 叫 日 为 由 元 * 生成 的 (循环 ) 子 群 , 记 为 H 二 {x}， 
因 之 olH) 一 olx), 且 据 43 的 拉 格 朗 日 定理 5, 又 得 到 下 面 的 

定理 1 ”有限 车 CG 之 每 元 * 的 阶 也 是 有 限 的 , 且 为 ol 6) 之 因 
数 , 即 oC) {oC 6). 

定理 1 之 证 明 方 靶 同 时 还 证 明了 这 样 的 事项 ， 即 不 论 群 G 有 
限 或 无 限 ， 由 其 任 一 元 * 之 一 切 军 所 成 的 集 玉 为 G 之 子 群 一 一 由 
x 生成 的 循环 子 群 日 一 {x}。 不 过 在 o(G) 一 oo 时 , ol%) 或 有 
限 或 无 限 ， 如若 o(x) 一 坟 则 过 一 所 的 充 要 条 件 是 > = s(modsw)， 

再 问 互 不 同 构 的 循环 群 究 有 多 少 ? 若 G 一 {a} 无 限 , 则 + < 
:一 > a < of， 因 而 映射 + 一 or 为 整数 加 群 到 G 一 {a} 上 的 1-1 
映射 ,于 是 由 or. ea 一 ax: 即 知 这 1~1 映射 是 同 构 的 ， 荷 若 G 二 
{o} 是 = 阶 循环 群 , 则 由 o(a) 一 ”可 知 虽 有 oo 一 art', 但 在 rxs 
时 却 有 2 一 4 之 可 能 、 于 是 这 时 映射 一 全 为 整数 可 群 到 G 一 
{a} 上 的 同 态 映射 ， 而 不 为 同 构 的 ; 车 注意 w 一 “之 充 训 条 件 是 
+ = s(modn)， 马 上 可 知 映 射 + 一 a" 是 模 # 之 剩余 类 (加) 群 到 

一 {a} 上 的 同 构 映 射 ， 即 G 一 {a} 与 机 之 剩余 类 实 同 构 ， 改 

0 

定理 2 二 下 信 冰 补 的 入 宣 中 个 ， 即 彼此 同 构 且 实际 上 


和 
和 


5 {9} 之 生成 元 ，G 之 每 元 为 。 之 矫 , 今 问 
除 元 。 外 是 否 还 有 别 的 元 w 可 为 C 的 生成 元 吗 ? 即 间 a 为 G 之 
生成 元 的 条 件 是 什么 ? 显然 , a 为 G 之 生成 元 的 充 讲 条 件 是 子 群 
有 H 一 {a7) 与 6 一 致 ,而 6 一 H 一 和 a") 之 条 件 又 是 a€H 一 {a)， 
即 适合 一 《< 一 a 之 整数 x 一定 存在 ; 但 6G 一 {4) 为 无 限 
时 ,a 一 a” 之 充 要 条 件 是 rx ~ 1, 即 + 一 土 1 而 当 G 一 {a} 为 
7 阶 时 ,4 一 oa” 之 充 要 条 件 是 rz 人 1(modn)， 然 rx 号 【(modn) 
有 解 x 的 充 要 条 件 是 (r、 x) 一 1, 即 + 只 能 是 1,2,…,# 中 与 # 
互 素 的 数 ,其 个 数 为 数论 中 的 欧 拉 《〈Euler》 函数 p(x)， 故 总 插 之 
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证 得 了 

定 现 3 ”无 限 循环 群 6G 一 {e} 之 生成 元 只 有 两 个 ,为 “与 o 一 . 
» 阶 循环 群 GE 一 {4 } 之 生成 元 有 y(n) 个 ， 其 形 为 ,而 ， 与 n # 互 
素 . 


易 知 : ”两 个 同 构 的 循环 群 在 它们 同 构 映 射 的 关系 中 生成 元 
Re 3 | 


方法 信之 守 应 成 问 构 也 身 。 [ 设 0 与 + 为 集 5 到 集 了 上 (或 内 ) 的 两 个 对 
射 。 漆 对 每 +E5 恒 有 zx” 一 ** 就 叫 5 = Tt; 若 有 一 元 6E3 使 o 关 sry 就 叫 
ossz.] 

再 讨论 循环 群 的 子 群 ， 设 五 是 循环 群 G 一 {a} 之 于 群 。 如 
妃 非 单位 子 群 ,由 eE 五 得 (ea 一 om6 五 就 说 明了 有 = 之 正 指 
数 窜 属于 互 ， 今 令 属于 九里 面 = 之 正 指数 寡 中 最 小 的 正 指数 宪 为 
at 有] ke 五 (有 全 0) 且 在 0 过 4 过 万 时 必 为 a 日 ,这 时 ,一 方面 
由 seE 互 ,可 知 不 论 * 为 任何 整数 , 常 有 (a*》 一 a*€ H; 另 方面 ， 
若 a"EH, 则 当 令 加 呈 绒 十 rt0 和 +z 过 和 时 就 有 a 二 a" 人 一 
am(at)~”&€ 日 ， 故 由 太 之 意义 知 必 有 + 一 0, 即 太 |m, 证 明了 吾 之 
元 ea” ~ (eat)? 为 at 之 究 。 于 是 肪 == {a*}, 即 为 由 at 所 生成 的 
G 之 循环 子 群 。 然 由 不 之 意义 已 知 so > 2 都 不 属于 局， 
改作 五 之 下 个 左 陪 早 ， 如 五 ,Ba 下， Fe 时 ， 据 53 则 知 
这 个 陪 集中 两 两 无 公共 元 。 另 方面 ， 6 一 {a} 之 元 a” 如 令 
m= 9 十 7(0 所 + 之 记 ) 有 时 就 有 a”* 一 (a*)?0’€ Ha’， 说 明了 G 中 
每 元 又 必 属 于 这 名 个 陪 集中 之 一 。 故 结果 


rl 
CC 到 > ar (a == 1), 
i=0 


即 [G:H] 一 . 

下 面 再 细 分 6 一 {4} 为 有 限 与 无 限 两 款 . 

《一 ) G 一 1a)} 是 无 限 的 .这 时 ， 已 一 featj 是 由 1，a#**， 
+xk, 而 成 , 因 之 妃 亦 为 无 限 . 又 对 任 自然 数 太 可 作 相 应 的 


-24 4. 


日 二 4ot}, 因 之 有 【G:H] 一 大 且 这 样 的 子 群 五 是 唯一 的 ， 因 若 
KK 一 (av}(K 之 0) 县 [G: 天 一 A， 则 据 上 述 又 有 1G: 有 ] 一 天， 
不 得 不 有 人 一 人 . 

《二 ) G = {a} 为 n 阶 的 ， 这 时 ,由 拉 格 朗 日 定理 有 *ixnx、。 反 
之 ,车 不 >>0 且 KU 作 和 人 循环 子 群 日 一 {a} 时， 易 证 [G:H] 一 


或 oH) 一 并 且 也 知道 G 中 阶 为 过 之 子 群 是 唯一 的 , 即 只 有 


这 吾 王 人 六 因 若 天 一 (et 为 这 样 的 子 群 ( 坟 > 0):， 即 o(K)》 一 
7， 则 又 因 oCK) 一 re 不 得 不 及 一 义 . 


又 不 论 G = 一 {a1 为 有 限 或 无 限 , {a*} “= {a~*} 自明 . 

于 是 ,证 得 了 

定理 4 ”循环 群 G ~ {a} 之 非 单 位 子 群 已 也 是 循环 的 ,可 令 

H = {a*}, 为 自然 数 ， 当 G 一 {e} 无 限时 ,可 任意 ， 但 指数 
[G:H] 有 限 而 等 于 《 即 著 限 竹 环 群 之 任何 非 单位 于 群 的 指数 恒 
为 有 限 的 )、 当 G 一 {oj 为 * 阶 时 ,得 为 "之 因数 ,而 “() 一 
和 友之 ,对 每 tla(t > 0)，"” 阶 群 6 {4} 有 县 只 有 一个 险 壹 
之 于 群 (a. 

这 定理 4 说 明 两 个 问题 : 一 是 当 有 限 群 G 为 循环 时 ， 对 每 
4io(G),G 有 且 只 有 一 个 阶 d 之子 群 ; 二 是 无 限 群 9 为 息 环 时 ， 它 
的 任 一 个 非 单 位 子 群 之 指数 恒 为 有 限 的 . 

现在 问 它 们 的 逆 定 理 怎样 ? 即 问 : 对 有 限 群 6G 之 阶 co(G) 的 
每 因数 4,G 恒 有 了 唯一 个 阶 4 之 子 群 时 , G 是 循环 的 吗 ? .又 无 限 群 
2 之 任何 非 单 位 子 群 之 指数 恒 为 有 限时 , 这 GG 为 循环 群 吗 ? 我 们 
说 都 是 正确 的 . ee 

先 讨 论 有 限 群 G。 设 oCG) ~ ”并 假定 对 每 4a|n;G 至 多 有 
一 个 阶 z 之 子 群 ?. 今 将 G 中 具 相 请 阶 的 元 归并 为 一 类 ,而 设 G 中 


1) 吴 录 G 有 了 崔 一 个 阶 4 之 子 群 说 明 4 阶 于 群 之 存在 性 与 唯一 性 都 要 , 而 G 至 多 有 
一 个 阶 d 之 子 群 只 是 要 求 了 唯一 性 , 并 末 要 求 存在 性 。 因 之 , 这 里 的 条 件 放宽 
了 、 
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# 个 元 分 成 了 = 个 类 ,各 类 中 元 的 阶 分 别 都 等 于 dd 
当然 , 2;|x。 在 元 之 阶 为 d 之 类 中 先 取 一 元 4 后 ,再 取 任 元 * 时 ， 

则 因 {zx} 与 {a} 都 是 G 中 阶 a 之子 群 。 故 由 题 设 有 {x}) 一 {a}， 
x 一 aa 4 之 0 且 (4,41) 一 1。 反之 ; 当 (4, 而 ) 一 1 时 ,又 易 证 a* 
之 阶 为 由 .于 是 G 中 阶 di 之 元 为 且 仅 为 at 形 ; 4>0 且 (4, 4d1) 一 
1, 故 其 个 数 等 于 数论 中 的 欧 拉 函数 p(41)。 同 理 ,G 中 阶 d,*-…， 
di 之 元 之 个 数 各 等 于 p(4d),---、qp(d,)， 因 而 不 得 不 有 


> ed 一 “= 


了 一 1 


然而 由 数论 的 知识 又 知 也 pC4) 一 ”《 于 表示 过 ”之 一 切 正 因 
数 4 取 和 ), 故 结果 有 


> Pld;) 全 > Pld), 


[三 


于 是 dd 不 得 不 为 7 rh 切 正 因数 ， 因而 其 中 必 有 等 于 
# 的, 即 说 明了 G 中 阶 为 o(G) 一 = 之 元 必 存 在 ， 故 G 为 循环 群 ， 
而 得 到 

定理 5 ”有限 群 G 为 循环 的 充 要 条 件 是 对 每 4| 6 至 多 


的 子 客 ) 

再 与 定理 4 联系 ,又 得 到 下 面 的 

推论 ” 若 对 每 41o(G), 6G 至 多 有 一 个 阶 (或 指数 ) 等 于 < 之 
子 群 时 , 那 末 G 就 必 有 一 个 阶 (或 指数 ) 等 于 4 之 子 群 . 

下 面 再 从 群 之 元 素 的 角度 研究 循环 群 ， 首先 , 令 循 环 群 G 之 
阶 olG) 一 sn， 若 d1lx, 则 G 有 唯一 个 阶 z 上 之 子 群 吾 一 fx*}, 互 中 
各 元 (一 1,……，,d) 的 2 次 等 等 于 单位 元 [(z04 一 《xj 一 1]， 
已 说 明了 G 有 4 个 元 其 4 次 略 均 为 单位 元 ，。 若 yEG 且 y 一 1， 
则 y 之 阶 oly) 一 应 为 4 之 因数 (4 1a), 于 是 {y} 是 G 中 唯一 
的 一 个 阶 等 于 地 之 子 群 ; 然 4 阶 循环 群 日 一 {x} 据 定理 4 也 只 有 
唯一 个 阶 子 群 , 它 当 然 也 是 G 之 4 阶 子 群 ， 故 不 得 不 有 {y} 刁 
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FH， 姑 ?6 妃 ， 这 说 明了 凡 4 次 窜 等 于 单位 元 的 G 之 元 又 必 在 五 
内 。 放 G 中 了 次 宕 为 单位 元 者 之 个 数 有 < 了 个， 

有 反之， 假定 对 每 dj|o(G) 一 2;,G 至 多 有 4 个 元 其 4 次 署 为 单 
位 元 。 于 是 ， 车 G 有 阶 4 的 元 x, 则 G 有 2 阶 子 群 4 一 {x+); 因 
4 == {x) 中 了 个 元 素 之 4 次 老 都 等 于 1， 故 由 假设 可 知 4 已 包含 
了 G 中 凡 4t 次 圭 为 1 的 全 部 元 ,于 是 6 中 阶 z 之 元 #* 必 为 * 形 而 
(i，4) 一 1， 这 样 的 元 显然 共有 pl4) 个 。 这 证 明了 G 中 阶 2 之 
元 的 个 数 g(a) 或 一 0 或 一 qld)， 然 G 中 每 元 之 阶 又 必 为 # 之 
一 因数 ， 故 若 将 G 之 元 分 类 ， 使 具 同 阶 的 元 属于 同一 类 ， 就 应 有 
>，WCa) 一 n; 于 是 利用 公式 2 (qd) 一 nm 及 关系 式 4(4) 到 
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yp(4), 就 不 得 不 有 对 每 id|z> 恒 有 4(4) 一 Co， 因而 有 %(#) 一 
Pp(7), 说 明了 G 中 阶 oCG) 一 之 元 必 存 在 , 即 G 为 循环 的 .又 得 
到 了 下 面 的 

定理 6 有限 群 为 第 环 的 芭 票 条 件 昨 对 第 4jo(G),G 至 争 
有 :个 着 其 了 次 等 为 1， 于 是 对 年 4|o(G),G 到 多 有 个儿 其 
次 等 为 1 与 G 中 恰 有 2 个 元 其 < 次 竺 为 1 者 是 等 价 的 . 

上 面 所 提 的 第 一 个 问题 已 由 定理 5 作 了 肯定 的 回答 。 至 于 性 
何 i le hla tale det le 
沙 的 知识 较 多 , 留 在 以 后 再 解决 . 

再 提 一 个 问题 ， 即 任何 非 单位 于 改 之 指数 为 有 限 的 无 限 群 了 
存在 (无限 循环 群 是 其 例 ), 那 末 任何 真子 群 之 指数 昼 为 无 限 的 群 
存在 吗 ? 答案 是 肯定 的 , 例如 一 切 有 理 数 (或 一 切实 数 ; 或 一 切 复 
数 ) 而 成 的 加 和 群 都 是 这 样 的 例子 , 又 一 切 * 级 矩阵 ( 算 阵 之 组 成 元 
或 在 有 理 数 域内 、\ 或 在 实数 域内 \ 或 在 复数 域内 ) 而 成 的 加 群 也 是 
这 样 的 例子 . 二 

今 以 有 理 数 加 群 R 为 例 来 证 明 . 设 遇 是 RR 之 一 真子 群 , 于 是 
有 一 有 理 数 aEH。 下 分 二 款 . 

(一 ) 对 任意 自然 数 天 都 是 Rat 全 . 

这 时 , a, 2a, 3a, 44，… -彼此 属于 瑟 之 不 同 的 陪 集 内 ,因而 当 
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然 有 [RR:H] = co 
《二 )》 至 少 有 一 自然 数 p 使 ae 已 
这 时 , 必 有 4 之 i。 今 能 断言 无 穷 数列 
1 


aa 4 


Le i 
中 两 两 属于 五 之 不 同 的 陪 集 内 : 事实 上 ,从 二 a 一 上 a 十 (he 
HK a 


H, n> ) 得 a 一 jp"*a 十 p"hE 及 , 而 与 aEH 之 原 假定 相抵 , 因 
而 这 时 也 是 [R:H] 一 co. 

至 于 上 面 列 举 的 其 他 例子 都 可 用 同样 的 方法 证 明 。 我 们 还 要 
在 $6 里 面 证 明 一 个 更 广泛 的 定理 ,由 之 可 知 这 些 例子 都 是 该 定理 
的 特例 (参看 $5 定理 10). 

前 面 不 止 一 次 地 谈 到 由 群 G 之 某 元 < 生成 的 【循环 ) 子 群 
{a}。 这 样 的 子 群 实际 上 是 G 中 含 元 4 的 一 切 子 群 之 交 , 也 可 以 认 
为 是 G 中 含 元 4 之 最 小 子 群 。 因 若 G 之 子 群 昌 含 元 <, 则 互 也 必 
含 “ 之 宪 , 故 {a}SH. 

一 般 , 设 M 是 群 G 之 一 个 非 空 子 集 ， 由 §3 定理 3, 可知 凡 合 
集 M 的 G 之 一 切 子 群 之 交 亦 为 G 之 了 于 群 且 显然 也 含 M， 故 为 含 M 
的 G 之 最 小 子 群 ,通常 表 为 {M}, 而 叫 {MM} 是 由 集 M 生 成 的 G 之 
子 群 , 并 叫 M 之 元 为 {MM} 的 生成 元 ， 当 MM 只 含 一 元 4 时, 就 变 成 
了 前 面 说 过 了 的 由 = 生成 的 循环 子 群 {a}. | 

今 间 {M}) 之 元 为 何 形 ? 据 子 群 {M} 之 义 , 则 知 M} 各 NM 中 
任何 元 的 正 、 负 短 ， 因 而 也 含 任 有 限 多 个 这 样 的 敌 而 成 之 积 ， 即 
{M) 包含 了 凡 形 状 为 eftg…g 的 元 (每 g;€ M , 每 5 为 正 或 负 
整数 , * 为 自然 数 )。 反之 , 凡 这 样 形状 之 元 组 成 的 集 又 易 证 为 避 
的 子 群 : 因 从 a 一 名 g 弛 -gtr 及 一 各 如 -A: (每 gj, 后 Bu 
且 各 5 与 Bi 为 正 或 负 整 数 )， 而 得 et: 一 gp gh 
如 pi" 也 是 这 样 形状 的 缘故 ， 于 是 结果 得 知 子 群 {M} 是 由 凡 形 
为 gl'g2 gpg” 之 元 而 成 之 集 (每 g;E M ,6; 为 正 、 负 整数 ).- 

群 论 里 经 常 引 用 的 是 由 群 E 之 二 子 群 生成 的 子 群 ， 即 当 4 与 
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8 为 G 之 任 二 子 群 时 ， 经 常会 碰 到 要 研究 由 4，B 之 并 集 所 生成 
的 G 之 子 群 {4, B}.。 若 将 4 与 8B 之 并 和 4UB 看 做 为 上 段 中 的 
M(M 一 4UB)， 则 因 4《,，8B 都 是 子 群 , 故 M 中 每 元 之 正 、 负 酸 也 
就 是 4( 或 卫 ) 中 的 元 之 正 、 负 突 , 随 而 仍 为 4( 或 B) 之 元 , 故 结果 
亦 是 村 的 元 ， 于 是 可 知 {4，B) 是 以 G 中 凡 形 为 gg""*g: 每 
gi€ A 或 B8) 之 有 限 多 个 元 之 积 为 元 而 成 之 子 群 。 再 令 4 门 吾 一 
DPD, 并 令 D 在 4 中 的 陪 集 分 解 为 4 一 Dx:。 于 是 ， 从 xix7" E44 
及 xix71ED 得 知 xixzPEB， 即 Bx 与 Bxj 为 B 在 {4，B} 内 的 两 个 
不 同 的 陪 集 (i 半 7 时 ). 这 就 证 明了 

定理 7 若 4,B 为 群 G 之 二 半 群 ; 则 了 于 群 {4， B} 是 由 G 中 
凡 形 为 mg- …B (每 &e 4 或 B) 之 元 而 成 之 千 , 并 有 1(4， 且 }: 
B] 守 [4A4:ANB]. . 

现在 父 有 一 问题 ， 即 在 定理 7? 中 关于 群 指 数 之 不 等 式 中 的 等 
号 何 时 成 立 ? 若 [{4, 8}:B] 一 [4:4 站 BB], 则 从 定理 7 之 证 明 
方法 , 即 知 当 4 一 Dx; 时、 有 14、，B} 一 22.Bxis 即 意 味 着 {4， 
B) 之 元 恒 可 表 写 为 6x; 形 ， 于 是 从 48C{4, 8B) 知 48 的 元 能 
写 为 5'x;€ BA, 即 4BCBA4.， 同 理 , 若 写 4 一 和 yiD, 叉 得 {4， 
B) 一 可 yiB, 故 由 B84C{4, 8B} 又 知 B4 的 元 能 写 为 ?过 形 ， 即 
意味 着 B4SEL4B。 于 是 不 得 不 有 4 了 B 一 有 4 反之 ， 若 48 一 
BA4”, 容易 验证 {4，B} 之 元 gr81' “gs (8i€ 以 或 日) 可 写 为 eb 形 
或 ba 形 ; 因 之 当 4 一 本 Dx; 时 ， 就 得 ba 一 badxi(d& D), 即 bo € 
Bxi, 故 {4，B} 之 元 必 在 某 陪 集 Bxi 内 ;于 是 不 得 不 有 {4、B} 一 
刀 Bx;, 即 江 明了 [{4,B}:B8}~[4:4 门 B]、 故 又 得 

定理 8 ” 设 4, 8 是 群 G 之 二 子 群 ,一 般 恒 让 [{4, B):B] 送 
[4A:ANM2B]. 而 [{4， 3j:B] 一 [4:45] 之 充 要 条 件 芭 43 一 
BA, 因 之 由 对 称 的 原因 可 知 二 个 等 式 HA， Bi BJ-[A: ANMB] 


12 二 了 于 人群 4, B 具 性 硕 4B 一 B4 时 , 呈 4 与 如 可 交 搞 ( 简 称 哥 换 ), 这 时 二 党 合 48 
与 84 是 一 黎 的 ， 但 并 非 对 每 skK4 及 和 链 BEDR 恒 有 a5 = ba。 如 果 对 每 a€ 4 
及 每 6€ B 时 全 有 ab = ba, 竺 则 入 与 B 之 元 阅 两 两 可 乒 。 
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仔细 观察 定理 8 之 证 明 ， 可 知 一 BA 是 在 且 仅 在 由 本 二 
Dx; 而 得 {4，, B8) 二 Bx 时, 即 14， B}EBA 时 ;但 BACI{A, 
B} 又 显然 , 故 48 一 54 之 充 要 条 件 是 {4，B} 一 B4， 亦 即 
AB( 二 B84) 为 G 之子 群 . 于 是 又 得 

推论 。” 群 之 三 子 群 4,B 的 积 48 仍 为 G 之 于 群 的 充 要 条 
件 是 48 一 84, 因 之 这 时 48B = B84 一 {4, 8B}. 

这 推论 还 可 直接 地 证 明 : 事实 上 , 若 48 成 群 ， 则 对 每 a€ 4, 每 6 B， 
由 于 人 1871E€ 4B， 即 知 (e151) +E 4B， 则 ba 48, 证 明了 B448; 但 另 
方面 由 于 (5)-' 一 57'a-! 6 B4, 即 群 48 中 每 元 之 道 元 在 B4 内 ; 故 知 48 之 
每 元 亦 在 B4 内 , 即 4 所 B4， 于 是 结果 有 48 一 B84。 友之 ,车 48 一 84, 则 当 
qj; € 4, 5b; EB 时 就 有 (a8)(ab) 一 a (b br = a'byas! 一 drd'b'(b, = 
Bbr's5y0r' = #6) wb € AB(a; 一 az) 故 48 成 群 . 

定理 8 说 明了 48 ~ B4 可 保证 [{4, B}:8]={4:4N 人 8]， 
这 是 从 定性 的 角度 来 谈 的 ， 从 定量 的 角度 来 谈 《 邵 [{4, B):4] 
与 1{4,B8}:B8] 为 互 案 之 二 数 ), 也 可 以 得 到 [{4, B}:B] 一 
事实 上 , [{4,B8}:A4NB8]=[{4,B}:4][A:4A4NB]= 
[{4,B}:BJIB:ANB] 及 ([{4, B):41,1{4,B):8]) 一 1 保 
证 了 

[{4, BY}:AII[B:ANMB] 5S [{A4, B}:B1II[A:ANMB], 

故 [{4， B}:4] 志 [B:ANMB] 与 [{4, B}:B]<[A:4NB], 
再 与 定理 7 联系 ， 即 得 [{4, B}:4] 一 [B:4NMB] 与 [{4, 8B}: 
8B8] 一 [4:4 门 BJ]， 故 得 

定理 9 设 4, 了 是 群 G 之 二 子 群 . 若 [{4, 8):4] 与 {4， 
B}:B] 为 互 素 的 二 个 有 限 数 ， 就 必 有 [14， B}:A]—[{B: 4ANB] 
和 [{4, B}:B8] 一 【4:4 个 8B], 因 之 4B 一 B84 一 {4,81. 

本 节庆 此 结束 ， 

问题 1 ”每 元 之 阶 为 2 的 群 是 交换 群 . 

问题 2 ” 设 群 元 # 之 阶 为 x, 则 ea” 一 1 之 充 要 条 件 是 2|m; 
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o(at) = 
a 


问题 3 ” 设 群 元 a, 4 之 阶 分 别 为 m，#， 且 ab 一 5a。 试 证 
olab) 为 [加 ,#] 之 因数 ,一 一 m,* 之 最 小 公 倍 , 车 (m, za) 一 1， 
WM oab) = mn, 

问题 4 。” 设 a，&z 为 群 元 ,证明 ofe) 一 ofe 一 ) 及 o(ab) 一 
olba). 

问题 5 ” 设 群 G 只 有 唯一 个 阶 2 之 元 a, 试 证 对 任 x€E G 常 
有 ax 二 xa. 

问题 65” 设 群 G 之 非 空子 集 互 中 每 元 的 阶 为 有 限 的 ， 则 互 为 
子 群 的 充 要 条 件 是 a, bE H 二 >ab€ H. 

问题 7 ” 设 群 G 之 元 4 之 阶 o(4) 一 mn, 且 (ms, w) 一 1. 证 
明 s = bc, o(b) 一 mm, o(c) 一 nn 上 且 be 一 cb。 又 这 表示 法 是 唯一 
的 . 

问题 8 设 群 C 一 { a1 如 23 ”3 ak}s RiQ; ™ Ajl7s 且 每 ol 02) 
为 有 限 的 ， 证 明 G 是 有 限 交 换 群 。 

问题 9 群 G 除 单位 于 群 外 无 其 他 真子 秤 的 充 要 条 件 是 为 
素数 阶 的 循环 群 ， 

问题 10 ”循环 群 之 同 态 像 仍 为 循环 的 。 无 限 循 环 妊 与 任何 
循环 群 同志 .无 限 循环 群 之 任 二 个 非 单位 子 群 的 交 也 是 非 单位 于 
群 . 


$5. 置换 群 简介 


这 节 研 究 是 换 群 。 这 类 群 的 重要 性 表现 在 三 方面 :《 一 ) 置 换 
群 一 般 为 非 交 换 群 的 例 ,同时 又 是 群 元 素 非 数 的 群 之 例 ;( 二 ) 从 群 
之 历史 言 ,置换 群 是 今日 研究 抽象 群 的 根源 , 即 数学 史上 是 先 研究 
解 一 元 高 次 方程 而 引进 了 置换 群 的 概念 ， 然 后 据 此 才 形成 了 抽象 
群 的 概念 ;三 ) 置 换 群 理论 自身 亦 很 重要 ,因为 抽象 群 必 与 某 置换 
群 同 构 (下 面 即将 讲 到 ), 故 其 研究 可 转化 为 置换 群 来 讨论 。 
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今 从 一 般 情况 叙述 ， 设 S 为 菜 集 合 (一 般 指 无 限 集合 ), 考 虑 
从 驴 到 人 上 的 一 切 1-1 喘 射 而 成 之 集 G.。 用 小 写 拉 本 字母 x， 
7，,"…… 或 附加 下 标 如 x, x1,"…… 表示 后 的 元 ， 用 希腊 字母 4, ua， 
tT- 或 附加 下 标 如 ,23,… 表示 G 的 元 ( 即 人 SS 到 SS 上 的 1-1 了 映 
射 )。 扣 之 元 x* 经 映射 5 变 为 的 元 记 为 xo 而 映射 o 也 得 表 为 


a 


定义 x(or) 一 (zo)r 后 , 易 证 or 一 (，。,)) 是 S 到 S 上 的 


1-1 上 映射 ( 叫 or 为 与 的 积 )， 故 ore G， 由 于 x((or)2) 一 
(xCor))4=(Cxo)r Crord)=x(o(r1)), (oralr1), 
即 积 运算 满足 结合 律 . 同时 , 若 令 5 之 每 元 都 不 变 的 映射 记 作 1 
( 即 x1 一 z)， 显 有 1e G， 叫 1 为 6 的 框 同 (或 恒 等 ) 隐身 + 因 
x(g1) 二 (xo)1 一 ro 对 每 x 全 成 立 ， 由 ol == go， 即 G 具 右 单位 
元 1. 又 设 c 一 (Oe G 时 ,由 于 xo 与 * 同时 跑 遍 6, 故 使 zz 变 
为 + 之 映射 仍 为 S 到 全 上 的 1-1 陕 射 ; 记 作 o-', 故 有 or!e G; 且 
由 于 or 一 ( 一 ( ), 知 对 每 *e 避 有 zoom 一 (zoom 一 
E42 之 

x, 见得 com! 一 1, 即 o: 为 "在 G 内 的 右 逆 元 。 于 是 集 G 对 映射 
之 积 运算 言 成 群 , 叫 它 为 6 上 的 变换 群 ， 一 般 , 到 皇上 的 某 些 
1-1 映射 而 成 的 集 (不 必要 求 是 所 有 的 1-1 映射 ) 若 成 群 , 也 叫 它 
为 6 上 的 变换 群 . 

特 当 6 只 含有 限 多 个 元 素 时 , 5 上 的 变换 群 就 叫做 置换 群 ， 
群 之 每 元 特 叫 置换 。 换 言 之 ， 设 有 7 个 数字 1, 2,…,n, 令 p(1)， 
PC2),…-,pln) 为 1,52，…,# 之 排列 ,将 1,2,…, 分 别 变 为 pC1)， 
pC(2),……, p(n) 之 变换 o 显然 是 1,2,…, "这 个 数字 之 集 到 它 


自身 上 的 11 觅 射 , 记 0 为 0 一 (01) ,2) p(n) 站 四 加 一 


pi), 而 叫 oF 为 1， 2:…5 办 这 多 个 文字 的 置换 .这 dd 个 文字 上 的 一 - 
切 置 换 之 集成 群 , 叫 它 为 n 次 对 称 舒 , 记 为 5,; = 次 对 称 群 之 任何 
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子 群 统统 叫做 (” 次 ) 置 换 群 ， 故 5 也 基 一 个 * 次 置换 群 。 因 1， 
2,…, 7 上 的 排列 之 总 数 等 于 #1, 故 o(5,) 一 #1, 于 是 据 $3, 可 知 
和 欲 判 断 = 个 文字 1， 2 ……，? 上 的 某 些 置换 而 成 之 集 G 成 群 ， 就 只 
须 检验 由 置换 o, reG 而 得 creG 就 行 了 . 


5 
如 在 置换 “一 (ci ,2). .ps)) 的 上 一 行 里 任 取 一 六 


字 如 1, 车 在 1 的 正 下 方 p(1) = 六 1 时 ,再 取 雹 之 正 下 方 的 文 
字 让 和 ) 一 锯 ; 车 嫩 夺 1, 又 取 刀 之 正 下 方 的 文字 p() 一 如; 继 
续 这 样 作 下 去 , 因 文 字 之 个 数 有 限 (等 于 w*), 故 经 有 限 多 次 后 终 必 
出 现 某 文字 多 二 1( 易 证 ), 即 p(-,) 一 二 1, 于 是 得 一 循环 时 换 
《1， Ki, 8 ks 其 意义 是 5 使 一, 变 为 太 即 PC 二 一 一 到 
但 i 一 1,，2,.…-，* 且 如 一 太一 1。 车 Oe 
4 一 不 包括 1 2,-…, # 这 # 个 文字 的 全 部 ), 就 再 取 1 如， 起 ，， 
以 外 的 任 一 文字 ,然后 后 仿 上述 方 法 又 可 作 另 一 条 环 量 换 这 个 
新 循环 置换 与 前 一 个 循环 置换 显然 不 会 含有 公共 文字 .继续 这 样 
作 循 环 置 换 ,结果 可 将 0 写成 两 两 无 公共 文字 的 循环 置换 之 积 , 这 
样 的 表 写 方法 叫做 o 的 循环 表示 ， 而 其 中 为 因子 的 和 名 个 循环 置换 
叫做 o 的 循环 因子 。 例 如 
-( ， 1 2 3 4 5 6 7 8 
3 1 6 7 4 5 8 


中 的 (123), 《46),，(57), 《8) 都 叫做 7 的 循环 因子 。 着 循环 因子 
只 含 一 文字 ; 即 该 置换 使 这 文字 不 变 , 则 习惯 上 总 是 把 这 样 的 循环 
因子 在 循环 表示 中 去 挤 ， 于 是 上 述 的 + 总 是 写成 + 一 (123X46) 
(57). 

因 循 环 表示 中 诸 循 环 因 子 两 两 无 公共 文字 ， 故 诸 循 环 因子 可 
两 两 交换 ， 如 Yr 一 《123)(46)57) 一 (46)(123)(57)。 若 出 现在 
一 循环 置换 内 的 文字 之 个 数 为 +, 又 叫 这 循环 熙 换 为 > 项 循环 置 
换 ， 例 如 (123) 为 三 项 循环 置换 。 只 使 二 文字 互相 掉 换 而 别 的 文 


字 都 不 变 的 置换 叫做 对 换 ， 例如 ( ， 。 wa | 


) = (123)(46)(57)(8) 
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1 2 3 
文字 的 对 换 , 用 上 述 之 循环 表示 法 则 有 ( 。 ， 。" ) 一 (12). 


又 用 归纳 法 易 证 : (12)(13) 一 《123)，《12) 人 13 六 147) … 
(2 一 1157 一 (1 2 一 1 一 (12…20)。 即 每 循 
环 置 换 得 写成 一 些 对 换 之 积 。 于 是 任何 置换 都 可 写 为 对 换 之 积 ， 
叫做 置换 的 对 换 表 示 . 

置换 之 循环 表示 中 循环 因子 是 两 两 无 公共 文字 的 ， 但 对 换 表 
示 中 二 对 换 因 子 可 有 公共 文字 , 这 是 应 注意 之 第 一 点 .又 循环 表示 
中 除 各 循环 因子 之 先后 次 序 可 任意 外 ,循环 表示 的 方法 是 唯一 的 ， 
但 对 换 表 示 往 往 不 止 一 种 ， 如 《12)(13)(12) 一 (23), 县 对 换 因 子 
之 先后 次 序 一 般 不 可 任意 掉 换 , 这 是 应 注意 的 第 二 点 。 置换 之 对 
换 表 示 虽 非 唯一 ,但 各 表示 间 有 无 联系 呢 ? 我 们 说 有 联系 , 即 对 换 
因子 个 数 的 奇偶 性 不 变 ， 为 什么 > 例如 置换 


| 1 2 3 n ) 
pC1) Pp(2) pl3):* pln) 
有 两 种 方法 表 写 为 对 换 之 积 ,如 
= 一 Co CUP) 
及 
f= CADID YD "CD), 
前 者 对 换 之 个 数 为 ;, 后 者 之 个 数 为 1, 今 考 虚 # 个 文字 x1、…， 
xa 于 的 凡 得 蒙 《Vandemonde》 行 列 式 
1 1 +.-.- 1 
xf x a x 
如 将 置换 z* 中 每 一 个 对 换 因子 (11) 看 做 是 使 D 之 第 1, i 两 
列 互 换 , 则 从 之 前 一 种 :个 对 换 之 积 表示 ,可知 连续 施行 这 ， 个 
对 换 于 局 就 使 DD 变 成 (一 1)D， 而 从 7 之 后 一 种 表示 又 使 D 变 成 
《一 D:D 但 这 二 结果 都 是 将 置换 rt 施行 于 D 上 而 得 , 故 为 
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1 1 -.. 1 


Xptly Xp ”Xp 
。 。 3 


xp0) xp) Xp 

于 是 不 得 不 有 【一 1 = (一 1):D.。 因而 由 DD 不 恒 为 零 就 必 有 
(--1): 一 (一 1)', 即 s 与 上 同 奇偶 性 . 

因此 ,今后 车 置换 一 度 能 写 为 偶数 个 对 换 之 积 ,就 叫 它 为 偶 置 
换 ; 而 一 度 能 写 为 奇数 个 对 换 之 积 的 置换 叫做 碍 置换 ;这 决 不 会 引 
起 混淆 . 于 是 因 恒 等 置换 得 窟 为 1 一 (12)(12), 故 恒 等 置换 1 为 
偶 置 换 . 由 于 侦 置 换 之 积 仍 为 偶 置 换 , 故 7 个 文字 1, 2，… = 上 的 
一 切 偶 置换 之 集 是 一 个 置换 群 , MM 它 是 n 次 交代 群 ， 表 为 WH,， 然 
由 于 任 二 个 奇 置换 之 积 是 偶 置换 ， 故 它们 属于 % 在 全, 内 的 同一 
陪 集 ( 左 \ 右 皆 可 ?里 ,于 是 得 [SG,:at] 一 2, ol%) 一 x1/2。， 又 因 
123. 4 一 《12 儿 132… 17， 改 奇 项 循环 置换 为 偶 置 换 ， 偶 项 
循环 置换 为 奇 置换 , 

上 面 讲 过 了 任 一 置换 可 写 为 对 换 之 积 ， 但 每 一 对 换 (if) 当 
1 关上 与 了 关 1 时 又 可 写 为 (27) 一 《DCLUDCIDD， 这 说 明了 = 个 
文字 !, 2,-……，2# 上 的 任何 置换 都 能 从 有 一 公共 文字 【例如 17 的 
2 一 1 个 对 换 

{12), (13),.…*, (1l, nC— 1), 《12) 

(中 取 若 干 个 相 乘 (每 对 换 允 许 重复 )， 故 得 

定理 1 = 个 文字 1，2，…，? 上 的 置换 群 合 有 像 (12)， 
称 群 。， 

推论 5S, 一 和 (12), (13),.……, 《ln)}. 

据 定理 1 可 知 1,2,"…，n 上 的 任何 偶 置 换 能 从 # 一 1 个 对 
换 《12),，(13),:…，(1n》 中 取 适 当 的 偶数 个 相 冬 ; 又 易 证 (1 站 
《1) 一 (15) 在 i 疡 jj 时; 且 当 1，f 都 不 为 2 时 又 有 【15) 一 
《1272C1220(127, 而 《127) 一 《127。 这 说 明了 任 一 偶 置 换 恒 可 
从 有 二 个 公共 文字 的 一 2 个 三 项 循环 置换 ,如 
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(123),〔《124)， 《12z) 
人 于 是 又 证 得 
定理 2 * 个 文字 1,2,*…,*# 上 的 一 些 侦 园 换 组 成 的 置换 群 
含有 《123)， CaO “9 C25) 这 7—2 外 过 项 循环 置换 的 充 要 条 


全 


推论 af 一 1G297， C124),. 《12n)}. 

这 的 开头 曾 说 过 抽象 群 的 研究 可 转化 为 置换 群 来 讨论 。 究 
竟 是 怎样 一 回 事 2 述 于 下 ， 

设 oCG) 一 2 其 5 个 元 令 为 a 一 1), a3，,''*, as， 由 消去 律 
知 对 每 ceCG,G 中 地 个 元 

HG G20i5° "sy dn 

必 两 两 互 蜡 ,因而 它们 是 o1, a3，,*"…, a 之 某 排 列 ， 故 得 着 了 = 个 
文字 el ca …，ear 上 的 一 置换 


RD = (a A20j ee 加 (,) 


x 表 G 之 任 一 元 ， 若 令 G 之 元 4; 对 应 于 置换 RCa)， 即 ci 一 
R(4;)， 则 当 a; 兰 9 时 易 知 RCa;) 兰 RCa;), 并 有 


R(aj) : R(aj) 站 请 (2) 加 人 | 


一 ( js RCaia;), 


\xaiai/ 
故 映 射 4; 一 RCay) 为 同 构 映射 。 这 说 明了 任何 有 限 群 确 与 一 置 
换 群 后 构 , 即 抽象 群 的 研究 可 转化 为 置换 群 来 讨论 的 含义 。 具体 
地 说 ,就 是 
定理 3 〈 凯 菜 (Cayley) 定理 ) = 阶 群 G 依 上 述 ;~> R(as) 
的 对 应 方法 与 二 个 ”次 置换 群 RCG) 同 构 ， 
RCG) 叫做 属 G 的 右 正则 表现 。 同 理 ， 若 令 w ~ L(41) 一 


(_-，)， 又 能 得 到 G 之 另 一 个 置换 群 的 同 构 表示 ， 叫 做 G 的 左 正 
则 表现 , 记 为 Z(G)。 今后 着 不 声明 , 谈 正则 表现 是 便 指 右 正则 表 
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En 

凯 菜 定理 虽然 阐明 了 抽象 群 可 转化 为 具体 的 转换 群 来 研究 ， 
但 实用 价值 不 大 ,原因 是 * 阶 群 之 正则 表现 为 # 次 对 称 群 S。( 阶 
为 #1) 的 一 个 * 阶 子 群 ， 而 一 般 叉 知 w! 比 ? 大 很 多 ， 故 决定 SS。 
中 阶 » 的 子 群 极为 困难 . 可 是 , 凯 菜 定理 的 思想 在 帮助 我 们 检验 
上 其 有 结合 方法 的 有 限 集合 是 否 成 群 时 还 是 有 一 定 意义 的 ， 

事实 上 , 设 G 为 = 阶 群 ,其 ”个 元 素 记 为 at( 一 1)，az 0r， 
并 仿照 $1 里 所 说 作 下 表 


Il 02 a dn 
a A Gs "Fd 
(1) 
{2 dz Hz Ma) 
LE Ga? Gnr "** Hn) ; 


表 (1) 中 元 素 axb 一 aia4， 由 于 G 满 足 消 去 律 ， 所 以 表 (1) 中 
行 每 列 都 无 相同 元 , 即 , 六 必 为 1， 2， 和 之 某 排列 
《不论 了 为 1， 2，… 2 中 任何 数 ); 同样 ,1 20 oz 也 是 1， 
之 之 一 排列 (不 论 1 为 1,2,."， 7 中 的 任何 数 ). . 今 提 出 一 
问题 , 即 当 G 是 具有 = 元 oi， a3,"…* ,a 的 一 个 集合 ,而 作 如 (1) 之 
表 , 试 间 从 这 样 的 表 (1) 可 判定 6G 成 群 吗 ? 这 不 敢 保证 ,为 什么 昵 ? 
因 siz 一 at 而 iD 为 ae2a "* ,44 中 某 一 只 能 保证 6G 中 任 二 
元 a;， 4; 之 结合 法 已 知 ,， 亦 即 G 满足 $1 的 条 件 1°; 又 正中 每 行 每 
列 无 相同 元 只 能 保证 G 满足 消去 律 ($1 的 条 件 6°); 故 欲 G 成 群 ， 
尚 需 检验 结合 律 ($1 的 条 件 2?), 但 从 群 表 检 验 结合 律 非常 困难 ， 
例如 x = 8 时 ,检验 结合 律 Ca5)c 一 olbe) 无 异乎 要 验算 2X 8 一 
1924 次 的 计算 , 工作 有 量 太 大 .但 借 凯 菜 定理 的 思想 , 这 个 困难 的 
问题 有 时 能 得 到 较 大 程度 的 解决 ， 先 证 

定理 4 满足 81 的 1?，3?，6* 三 个 条 件 的 有 限 集 6, 当 它 的 
右 正则 表现 RCG) 成 群 时 ,也 成 群 

证 明 办 RC(G) 成 群 , 故 当 &g, hE G 了 时 , 必 有 民 (8) "RG(#) 一 


* 37 *« 


R(y) 之 ?<EG， 这 ?了 随 g,5 而 变 ， 因 假设 G 有 左 单位 元 c， 而 
eCR(g)* Rh)) 一 《ceRR(B8)D)RCA) = (eg)R(h) 一 8RR( 有 ) 一 gh, 
ecR(y) 一 cy 一 y， 故 由 R(g)R(h) 一 R(y) 即 得 g4 一 y， 因 之 有 


RCs)R(4) 一 RCgh) 于 是 对 每 *e Gs 由 于 RCE) 一 (), RC 一 


(Co 及 RCgh) (0p)) 则 知 从 RC8)R(A) 一 RC8A 7 


得 (xg)h 一 xr(gh4)， 即 G 中 结合 律 成 立 ， 改 G 渍 足 $1 的 1*,2"， 
6°, 因而 由 G 之 有 限 性 知 G 成 群 ,证 完 . 

由 这 定理 4, 可 知 欲 判 定 有 限 集 G 是 否 成 群 ， 先 作 如 (1) 的 
表 ; 若 表 中 每 oi 仍 为 ct a3,-……, 94s 之 一 ,就 说 明 G 满 足 $1 条 件 
1°; 若 表 (1) 中 每 行 每 列 都 无 相同 元 ， 就 说 明 G 满足 $1 条 件 6°; 
再 只 需 检查 有 存在 使 i) 一 天 (多 = 1,2,-*"，, 7) 目的 为 验证 
G 满 足 $1 条 件 3?， 如 果 这 些 要 求 都 适合 ， 再 不 必 象 前 面 阅 的 那 
样 ,为 要 检验 结合 律 需 计算 . 六 个 等 式 (或 总 共和 需 le 
我 们 可 据 定 理 4 只 需 检验 # 个 置换 . 

12...p\、 /] 2 .nn 1 2 -... yx 

[> a te 2 . . ， 0 We (es Fl) 。.。 ， | 
所 成 之 集成 群 就 行 了 .这 时 只 需 验证 其 中 任 二 个 之 积 仍 在 这 些 置 
换 里 面 就 可 以 ,而 这 样 检 验 的 次 数 为 亚 , 已 较 到 大 为 减 小 ， 

问题 1 一 置换 之 阶 等 于 其 循环 因子 之 长 的 最 小 公 倍 《项 
循环 置换 的 长 叫做 )， 

问题 2 .次 对 称 群 6。 中 凡 阶 为 奇数 之 置换 必 为 偶 置换 ( 即 
在 * 次 交代 群 纪 , 内 ). 

问题 3 设 站 为 素数 .: 证 明 对 称 群 5。 含有 (p 一 1)1 个 阶 
之 置换 与 (如 一 2)1 个 阶 b 的 于 群 . 


$ 6. 正规 (不 变 ) 子 群 


$3 里 说 过 : 对 任 元 8< G《 群 ) 子 群 乓 之 左 \ 右 两 陪 集 一 般 不 
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必 相 同 , 即 等 式 Hg 一 gH 不 必 恒 成 立 ， 这 节 内 就 特地 研究 使 等 式 
Hg 一 gH ( 任 g€ G) 恒 成 立 之 子 群 肪 , 叫 这 样 的 子 群 瑟 为 CE 之 正 
规 子 群 (或 不 变 子 群 ); 显然 ,与 它 等 价 的 条 件 是 g-'Hg 一 HH( 任 g€ 
G). 一 般 ， 当 互 为 G 之 子 群 时 ， 易 证 g7'Hg 也 是 G 之 子 群 , 叫做 
用 元 8 变 二 之 形 所 得 的 子 群 。 故 太 为 正规 (或 不 变 ) 的 充 要 条 件 
是 用 G 之 任 元 8 变 互 的 形 恒 能 使 号 不 变 ， 这 也 是 不 变 子 群 命名 的 
由 来 。 子 群 妃 为 正规 立 充 要 条 件 尚 可 减弱 为 : 对 任 ge G，, 常 有 
8 HgCH. 捉 实 上 ,由 gHgSH 及 8 之 任意 性 ,可 知 以 g-! 去 代替 
名 时 又 有 {gD-H(g~)EH,， 即 gHe"1GH, 因而 ggHe-')gs 
8 Hg, 即日 Cg'Hg; 故 再 与 假设 g~iHgGH 合并 就 有 g-'Hg 一 H， 
这 正 是 如 为 正规 的 要 求 . 

$4 里 又 说 过 : 群 G 之 二 子 群 4, 8 的 积 48 仍 为 G 之 子 群 的 
充 要 条 件 是 48 一 B4, 因 市 也 必 等 于 {4，B}， 然 何 时 才 敢 保证 
48 ~ BA 昵 ? 下 面 的 定理 1 回答 了 , 即 

定理 1 当 群 G 之 卫 于 群 4,8 有 -是 车 规 峙 , 基 积 4B 为 G 
之 村 群 , 即 48 一 B4 一 {4, B}. 

事实 上 , 4 之 正规 性 保证 了 a E45 B=—>b= 二 b: bab€ 
Bd,; 即 4BSCBA4, 以 及 be 二 bab-!1. bt 4B 又 表示 了 BACAB. 
于 是 4B 一 84, 证 完 . 

特 当 4 , B 都 是 正规 时 , 易 证 4 门 B 与 4B 一 {4,B} 也 都 是 
G 之 正规 子 群 。 推 广 到 多 个 (有 限 或 无限 ) 正 规 子 群 的 交 与 它们 的 
积 , 也 有 同样 的 结论 。 故 又 得 

定理 2 群 G 中 任意 多 个 (有 限 或 无限 ) 正规 隆 群 之 交 与 积 " 
也 都 是 的 正规 子 群 . 

因 每 个 非 单位 群 G 都 至 少 有 两 个 正规 子 群 ， 即 G 自身 与 单位 
子 群 . 今 问 : 除 这 以 外 G 之 怎样 的 子 群 日 才 是 G 的 正规 子 群 胞 ? 
有 下 面 的 

D 车 4 4,,… 为 G 中 无 限 多 个 正规 子 群 ， 则 凡 形 如 aas er (ai e 4i,) 的 由 


有 限 多 个 元 之 积 而 成 的 集 叫 做 这 些 4; 的 积 , 表 为 IIL4 . 易 证 积 IIL4 4G, 又 阳 
114; 为 由 4 生成 的 正规 子 群 ,好 TI .4 一 {A414}. 
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定理 3 凡 溃 数 等 于 2 之子 悦 六 正规 了 如 

事实 上 ,由 [G:H] 一 2 知 划 入 G0, 故 有 gE G, gtfHH, 因而 日 
与 Hg 是 (在 6 内) 的 两 个 不 同 的 隧 代 , 不 得 不 有 G 一 H+ Hg 
(““[G:H] = 2); 向 理 也 有 G 一 如 十 5; 由 是 ，Hg 一 gH, 即 
gHg 一 H. 再 由 G 一 日 二 Hg 义 知 6G 之 任 一 元 或 为 或 为 
hgCh€ H), EB NIHh = H, (hg) -HOhg)—g (RAHh)g=g™ Hg= 
吾 , 好 不 论 用 G 之 任 元 去 变 刀 之 形 均 使 五 不 变 , 故 如 是 正规 的 。 证 


zz 
ZC 


今后 用 符号 号 IG 表示 瑟 为 6 之 正规 子 群 。 于 是 由 定理 3， 
知 所 ,5S,， 推 广 定理 3, 尚 有 
定理 4 ” 设 有 限 群 6 之 子 群 # 在 6 内 之 指数 等 于 ol6) 之 最 小 察 因数 , 则 
互 <IG. 《文献 [4]) 
证 明 设 8==o(0)=ptipheipr”, p<Ps 所 <pa, Pi 都 是 素数 .[6:H]= 
pi oH) 一 太一 的 api 邻 x€G, xEH, 月 令 D= HNx Hx, 


oD) = 4 因 了 g 一 olG)， 帮 由 为 8 之 最 小 案 因数 ， 就 有 或 各 ~1 
误 全 > 名。 但 集 ze .如 售 G 之 全 个 元 ( 呈 问 题 )) 就 和 4。 人 < 


4 一 jp 卫生 各 ， 故 当 二 关 1 时 则 必 有 全 一 加 ， 这 时 * Hs， 政 应 含 6 之 
hp: 一 g 个 元 ， 即 sx .HH 二 6, 于 是 *' 二 *-'ar、b(e, 5 EHH), 由 之 得 
= 一 a16-+€ HH 与 假设 共有 玉 相抵 ,不 可 故 只 能 是 二 一 1 h = dD 二， 
副 五 一 xz。 因而 号 <Gc, 证 完 . 

再 讨论 正规 子 群 瑟 在 群 G 内 诸 陪 集 间 的 关系 ， 设 G 一 ZHia 
为 昌之 左 陪 集 分 解 。 由 万 GG 知 x 一 Hx ( 任 x*€ G)， 因 之 有 
Ha;* Ha; 一 H(ayH)a; 一 HCHar)aj 一 百 wiaij 说 朋 五 之 二 障 集 之 
积 仍 是 豆 的 一 陪 集 , 旦 还 说 明 含 元 o; 之 陪 集 与 含 元 oj 之 陪 集 的 积 
Has， Ha 是 一 个 合 元 aia; 之 陪 集 Baia;。 又 因 有 这 样 一 陪 集 
Ha 玫 Ha € 日 ) 使 Ha Hai 一 Harai; 一 Has。 即 吾 == Ha 在 陪 
集 之 积 运 算 中 担任 左 单位 元 的 角色 , 而 由 之 有 Ha7t * Ha; 一 HH 又 
说 明了 陪 集 之 积 运算 中 Han 一 07 页 一 (Cao 担负 了 Hai 之 左 
逆 元 的 任务 《对 左 单位 元 8 言 》， 且 《Hai * Haj) * Hax = Ha : 
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CHa; Har) 又 说 明 陪 集 之 积 运 算 满 足 结 合 律 , 故 视 正规 子 群 吾 之 
每 陪 集 Hx 为 单独 的 元 素 , 则 所 有 陪 集 之 集 关 于 积 运算 言 成 群 , 叫 
它 是 G 关 于 正规 子 群 五 的 商 群 ， 也 叫做 以 正规 子 群 乒 为 模 的 G 之 
剩余 类 群 , 表 为 G/H. 

有 反之 , 设 群 G 有 一 子 群 日 , 且 以 吾 为 模 之 G 的 剩余 类 成 群 ,于 
是 尾 二 陪 集 Ha，H6 之 积 Ha ' Hb 应 又 为 一 陪 集 百 c, 即 Ha: 
Bb == He: 但 因 0 和 五 a Hb, 故 ab€ He, Hab 二 He, Ha* Hb 二 
Hab; 于 是 令 4 一 6b-71 时 就 有 上 5-1. Hb 一 Hb-'b 二 日 , 不 得 不 有 
51H6 忆 H, 故 所 5 之 任意 性 得 HAG， 于 是 证 得 了 下 面 的 

定理 5 以 群 G 之 于 群 且 为 模 的 G 之 剩余 类 ( 即 陪 集 ) 之 集合 
关于 陪 集 之 积 运 算 言 成 群 ( 即 商 群 存在 ) 的 充 要 条 件 是 HG. 

商 群 的 概念 很 重要 ,用 之 可 解决 $2 里 提出 的 问题 即 当 C ~ 
G, 时 ,由 于 G, 之 每 元 在 G 中 的 原 像 不 止 一 个 , 故 从 G, 之 一 组 元 间 
某 关 系 不 能 断言 E 中 被 对 应 元 间 也 有 相同 的 关系 ， 今 借 正 规 子 群 
的 概念 可 解决 它们 间 的 内 在 联系 ， 


设 G~ Gi 并 令 对 应 于 G, 之 单位 元 的 G 中 全 部 元 之 集合 
为 吾 , 叫 瑟 为 这 同 态 的 边 。 于 是 , 当 z，5< 五 时 ， 有 aa 一 ci 8 一 
e1， 因 击 26 一 eT! = ei， a5-1 -> pei =e e146 及 故 日 为 0G 之 
子 群 ; 又 若 x€E G， 并 令 * 一 miEG， 则 xiax 一 xiciyi 一 cl 
xiex< 已 ,xx 即 吾 qdG,， 故 有 商 群 C 一 G/H. 


el) 得 Mp > 二 81 说 明了 陪 集 Hg 中 的 元 部 有 映射 为 B1, 有 反之 ， 


若 *e G 且 借 同 态 G~…G, 而 有 zx -> gs 则 因 g-1-> gr! 放 xg-! 一 
gigi! 一 cl， rg-!€ H, x€ Hg, 说 明了 凡 上 映射 为 gy 的 G 中 之 原 像 又 
多 在 陪 集 Hg 内 。 于 是 陪 集 Hg 旦 只 有 陪 集 Hg 之 元 才 映 射 为 8 。 
故 由 同 态 GG 一 6") 可 使 商 群 一 G/H 与 群 G, 之 元 间 能 寻 
立 1-1 对 应 关系 Pp:(Hg)* ~— go gs 到 | Hg (Hg)® 一 8 一 站 
因为 (Bf. Bg)* 一 (有 Bjg) 一 《jg) 一 jer， 故 为 同 构 映 射 , 即 
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G 一 G/HEG. 
上 面 两 段 之 意义 是 说 同 态 G ~ G1 的 核 互 二 G， 且 借 这 同 态 
关系 能 建立 GA/H 之 Gi， 
反之 , 设 已 知 日 时 G, 并 令 G 之 元 * 对 应 于 商 群 6 一 G/H 之 
元 Hx, 即 令 -> x=Hx, WIM (xy) = Hry = Hr * Hy = #°y’, 


即 知 映射 "为 G 在 巨 一 G/ 玉 上 的 同 态 映射 , 即 有 G~5 = G6/ 有. 
这 同 态 之 核 显 然 是 五; 因 Hx 一 ** 一 了 (CG 一 G/ 本 之 单位 元 ) 之 充 
要 条 件 是 ze 五 的 缘故 ， 通常 叫做 由 * -> xz 一 Hx 产生 的 同 态 
为 C 到 G/H 上 的 自然 同 态 . 

总 括 上 述 ,证 得 了 

定理 6 若 G ~ G1, 则 其 核 H4G, 且 G1 之 G/H; 反之 , 藻 
HAG, 则 有 群 G 使 G ~ Gi， 且 其 核 恰 为 及 (实际 上 ,可 先 G/H 
充当 6G). 

“定理 6 当然 解决 了 在 $2 里 面 兽 经 提出 过 的 问题 ， 另 方面 , 定 


理 6 又 可 推广 : 已 知 同 态 G~G, 之 核 H 是 对 应 于 G1 之 单位 元 。 
的 G 中 全 部 元 所 成 之 集 , 而 1< G1 是 当然 的 ， 且 有 如 46; 今 问 ， 


对 Gi 之 任 一 正规 子 群 41(414 G1), 由 同 态 G~~ G1 使 对 应 于 4 之 
元 的 G 中 全 部 元 而 成 之 集 为 4 时 , 则 有 44G 吗 ? 这 答案 是 肯定 
的 , 且 尚 有 深刻 的 结果 . 


事实 上 ,由 G~ G, 及 自然 同 态 G1,~ GW/41s 得 G~G/ 41 ( 同 
态 关系 满足 传递 律 ), 即 对 每 ge G, 使 8 一 g" 一 (gr 一 Ag" 之 
映射 oa 得 完成 G ~ Gi/44. pre( 一 (ge)") 一 了 CGW/ 4 之 单位 元 ) 
的 充 要 条 件 是 gr &€ 4,, 因而 由 4 之 意义 是 在 且 仅 在 g€ 4 时 ,说 明 


了 G61/41 的 核 为 4 故 由 定理 6 得 446; 自 6/4 ~ G4 
故 又 证 得 了 

定理 7 设 G ~ Gi 且 444G、 那 玉 凡 与 4 之 元 被 对 应 的 
G 中 全 部 元 所 成 之 保 4( 中 做 4 的 完全 象 原 ) 有 下 列 二 性 质 : 


,4 他 - 


(Ci 4dG 及 Gi) G/A 一 GA. 

附注 1 当 44, 二 a,(G, 之 单位 元 ) 时 ，4 就 是 同 态 C~ 的 
核 ， 定 理 7 变 成 了 定理 6, 故 定理 6 可 看 做 为 定理 ?7 之 特例 ,但 证 
明定 理 7 时 还 需 利用 定理 6, 这 是 应 注意 的 一 点 . 

附注 2 ”定理 7 是 说 先 有 4.(<G,)， 然 后 才 有 人 <JG)。 若 
先 取 4<6, 然后 惜 G~G, 作 入 在 G, 内 的 像 集合 4 时 ,又 怎样 昵 ? 

我 们 说 这 时 仍 有 4,<46,。 事实 上 从 at B21€ 4 而 据 4 之 意 
义 划 知 e.，5 引 4 各 至 少 有 一 原 像 +, bt€ 4 使 异 G~6G， 确 有 “>a， 
5 一 5,， 因而 e267 一 67 韦 愉 6 E44 知 m57T'EA1， 即 A, 为 G， 
之 子 群 。 再 令 x€ G 并 取 mm 之 一 原 像 x€ 6G 《异同 态 6~G.), 于 
是 从 x 'iax€E 寻 及 lay tw 知 *7'2.#: € 4 证 明了 A.<1G,. 

虽然 保证 了 41<161, 但 这 时 却 不 能 保证 6/4 二 G6;/41， 理 由 很 
简单 ; 因为 借 局 态 6 一 C, 只 能 说 4, 之 完全 和 象 原 B 一 般 为 B4 之 
关系 ,可 能 有 3824 而 34 的 情况 发 生 , 但 据 定 理 7 只 能 是 G/B 二 
Gu/4i; 这 是 应 注意 的 另 一 点 . 

附注 3 ”出 附注 2 自然 又 提出 一 个 问题 : 即 4 之 完全 象 原 B 
与 4 之 一 原 象 4 究竟 有 什么 关系 ? (当然 8B 汪 4 自明 )。 我 们 说 8 = 
4 日 ,H 为 核 。 事实 上 3 有 下 面 一 般 的 

定理 设 6~G 人 H， 且 6 之 子 群 K 的 像 集合 为 X,， 则 


ns 0 


因 若 令 B 为 K 之 完全 得 原 ， 风 当 ze 8 时 有 zx: € 区,， 然 由 

K, 之 形成 又 知 必 有 x EK 使 * 一 x 圾 2 

(@&, 之 单位 元 )， 了 五 ， TE Hx CHK, 即 BCHK, 反之 ， HK 之 

全 一 元 为 艳 形 (hE,，REK)， 而 1->cety Ar ER 于 是 A 一 

eR 一 如， 不 得 不 有 大 EB8, 即 HKECB。 政 结果 就 有 B 一 HK， 

关于 正规 子 群 ,还 有 一 个 今后 常用 的 

引 理 着 N<G, 且 NCACG, 那 末 4/N<G/N 的 充 要 条 
件 是 4 46G. 

事实 上 , 申 NdG 得 G ~ GAN. 故 当 4qG 时 , 据 土 面 附注 
2 知 A4N/N G/N 《( 因 借 自然 同 术 6G~ G/N 得 4 之 像 为 4N/N)， 
故人 队 NCA 又 得 AN/N 一 4A/N, 即 A/N4GCI/N. 

反之 , 从 4/N G/N 并 借 自然 同 态 6G ~ G/N 知 4/N 之 原 
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像 为 4, 故 由 定理 7 得 4 4G， 证 完 . 

击 这 引 理 ,可 证 同 构 关 系 的 另 一 重要 性质 , 即 

定理 8 设 NEA4GCG, 且 N 6,4 6, 则 (G/N)/ 
(A/N) ~ G/4. 

事实 上 , 由 引 理 已 知 4/N < G/N， 是 借 自 然 同 本 G ~ G/N 
知 4/N 之 原 像 4 具 性 质 G/ 4 之 (G/N)/CA/ND) (定理 7 之 Gi))， 

青 考 虑 G 之 二 子 群 4, B 中 有 一 为 正规 时 所 奉 涉 的 同 构 关系 ， 
例如 设 4dG。 这 时 , 据 自 然 同 配 G ~ G/4 可 知 5~>Ab€ 4B/4 
(5EB),， 且 AB/A 之 任 一 元 又 得 写 为 4& 形 (bE B)， 并 还 有 
4b 4 一 AB， 这 说 明了 由 自然 同 态 6G ~ G/A4 就 得 到 了 
BB ~ AB/4A，, 故 据 定理 6 应 有 .4B/4 之 B/D, 由 D 为 B ~ AB/A 
之 核 ; 即 D 一 {818€E 8B，Ab ~ 4}。 但 45 一 4 的 充 要 条 件 是 
5 & 4, 故 不 得 不 有 D 一 4 门 B, 这 就 证 明了 下 面 的 

定理 9 ” 设 4 为 G 之 于 群 且 44G, 则 必 有 (1) 4nBqB 及 
Ki) AB/A ~ B/ANB. 


附注 ”定理 9 中 的 条 件 还 可 碱 弱 ， 不 需要 4 所 G， 只 要 求 4 

{4, 8} 就 行 了 。 汝 为 这 时 可 证 明 48 = B84 = {4, 8}, 再 仿照 证 定 

理 9 之 方法 仍 可 得 到 上 二 个 结论 。 可 是 着 只 假定 4n 3c3， 那 就 

不 见得 有 4<I{4，, }, 因 而 也 就 无 上 面 的 结论 (让, 这 是 应 注意 的 ， 

例如 一 后,，4 一 合 ;，B3 为 克 莱 菌 《Klein) 四 元 群 多, = {1, (12) 

(34)，(13)(24)? 《14) 儿 23) 时 ， 犁 证 14。 8 一 各 一 各 但 4 一 各: 

不 是 {4y 8} = 5, 之 正规 子 群 ， 而 4nB= 6;n ,= 1<483 自明 。 

这 附注 里 谈 的 现象 以 及 定理 7 后 附注 2 里 谈 的 现象 ， 都 应 特别 留 

心 。 

最 后 , 谈 一 个 应 用 正规 子 群 的 概念 , 解决 $4 里 说 的 任何 真子 
群 之 指数 为 无 跟 的 无 限 群 存在 的 问题 . 即 要 证 明 下 面 的 

定理 10 设 登 G 内 方程 *" 一 g 恒 可 解 〈 任 元 ze G 及 任意 
自然 数 ， 邢 未 G 中 任 -个 丰 正 规 隆 属 的 指数 是 天 限 的 


证 明 设 万 本 G, 且 互 关 G。 假若 [G:H8] 一 = 为 一 有 限 数 ， 
如 对 性 元 g€ 6G 由 于 oCG/H) 一 可 知 有 


Pp 全 十 


(Hg)” = Hg" = H, tT g"€ NB, 

说 明了 G 之 每 元 的 > 次 笑 必 在 五 内 .。 然 由 假设 ， 取 g&€ G 时 必 有 有 
x*EC 使 和 一 8 于 是 从 刚才 所 说 关 E 五 可 知 g&E 天 ,证 明了 GE 
吾 ， 不 得 不 有 互 一 G， 而 与 玖 为 真子 群 的 假定 相抵 于 是 [1G: 
Hl 一 oo. 证 完 . 

由 定理 10， 易 证 下 面 的 

推论 ”特征 称 为 0 的 域 F， 或 F 上 的 7 级 全 矩阵 环 M,(F)， 
或 P 上 的 多 项 式 环 F[ xy，z，…]， 喜 如 群 襄 ， 其 年 训 子 群 之 指 
数 部 是 无 限 的 、 

事实 上 ， 从 加 群 之 交换 性 ， 可 知 FE， 或 MPF)， 或 [rz，y， 

，"**] 之 每 子 群 为 正规 的 ， 又 例如 就 Ff 言 ， 因 g EF 时 ,nx =g 

在 下 内 有 解 x 是 显然 的 (x" 一 g 这 时 变 为 nx 一 g 一 一 因 下 是 可 群 
的 缘故 ), 故 据 定 理 10 知 加 群 开 的 每 子 群 之 指数 为 无 限 的 。 同 理 ， 
就 加 群 于 ,CF) 或 Flx,y, sz，"…] 言 都 一 样 ， 证 完 ， 

由 是 可 知 44 内 列举 的 有 理 数 加 群 等 例子 ， 其 真子 群 之 指数 为 
无 限 的 ,能 用 定理 10 之 证 明 方 法 可 使 其 证 明 大 为 简化 . 

问题 1 车 有 限 群 G 只 有 唯一 个 所 与 阶 的 子 群 。 则 这 子 群 必 
是 正规 的 . 

问题 ?2 ” 设 有 限 群 G, NG, 且 (olN), [G:N]) 一 1、 试 
证 凡 阶 为 oCN) 之 因数 的 G 之 子 群 日 必 为 N 之 子 群 . 

问题 3 设 玉 dG, ol(H) 一 mr, (m,n) 一 1,G 有 限 或 无 限 
均 可 ;而 时 IH, ol(K) 一 2。 试 证 天 本 G. 

问题 4 设 zz 阶 群 G 含 阶 + 之 子 群 互 ， 且 二 之 每 个 素 因 数 
都 不 小 于 tm, 试用 证 定理 4 的 类 羽 方 法 证 明太 6. 


$7. 共 辆 (元 素 、. 子 群 ) 类 


所 谓 互 为 群 C 之 正规 子 群 指 的 是 对 任 ze G 常 有 x-x 一 昌 . 
故 当 子 群 互 非 正规 时 , 则 至 少 有 一 元 g 上 ECG 使 gg 六 瑟 ， 一 般 ， 
电 g-iHg 为 与 了 共 思 的 子 群 , 换 句 话说 , 如 有 gE G 使 G 之 二 子 属 
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天 入 有 关系 天 一 eg 时 , 就 叫 天 与 末 共 王 , 或 叫 六 共生 于 如 
《在 G 内 )。 易 知 二 共 斩 子 群 8 Hs 与 瑞 为 同 构 的 (使 玉 之 元 名 映 
射 为 gliHs 之 元 Wg 即 得 gHg 之 HD). 

共 施 的 概念 满足 等 价 律 , 即 

Ci) 自 反 律 : 互 与 其 自身 共 红 ( 对 任 he 吾 有 HH = Hh); 

《ii) 对 称 律 : 若 玉 与 互 共 辊 , 则 碳 与 K 共 继 ( 因 从 KK=g1Hg 
可 得 H 一 (g- iK(g-)); 

《iii) 传递 律 ， 若 KK 与 玉 共 二 , 玉 与 工 共 轿 , 则 KK 与 工 共 轿 《 因 
从 K=g Hg, H= griLg, 得 K = (ge) L(gg)). 

由 是 可 知 群 G 之 一 切 子 群 能 分 类 、 使 属于 同类 中 的 子 群 互 为 
共 斩 ， 属 于 异类 中 的 子 群 互 不 共 霸 . 这 样 的 每 个 类 叫 共 辆 子 群 类 
《简称 共 轿 类 )。 每 共 特 类 中 包含 子 群 之 个 数 一 般 不 止 一 个 ,而 一 
共 特 类 仅 含 唯一 个 子 群 瑟 的 充 于 条 件 是 互 为 正规 的 ， 因 而 这 时 与 
互 共生 的 子 群 只 能 是 好 本 身 , 所 以 正规 子 群 又 叫做 自 共 瑟 子 群 . 

已 知 ， 当 五 不 为 G 之 正规 子 群 时 , 必 有 ge G 使 g-'Hg 关 用; 
但 这 时 并 不 排斥 有 x《 G 使 和 Brx 一 吾 ， 例如 旦 之 元 * 就 是 的 . 
今 令 凡 使 -Hx 一 日 的 G 中 一 切 这 样 元 x 之 集合 为 Ne(B)， 即 
Ne( 妃 ) 一 {x|xTHx 一 互 }|， 而 叫 Ne( 脏 ) 为 日 在 6G 内 的 正夫 化 子 ， 
当 *，》E NelH) 时 , 因 从 yy 一 日 可 得 晴 一 G97)TIH(y-'), 故 
Cy) = OMFG D = INAH) = HH, 
a xy!€ NA(H), 因而 Ne(P) 为 G 之 子 群 。 又 由 形成 NeCH) 之 

义 , 得 知 Ne(H) 是 G 中 这 样 一 个 最 大 子 群 ,即使 鼠 在 它 内 是 正规 
的 . No( 号 ) 一 G 之 充 要 条 件 是 NG. 

再 取 Ne( 万 ) 在 G 内 之 任 一 陪 集 No(H): ri。 若 a€ Ne(H); 
则 Cax)HOaxr) 一 za)z 一 xz 反之 ， 从 giHeg 二 
47IHxr, 又 有 已 一 iTgzTI 一 (Sr IH(gx7')， 帮 gx7!€ NolH)， 
ge Ne() . x:。 这 证 明了 属于 Ne(H) 之 向 一 个 ( 左 ) 陪 集 ( 在 6 
内 的 ) 且 只 有 在 这 同一 陪 集 内 的 元 用 以 变 玉 的 形 , 其 结果 才 会 是 一 
样 的 ， 寺 是 得 知 下 面 的 

定理 1 群 C 之 子 群 互 的 正规 化 子 NH) 是 G 中 含 互 为 正 


» 2 ss a % 


ee SD 


人 子 群 人 等 于 


是 覃 和 名 


于 时 ,和 加 类 中 信子 避 的 个 各 等 于 阶 。(C) 之 轩 数 ， 

正规 化 子 间 的 联系 体现 在 下 面 的 

定理 2” 夫 羌 子 习 的 在 规 化 子 亦 共 包 。 说 精确 音 ， 郑 天 一 

gHg, 则 Neo(K) 一 8 * Ne(H)'g [【 妇 t Ng-'Hg)= ec 

事实 上 ，oe NeH)=> (gag) IK(g-iag)= =-g al(gKg '!) 
“ag 一 giHag 一 gHg 一 K 就 说 明了 g-1' Ne(H) .gSCNc(K). 
反之 ,bE NA(K)—> gHy = KKb=b (gHg)b=>H = 
(gbgD) HCgbg) 又 说 明了 8p8 6 Ns Ga) bE g“Ne(H)g, 即 
Ne(K)Cg Ne(H)g、 证 完 ， 

再 讨论 与 群 G 之 子 群 二 共 罗 的 诸 于 群 之 交 与 积 . ` 令 子 群 互 所 


属 之 共 亏 类 为 了 并 令 DD 一 门 已 当然， 类? 中 有 一 个 H, 一 


及 。 Ef 
Hl]， D 为 G 之 子 群 自明 .。 又 因 g"'Hcg 一 97THag(g《 6) 之 充 要 
条 件 为 胡 。 一 Hs， 故 当 H, 陷 谢 类 5 时，g- 轨 sp 亦 胞 遍 5， 因 之 


gDe= (| eg 一 门 sD 证 明了 DAG. 辐 理 , 令 


HaeEt Ha Et 


Ss~ .…4k 之 有 限 多 个 元 之 积 所 形成 的 
元 素 之 集合 (他 me 革 到 ), 也 易 证 5dG. 故 得 a 

定理 3 过 中 于 习 以 有 中 审 们 生 克 台 帮 
原 群 之 正规 子 群 . 


特 当 De Nol8)] = 为 有 限时 , 令 与 妃 共 纯 之 二 个 于 群 为 
H,(=H)}, Hy, Hry 

则 由 定理 3 昌 已 有 {8H,, Has, Hs} <4G， 但 从 集合 论 的 观点 又 因 有 ， HH 
HES{H., Hy, Hr}, 起 现在 要 研究 的 是 癌 H， 再 2 能 否 成 群 ? 

已 知 群 G 之 任意 多 个 子 群 之 积 不 必 再 为 子 群 ,而 只 有 当 它 们 两 两 可 交换 
时 ,这 积 才 成 群 .可 是 车 与 子 群 妃 共 斩 之 个 数 等 于 有 限 数 ”时 ,二 所 属 之 共 柏 
类 《中 呈 个 子 群 本 (一 五)， 忆 3， 之 积 LH, 确 成 群 ， 虽 有 ;Hj 关 
HiH; 之 可 能 为 解决 这 问题 ， 先 约定 用 w， 与， 5,… 等 来 表示 H; 之 元 而 简 
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化 下 面 的 叙述 ; 先 证 两 个 引 理 . 

引 理 1 2 纪 一 和 cx 或 4rait 引 理 之 喜 说 的 是 积 ci2 中 因子 4; 得 向 后 移 ， 
因子 5; 也 得 向 前 移 , 吧 易 位 )， 

证 明 因 好 :5 好 与 昌 ; 共 罗 , 阁 有 某 , 使 一 87'Hi8j;, 因而 弛 5 人 王 
ca € He, BI aib; bjyca, 同 理 ,有 ! 使 Hi = mH er, 二 si6 jaF! = d,€ Hi, 即 
ob 二 die;。 证 完 ， 

引 理 2 形 如 aax.…o 针 (oe 名 《Hs》 之 任 太 个 元 之 积 能 经 有 限 次 的 


锡 位 表 写 为 UPR be 形 ， 式 中 2 EH ;县 [TE 

证 明 一 1 时 显然 正确 . 信 妥 纳 交 假定 一 1 个 元 之 积 是 平山 站 ,而 
令 1， 一 max(4:y 和 359) 于 是 由 引 理 1 知 积 sliaa, “mp 中 的 a 经 逐次 向 
后 移 的 有 限 多 次 易 位 而 得 oo 一 各 dio 形 ， 但 dP Ee 
且 和 ，4as…。 4 中 可 能 出 现 有 大 于 1 的 ; 若 有 ， 再 令 = max( 和 ,41 
入 -,， 和 )， 于 是 显 有 为 > ju 且 再 度 由 引 理 ! 知 使 4 经 逐次 向 后 移 的 有 限 
多 次 易 位 而 达到 ai 在 积 中 最 后 的 位 置 ， 继续 这 样 做 , 总 可 使 最 后 一 个 元 
的 右 下 肢 标 递 舌 。 但 因 右 下 野 标 有 上 界 m, 故 结果 可 得 


六 ' CE » 
GA, es = ceicy。 ce (1) 


形 ,而 wa(<&4) 是 积 ia ai 经 过 可 能 易 位 记得 的 最 后 元 素 之 右 下 脚 标 中 
最 大 的 数 . 

再 由 归纳 法 的 假定 ,得 知 k 一 1 个 元 之 积 改 c 作 … el! 经 有 限 多 次 的 
易 位 得 写 为 


cyt, 0 = bp br,* "bi, (2) 
但 岂 和 诺 和 下 革 Hat。 以 (2) 代 人 《1) 中 ,得 
所 6 


然 由 v4 之 假定 又 知 每 1; 所 vx， 玖 令 v 二 44 并 写 ch) 一 gr 时 ， 则 得 引 悍 
2 | 
现在 可 考虑 积 HH "Hs os 设 二 Md 多 bb, “bal dis bs t | 


Hs 则 zy 一 qaeradnbr'…bz'br!; 由 引 理 2; 可 表 写 
xy ! = < cl ck! se 1 A An ca € Hi,. 


当 为 一 hp 时 ect0 EH 可 写 c 各 oD = di 形 ; 用 这 样 的 方法 ， 


CE 4: 


得 将 积 -ice 中 右 下 聊 标 相等 的 一 些 相 分 的 + 合并 , 写 为 同一 个 各 的 
元 ,结果 就 有 

X= dp dn, da C4) 
形 , 有 请 <H<p< Pd E Hois 当然 有 Fr 所 *， 若 上 >> 1 (或 ps<aj 则 在 
a, 的 前 面 (或 4 的 后 面 ) 二 加 二 一 1 个 (或 # 一 pm 个 ) 单位 元 ; 如 遇 有 
Fe + 1<pPfyty 就 在 dy, 与 pst 之 闻 插 进 pt 一 1 一 1 个 单位 元 ; 总 之 ， 
十 可 将 〈4) 表 为 

yl 一 hh € HH Hy 

形 ， 即 证 明了 HH;*""Hs 为 G 之 子 群 ; 故 HHi:"Hy = {H,, H,,-**» He. 
从 证 明 的 方法 还 知道 不 论 司 , 志 ,…, 向 是 1，2，…，# 的 任何 排列 , 常 有 
Hi Hi Hi, = HiHs"H,, 故 证 得 了 

定理 4 若 [6: ,Ne(H)] 为 有 限 , 则 凡 与 刀 共 移 的 诸 子 群 之 积 必 为 之 
正规 子 群 ， 而 等 于 它们 所 生成 的 群 又 与 五 共 绝 的 诸 子 群 之 积 与 子 群 之 排列 
“推论 ”有限 群 G 之 于 于 交加 的 一切 子 群 的 积 恒 为 9 之 千夫 于 避 ;. 

定理 4 中 主要 关键 在 [G:Ne(H)] 为 有 限 数 。 涉及 “ 子 群 之 指数 为 有 限 
的 相关 问题 ;还 有 

定理 5 ”如 果 群 G 有 指数 为 有 限 的 真子 群 ， 出 让 必 有 搬 数 为 用 限 风 训 
正规 子 群 ， 

证 明 fc:P] 为 有 限 汪 [G:ve(5)] 为 有 限 ， 即 与 如 共 固 之 子 群 的 个 数 
为 有 限 ， 又 因 fc:e-:Fg] = [6:H], 故 令 品 为 凡 与 及 共 因 之 于 群 的 交 时 , 则 
由 $3 定理 7 得 知 [G6:D] 为 有 限 ( 实 际 上 有 [6G:D]<[EG:H]'SiNot4)), 且 据 
定理 3 义 知 D<]G。 证 完 。 

从 定理 5 又 得 

推论 设 娘 是 丐 限 群 6 的 真子 群 ,县 [6:5] 为 有 限 数 , 则 与 # 共 辆 的 诸 
子 群 的 交 决 不 是 单位 元 群 。 


子 群 妃 在 G 内 的 正规 化 子 是 N:(H) 一 {x|x€ G6， xxz 一 万 } 。 
如 果 不 仅 要 求 x-!Hx 一 及 ,更 要 求 ez 一 让 (每 46 已 )， 又 乓 样 
孔 。 换言之 , 若 考 韦 群 G 之 子 集 ZeH) 一 {z|zk Gyx hx ~ 有 对 
心 化 予 (简称 互 的 中 心 化 


子 ), 间 ZoeCH) 有 些 什么 性 质 ? 
应 注意 的 是 x1hx 一 与 x 一 hx 为 等 价 的 ， 故 到 之 中 心 化 


s #9 。 


子 Z.:( 妃 ) 就 是 “与 是 之 每 元 为 可 交换 的 ”G 中 这 样 一 些 元 素 所 成 
的 集合 。 显然 有 ZA 如 )SNo(H)， 但 HENo(H)， 而 一 般 言 却 
有 瑟 入 ZoeCH), 册 子 群 不 必 包 含 在 它 的 中 心 化 子 里 面 (HESZelH) 
的 充 要 条 件 是 五 为 交换 群 )， 又 由 于 G 之 单位 元 ce € ZA)， 夏 
Zel 晶 ) 不 是 空 集 。 今 若 *，yE€ Ze()， 则 对 每 力 E 五 由 外 一 
hy —> yh 一 hy-!, 可 知 xy Dh—r(y hx hy ) xh) yy 一 
(hx)y7 二 Axy), 即 xy-1E Zel 昌 ), 故 Ze( 晶 ) 为 6G 之子 群 ， 

共 斩 子 群 的 中 心 化 子 也 共 连 ， 实 际 上 有 Zoelg Hg) 一 gg! 
Ze(ED) g: 因 从 x€ Ze(B) 知 对 每 hE 日 有 (girg)(g-'hg) 一 
gxhg = gihxg = (ghg)(g xg)， 即 gixg€ Zolg™1Hg)， 破 
8 Ze lH) :gC Zotle He); 反之 ,，y€E Zele'Hg) 一 >》、 
ghg — 8 hg y—> eg 有 一天， gyg!, 故 gyg€ Ze(H), 
yeg-ZeA(H)g， 即 Zo (gHg) cgiZoe(H)g8: 于 是 结果 得 
giZoeH)g 一 Zolg-!'Heg). ee) 

由 是 特 当 ge Ne( 晶 ) 时 ,有 gi'* ZoH)* gg ~ Zo(g"'Hg) 一 
ZokH), 说 明了 EN 因而 在 HX4G 时 ， 全 NAH) = 
G 知 ZeH)dG. 

总 括 上 述 ,证 得 了 

定理 6 群 G 之 子 群 右 的 中 心 化 子 ZoelH) 时 安 的 下 化 
也 为 正规 子 群 . 又 Zoe- ‘Hg) es 3:1) 8. 

再 推广 上 述 的 一 些 概念 . 设 M 为 群 G 的 非 空子 集 (不 要 求 为 
子 群 ), 令 

NeM)= {x|x€ G, x-Mx= M} 
与 
ZAM) = {x|r€ G, rimzx — tm 对 每 mm € M }s 
分 别 叫 做 M (在 G 内 )》 的 正规 化 子 与 中 心 化 子 。 叫 二 集合 x x 
与 好 为 共 桃 的 ， 这 时 ,与 二 面 讨论 子 群 互 的 情况 完全 类 似 * 可 证 明 
下 面 的 
定理 7 群 G 之 非 空子 集 允 的 正规 化 子 Ne(M) 和 中 心 化 子 


a oo" 


ef IFO。 


Ze(M) 都 是 G 的 子 群 ,日 2c(M )qqNeCM)， 又 与 M 共 固 的 个 数 
(在 G 内 》 等 于 {G:NeAM)], 且 NAM) :x Nelx-Mx) 
与 x-!. ZAM) . Y 王 Z (rr)， 

不 过 这 时 应 注意 有 MSNc(CM ) 的 情况 可 能 发 生 。 原因 是 M 
不 为 子 群 . 而 对 ENe(M) 的 充 要 条 件 是 对 每 zEM 有 xM 一 Mx 
《从 集合 论 的 角度 言 )， 同 理 ，M 筷 ZelM ) 的 充 要 条 件 是 集中 
每 两 元 可 互 交换 。 特 当 MM 只 含 一 元 4 时 , 就 有 与 a 为 共 斩 的 元 以 
及 a 之 正规 化 子 Nela) 和 a 之 中 心 化 子 Zc(a) 这 些 概念 ， 并 有 
4a€ Zol4) 一 Ne(4a)。， 与 讨论 子 群 的 情况 一 样 , 元 素 共 罗 的 概念 满 
足 等 价 律 ( 自 反 律 、 对 称 律 \ 传 递 律 皆 成 立 ), 故 群 G 中 的 元 能 分 类 ， 
使 属于 同类 的 元 两 两 共 罗 , 属于 异类 的 两 元 决 不 共 罗 。 于 是 有 限 
群 G 中 每 共 轧 类 所 含 元 素 之 个 数 应 为 阶 o(G) 之 因数 ; 故 若 令 共 
固 类 之 个 数 为 克 ， 而 这 不 个 关中 每 类 所 含 元 素 之 个 数 分 别 为 mi， 

29" “3 Wh 就 有 : 
ofG) 一 各 十 二 十 -十 nx， 每 ni10(G). (C5) 

显然 ，G 之 单位 元 。 所 在 之 类 只 含 。; 但 除 = 外 , 还 可 能 有 另 
一 元 其 所 属 之 共 力 类 也 只 含 该 元 本 身 、 这 样 的 元 当然 与 G 之 每 元 
可 交换 ， 反之 , 凡 与 G 之 各 元 可 交换 的 元 所 属 之 共 应 类 也 的 确 只 
含 该 元 自身 。 像 这 样 使 共 蜀 类 只 含 一 个 元 的 元 出 做 自 共 二 元 (或 
不 变 元 )。 于 是 (5) 中 至 少 有 一 个 n; 等 于 1, 也 可 能 等 于 1 的 x 
不 止 一 个 。 对 无 限 群 言 ， 也 有 这 样 的 现象 . 自 式 所 元 是 个 很 重要 
的 概念 ,体现 在 下 面 的 

定理 8 群 G 中 一 切 自 共 瑟 元 的 集 Z(G) 为 G 之 一 个 交换 正 
基于 性, 且 ZCO) 之 任何 子 喇 也 是 C 的 正直 于 群 

证 明 4, bE 2Z(G)= 一 > 对 每 xE G， 有 (ab)x 一 2(bx) 一 
a(x6) = (ax)b = (xa)b ~ x(4b)—> ab € Z(G); 又 a4 二 X44 > 
xa™ 一 aw 也 说 明了 a7 € 2Z(G); 政 2Z(G) 是 子 群 。 至 于 Z(G) 
为 交换 且 Z(G)<IG 以 及 Z(G) 之子 群 在 G 内 也 为 正规 的 ， 这 些 
事实 都 很 容易 由 Z(G) 之 意义 得 到 ， 

峙 注 ”通常 时 206) 为 GE 的 中 心 ( 或 中 枝 )， 因 而 自 共 罗 元 也 电 


中 心 学， 为 今后 叙述 简单 , 车 群 G 之 中 心 只 含 单 位 元 时 , 就 说 6 无 
中 心 , 表 为 2(6) 一 1 
有 了 符号 Z(G), 公式 (5) 可 写 为 

oG) = ol2{G))+ 2》 wi, 每 ni1o(G). {6) 


关于 群 6G 之 中 心 2CG), 有 几 点 要 说 明 : 

一 、Zs(G) = 二 Z(G)， 即 G 之 中 心 化 子 就 是 中 心 ， 

二 、 若 妃 为 C 之 子 群 , 则 ZeDNH = Z(H). 

三 、Z(G) 一 各 之 充 要 条 件 是 G 为 交换 群 . 

四 、2Z(G) 一 1 的 群 6 也 存在 ,例如 + 次 对 称 群 Ss(n 3) 
就 是 Z(5,) = 1， 


2 1.. 8 
事实 上 , 设 < 一 ( ，)，，“” )e 2(5,), 则 对 每 oe 8,, 恒 


有 xxx 一 gc, 故 当 g 一 (1) 时 因 xi)r 一 (2 )， 故 得 知人 12 7) 一 
(12),， (03 一 (13)， (ie ) = (1x)、 于 是 不 得 不 有 上 一 1， 
2 一 2,…,2 一 1, 即 x 一 1 为 恒 等 置 换 ， 证 明了 Z(S。) 一 1. 

同 理 , 当 w 之 4 时 ,也 有 ZC) 一 1， 事实 上 , 若 

= 一 人 et )e Z(A,), 
则 从 =ioz 一 olo € 9) 而 令 g 分 别 为 (123), (124),*…-， C12n)H 
就 得 到 
{123)=(123), (124) = (124),-…-, (12n) = (12n)., 

从 (1123 一 223) 及 (124 一 《124) 可 知 1' 关 3; 荀 若 1 二 2， 
则 从 (123) 一 〈1273 7 一 (22'3”) 知 必 2 二 3，3 一 1， 于 是 有 
(124) 一 《124') 二 《234 显然 不 可 ; 故 只 能 为 1 = 1, 随 之 又 
有 2 二 2,3 一 3, 二 4 一 9, 即 x 一 1 为 恒 等 置 换 。 即 
A 一 1 

姬 知 Z(CG)qGC，, 得 作 商 群 G/Z(G)， 今 问 : Z(G) 既 由 6 之 
全 部 中 心 元 而 成 , 那 末 G/Z(G)》 还 有 中 心 吗 ? 为 解决 这 问题 , 先 
证 


ea 524 


六 的 六 群 必 为 交换 群 ，( 阶 等 于 素数 ?之 得 的 群 叫 六 群 .) 
证 明 设 产 群 G 的 阶 o(G) 一 p" (x 之 0)。 由 共 示 元 素 类 之 
公式 (6), 知 这 时 应 有 p" 二 oCZ《G)) 十 谊 ) p%， 攻 必 2p1o(2(G))， 
Ri>0 


证 明了 2(G) 关 1, 
再 令 ofG) 一 .这 时 ,或 olZ(G)) 一 p 或 o(Z2(G)) 一 pp. 
若 ok2Z(G)) 一 p, 则 oCG/Z(G)) 一 ,因而 G/2(G) 为 p 阶 血 
环 群 , 而 有 gE G 使 Z(G)' 8g 为 G/2(G) 之 生成 元 ,于 是 G~{g， 
Z(G)}] 且 gf EZ(G).。 因 8 与 Z(G) 之 每 元 可 交换 ， 故 G 二 
{g， Z(G)} 为 交换 的 ， 因 而 必 有 ol(2Z(G6)) 一 pr, 总 之 说 明了 
o(Z(G)) 一 上 p 不 可 能 ， 故 只 能 是 6G 为 交换 的 。 证 完 . 
今 考虑 8 次 对 称 群 5 中 两 个 置换 
4 = (1234)(5678) 与 5 = (1537)(2846) 
生成 的 子 群 天 一 {a, 6}。 因为 
a 1, a bi, ba == gb(=a-b), 
故 玉 之 每 元 得 唯一 地 写成 axpu 形 (2 一 0.1,2，3355 一 0， 1)， 即 
o(K) 一 8 易 证 天 之 中 心 2(K) 一 {a?} 为 2 阶 循环 群 , 故 oCK/ 
Z(K)) 一 4， 于 是 据 定理 9 可 知 K/ZCK) 为 交换 群 ， 即 ZC(K/ 
Z(K)) 一 KZ(K)。 这 例 足以 说 明 鸽 G/Z《G) 尚 有 中 心 的 群 G 
确实 存在 ， 
附注 令 符 号 1 一 1 一 站 pk 一 1 一 不 分别 表示 上 述 8 
阶 群 玉 中 的 元 1, ey 二， eay ba5y 9b, 45 则 有 中 一 产 一 坊 一 一 13 
呈 二 一 六 二 友 谍 二 一 咎 二 iy 看 二 一 坡 二 1。 由 土 1 土生 十 i， 
" 土 克 这 八 个 元 根据 上 述 结合 方法 构成 的 群 叫 四 元 数 早 。 于 是 上 述 
的 群居 与 四 元 数 群 同 构 ， 
上面 列举 了 一 鲍 说 明 以 中 心 为 模 的 商 群 还 可 能 有 中 心 ， 如 西 
元 数 群 , 实际 上 以 四 元 数 群 之 中 心 为 模 的 商 群 还 是 交换 群 。 于 是 
问 : 以 中 心 为 模 的 商 群 能 为 循环 群 吗 ? 我 们 说 这 是 不 可 能 的 , 实 
际 上 有 下 面 的 
定理 10 非 交 换 群 之 以 其 中 心 为 模 的 高 群 末 不 可 能 为 特 环 
Li 


群 . 

” 证明 用 反 证 法 , 设 G 非 交换 , 且 G/2ZCG) 为 循环 的 ， 于 是 

有 8geG 使 G/Z(C) 一 1Z2(G) .8g}， 因而 对 任 ze G 知 有 使 
Z(G) xyr 一 [ZK(G) gz 一 Z(C) ge 

之 自然 数 2。 得 以 存在 ,由 是 有 一 zg**, x& Z(G), 故 得 GE 一 {18， 

Z(G)}.。 但 由 8 与 Z(G) 之 每 元 可 交换 即 知 G 一 {g，Z(G)} 为 

交换 群 , 不 可 ,证 完 ， 

在 定理 8 的 后 面 证 过 了 次 对 称 群 su(” 之 3) 和 次 交代 群 
,ln 4》 都 没有 中 心 ， 证 明 的 过 程 都 利用 了 置换 群 中 共 因 元 之 
形成 方法 。 为 使 这 问题 说 得 更 透彻 , 索性 深入 地 讨论 = 次 对 称 群 
6 及 4 次 交代 群 1 的 共 转 元 素 类 ， 


设 r, p6 人 S,, 即 po 人 = 一 (，)G 一 1,2,..., 7). 于 


是 ,Cip)(p7inp) 一 (iz)ps 即 op 一 (Ci ,再 将 = 写 为 循环 
因子 之 积 如 2 《pp “人 1 7 tt 它 表 期 AT EAI 二 5 
1， 2 一 1) 及 ix = ni 了 2 一 让 一 1，2: :一 1) 及 
fx ~ 1 等 等 ,于 是 从 


( Gs 和 】 
p=l |={!: ， . ， a | 3» 
ip Pp 1D top tp fp fp fp 


( ip Pp ip tp 1p Jp gp 1p ) 
(ip (ip Cn)p Gmp Cn)p (ap fn)p (jp 
的 ip rp Wp jp 120 Tp Jp ) 


ip ip tp NP fp fp fp pipe** 
ey 《nap， 1203 130 "3 1:0) (fip> fzp» fap **, jsp)'**, 
这 就 证 明了 下 面 的 


定理 11 在 置换 群 中 , 泗 换 x 的 共 斩 置 换 po xp 能 这 样 地 得 


vo 


和 54. 


a ie -am emp 一- 一 te 


到 , 即 先 把 * 写 为 和 环 因子 之 积 ,再 将 各 循环 因子 中 年 个 数字 4 换 
成 ke 就 行 了 . 

由 ~ 与 orap 的 循环 表示 ， 还 看 出 它们 所 包含 的 > 项 循环 时 
换 、* 项 循环 办 换 等 等 之 个 数 都 分 别 相等 ; 像 这 样 的 两 置换 叫做 同 
型 ， 故 定理 11 有 这 样 的 涵义 , 即 二 个 共 刻 置换 是 同型 的 ， 反 之 ， 
着 = 与 z 为 二 同型 置换 , 即 写 为 循环 表示 时 应 有 

了 0 
的 形式 ,这 时 , 取 po 一 (二 大 全 人]eev， 则 由 定理 


台 [2 喧 关 万 生生 


11, 即 得 okro 一 *， 上 如 一 与 Y - 为 共 匈 置换 故 又 证 得 了 
定理 12 4 次 对 称 群 S。 中 二 置换 x 与 + 为 共 轿 的 (在 所 。 


内 7 这 坚 条 件 是 它们 为 同型 的 置换 
再 可 讨论 对 称 群 S, 中 一 置换 所属 之 共 斩 元 素 类 “。 中 所 包 
含 共 杭 置换 的 个 数 问题 ， 


设 z 写 为 循环 表示 时 ， 有 a 个 i 项 循环 直 一 1，2 
n)， 一 一 当然 ， 访 ) ia; 一” 且 a; 中 必 有 为 零 的 ， 共 斩 类 5, 含 置 
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换 之 个 数 等 于 [5,:Ne,(xz)],、 gE Ne(x) 的 充 要 条 件 是 oixo 一 
x*。 为 便于 说 明 , 令 含 在 7 中 的 2 个 j 项 循环 因子 为 Tz 一 (4 …- 
$$), ra = CH) To 《4 .YP?))， 由 定理 11， 
可 知 oF'xo 也 只 含 a; 个 i 项 循环 因子 。 它们 是 ovio 一 《roc， 
0 1,2,………, 0;)、 于 是 oro 一 zx 的 充 要 条 件 
是 i ee Ti 为 Ti za ?Ty 的 某 排列 ; 如 果 在 
2 ms … 5zo 的 某 排列 中 已 有 er 一 mi 即 《oz，2r 
10) 一 Ce 下 7， 则 文字 45 必 为 站 融 9 中 某 一 ， 
如 令 为 tig 一 z， 随 而 必 有 10 一 此 :4 一 1) 2 而 i 十 
:一 1 是 取 模 f 之 最 小 正 剩 余 )， 这 说 明了 在 owo 一 时 zo 尚 
有 i 种 变化 ;对 onlzwp 言 ,……s 对 omrs 言 都 类 似 ; 然 TT,*-…， 
Ta) 的 排列 又 共有 al 个 ; 于 是 可 知 2 一 x 之 置换 go 的 个 数 等 
于 IH 许 * 914， 因 之 oCNe,(#)) 一 lI 1 aa! 02 44! 


i= 


一 -一 -一 ee 一 一 


1522 .nm [ 巴 而 共 轿 类 5 含有 


n! 
ditat" -Ast1 2 pn 


个 置换 。 故 证 得 了 
定理 13 ” 设 xe 5,, 并 假定 < 之 循环 表示 中 有 个 j 项 循环 


2，…… 那 未 SS, 中 与 可 交换 之 置换 的 个 数 为 ell 


和 


Ca an! 2 + nn, 因 之 ， 月 所 属 之 共 轿 类 含 且 仅 含 与 


和 


中 任 二 个 置换 对 5, 言 转 为 共 统 ,但 对 二 次 交代 群 WL 言 
见得 为 共 谣 的 。 我 们 现在 就 要 考虑 %. 对 5 之 影响 ， 令 x 一 
(12)x(12), 显然 有 x1 €E Ce, 

若 re 5.， 则 有 oE 5, 使 了 一 oo 如果 oo 已 为 偶 置 换 ， 
r=o wo 说 明了 7? 与 + 在 六 ,内 已 拓 罗 ; 若 o 为 奇 置换 ， 则 
[(122g]7 wa(《12)g] 一 vz 中 的 (12)o 就 是 偶 置换 , 即 T 与 在 1 
内 共 乞 ， 这 说 明了 类 5, 中 每 舞 换 对 4 言 或 与 4 共 思 或 与 ma 共 

印 , 二 者 必 有 一 . 
落 5 中 每 置换 对 2 言 都 与 x 共 固 , 则 有 pe gl, 使 
(C12)a(12) = x — p lxp, 


p12) -x = x p12), 

即 = 能 与 一 奇 置 换 p(12) 可 交换 。 反之 , 若 能 与 某 奇 置换 可 
交换 ， 则 当 x 一 x4 且 4 为 奇 置换 时 ， 就 利用 x 一 uixp 可 得 
rirx(nX), 24 为 偶 置换 ， 证 明了 5 中 每 置 
换 对 1, 言 也 和 共 斩 。 故 忆 中 每 置换 对 YL, 言 能 与 = 共 示 的 充 
要 条 件 是 < 能 与 一 奇 置 换 可 交换 。 下面 来 探索 定理 13 中 的 oj 为 
何 值 时 才能 保证 < 与 一 奇 置换 可 交换 

显然, 若 有 一 a > 0, 则 * 至 少 有 一 个 27 项 循环 因子 ， 因 之 
x 得 与 这 个 2i 项 循环 因子 ( 奇 置换 ) 能 交换 ; 或 者 若 有 一 ez 1， 
例如 上 面 的 7 一 27 二 1, 则 这 时 zz 至少 有 志 与 了 两 个 jj 一 2i 十 1 


9? SH " 


于 是 


NI NL 3 


项 循环 因子 , 于 是 5027 人 六 0587) 为 奇 置换 且 显 然 能 与 可 
交换 。 总 之 说 明了 : 洪 有 一 - 22 盖 0 或 有 一 ext:>1 时 ， x 的确 
是 和 一 奇 置换 可 交换 的 ， 
反之 ,车 每 个 wz 一 0 且 每 个 a 志 1, 则 = 之 循环 表示 的 形 
状 为 x 一 《vv 一 -vv gy)， 式 中 每 广 
为 奇数 , 且 产 关 产 当 * 关 了 时 ,又 "一 1 守 记 十 训 二 十 六 和 
于 是 若 有 置换 ee 
0 he VY We vy hr) 
Ke ( ie we te a i 小 
使 gx 一 x0, 如 one e wx, 红 应 有 
Cwm2° 05 Ku 22 ) ut a 19) 
= (viv No v0) Co 0 ), 
故 从 廊 关 js 关上 时) 不 得 不 有 
A (C1). “0) a Cv vs (8). Wd [一 z 令 ]， 
式 中 :一 1, 2，…，r。 因 之 几 ) 只 能 是 of, 222， ， 2 中 的 基 
一 , 随 而 #3 ,加 都 唯一 地 被 决定 ， 故 5 0 
oo vio oe eo I) 
mr, 
式 中 一 1,2,…,ji(i 一 1,2,… ,r+)。 这 就 是 说 0 必 为 俩 置 
换 。 于 是 ， 欲 = 能 和 一 奇 置换 可 交换 ， 就 改 有 某 a2; 之 0 或 基 
an 1, 
总 括 之 ,得 到 : = 与 一 这 置换 可 交换 的 充 要 条 件 是 有 茶 sx > 
0 或 某 ear > 1， 由 是， 类 5 中 每 置换 对 3 言 能 与 < 共 印 的 充 
要 条 件 是 有 某 m2; > 0 或 某 42s4 > 1。 故 类 & 中 非 每 置换 对 bP 
言 都 和 共 胃 的 充 要 条 件 是 = 只 能 与 偶 置换 可 交换 ， 因 而 这 时 易 
知 x 一 《12)x(12) 对 %L 言 决 不 能 与 共 绒 ; 由 是 这 时 类 中 的 
置换 可 分 成 甲乙 两 组 属 甲 组 的 对 1, 言 都 只 能 和 = 共 示 , 属 乙 
组 的 对 , 言 都 只 能 与 = 共 力 。 还 知道 再 、 乙 两 组 合 置 换 之 个 数 
相等 一 一 事实 上 ， 考 x 属 甲 组 , 则 《8) 一 pixp(p& 6) 故 
《i2)m(12) Eee) 一 [C12)pC12)7 Ta [C12)p(12)7"], (12)p 


» SS7 * 


(12)-1e 名 ,说 明了 《12)x(12) 局 乙 组 , 改 甲 组 含 置换 之 个 数 不 
大 于 乙 组 所 含 的 个 数 ; 同 理 也 可 知 乙 组 含 置换 之 个 数 不 大 于 甲 组 
所 售 之 个 数 ， 故 又 得 

定理 14 ”在 定理 13 中 如 再 令 二 一 (12)x(12)， 则 5 中 每 
置换 对 af, 言 必 与 < 或 = 共 因 ,二 者 至 少 有 一 。 类 5 中 每 置换 对 


i, 言 能 与 共和 的 充 村 条 件 是 可 与 一 奇 宜 换 交换 (其 等 价 条 件 


为 其 ow > 0 或 基 eur: > 1)， 于 是 类 5- 中 非 每 轩 的 对 % 言 都 与 
了 亲信 罗 训 要 全 直 二 人 能 册 间 避 可 学 家， 这 时 * 与 “对 1 


和 Ti 基因 

结束 这 节 以 前 ,再 谈 一 下 由 群 G 的 共 力 元 素 类 产生 的 一 些 事 项 ， 首 先 有 
下 面 的 

定理 15” 设 5 是 群 G 的 一 个 共产 元 案 类 , 则 凡 属 $ 之 元 的 正规 化 于 (中 
心 化 子 ) 之 集合 组 成 6 的 一 个 共 辆 子 群 类 . 

事实 上 ， 若 <,2 eg 则 因 有 & 6 G 使 4 一 eriagy 故 据 定理 7 就 有 Na(s) 一 
Ne(g-'eg) 二 8g '。 Noe(le)， gs 即 Necks) 与 Nc(o) 为 共 斩 的 。 反之 ， 若 王 一 
x Nolo) x， 46€68; 则 因 x ' Nels)*x* 二 Ne (x-!ax), 故 可 > Nel2)， 
5' 二 xax € 吉 , 即 表明 了 石 为 中 一 元 之 正规 化 于 。 证 完 

. 再 有 下 面 的 

.下 遇 16 A 6 是 一 个 共 簿 元 素 类 ， 则 由 5 之 元 的 逆 元 而 成 的 集合 


与 ” 共 轿 。 反之 ， 著 c 与 ao" 共 轩 (e656), 则 有 x*E6 使 < 二 er* 一 
(x-'ax)”, 因而 由 *!ax 《5 即 得 (z or) <5 也 就 是 c 《6 证 完 . 

关于 多 个 共 斩 元 素 类 * 又 有 

定理 47 设 5 与 5 是 机 个 的 全 元 素 亲 。 那 水 55, 是 天 于 个 大 全 元 
类 的 并 集 ， 

事实 上 ， 车 a1€ 819 qs 829 则 轩 8 Cua)g 一 《geig)ge ar) 型 热 在 
5&4 内 ; 故 凡 与 616; 共 胃 的 元 全 在 $15， 内 。 证 完 。 

关于 群 G 之 非 空 于 集 , 有 下 面 的 


1 


LE 


事实 上 ， « € Za(M) 的 充 要 条 件 ax 二 xa 对 任 z《 MH 都 成 立 ， 即 等 价 于 
条 件 a€ 门 zcfkxz): 证 完 ， 


Zc(M). 

这 推论 也 可 直接 证 明 : 率 实 上 ，, ae Zo(N) 表明 了 对 任 x*EN 常 有 ax = 
xz 因 之 从 MSN 则 知 对 任 x*& M 当然 也 常 有 wz 一 zz， 即 a€ Zo(M).。 故 
Zac(N) 性 ZolM)，, 证 完 . 

问题 1 设 为 群 6 之 阶 oCG) 的 素 因 数 ， 若 方 程 x** 二 1 
在 G 内 恰 有 个 解 , 则 这 ?个 解 之 集合 为 6 的 正规 子 群 . 

问题 2 ” 设 有 4G。 试 证 : 车 玉 包 含 G 之 子 群 天, 则 五 也 必 
包含 KK 在 G 内 的 任何 共 邦 子 群 . 

问题 3 设 xx xn 是 群 G 之 任 * 个 元 。 证 明 xix2* 
xn 与 这 # 个 元 2，"*''，xs 之 任何 轮换 而 成 之 积 zzrr 
xnXiX2"* -Xr 汪 ! 是 共 因 的， 

问题 4 求 四 次 对 称 群 5S4 的 一 切 正规 子 群 . 

问题 5 ” 设 召 是 有 限 群 G 之 真子 群 ， 说 明 已 的 共 斩 子 群 类 中 
一 切 子 群 的 并 集 为 G 之 真子 群 . 


$8. 单 群 简介 


每 个 群 G 都 至 少 有 两 个 正规 子 群 ,一 为 群 G 自身 ,一 为 单位 元 

群 。 若 群 G 除 这 两 个 正规 子 群 外 再 无 别 的 正规 子 群 时 , 就 叫 忆 为 
群 。 这 而 的 任务 是 解决 单 群 的 存在 问题 . 

由 $3 的 讨论 , 知 素数 阶 的 群 为 单 群 ， 当 然 , 素数 阶 的 群 是 循 

环 的 ,因而 是 交换 的 . 反之, 若 一 交换 群 为 单 群 、 则 它 必 为 素数 阶 

的 : 事实 上 , 取 任 ee G (但 a 二 1) 时 ,由 6G 之 交换 性 知 {a} 46， 

于 是 再 据 G 之 单纯 性 以 及 {a 六 1, 不 得 不 有 G 一 {a}， 即 是 


s 59 。 


循环 的 ; 若 o(G) 一 00, 则 1<{e<taj=G 且 {e)46, 与 6 之 
单纯 性 相抵 , 不 可 , 故 必 o(G) 一 x (有 限 数 ); 再 取 ” 之 一 素 因数 
p> 则 人 {af} 之 GG 一 {a} 且 {a?} 人 G6, 故 由 6 之 单纯 性 知 {2?? 一 1， 
即 a? 一 1, 说 明了 olG) 一 上 p 为 素数 。 故 证 得 了 

定理 1 交换 群 为 单 群 的 充 要 条 件 是 它 为 素数 阶 的 《循环 ) 
群 . 

至 于 非 交换 单 群 ,也 存在 而 且 也 有 无限 多 个 , 见 

定理 2 当 4 之 5 时 , "次 交代 群 ,是 单 群 . 

证 明 先 讨 论 %。 因 距 中 60 = 2.3.5 个 偶 置换 是 由 
4! 二 24 个 五 项 循环 如 (12345) 等 、2 X C3 个 (一 20) 三 项 循环 
如 《123) 等 、3 X Ci 一 15 个 无 公共 文字 的 两 对 换 之 积 如 《12》 
(34) 等 、 以 及 恒 等 置 换 1 所 组 成 的 , 故 中 中 不 为 恒 等 簿 换 的 每 置 
换 的 阶 或 为 2。 或 为 3。 或 为 5. 

今 设 N(1) 6. 于 是 WW 中 有 辕 换 xs1D<ew， 因而 
ofz) 一 2, 成 一 3， 或 二 5。 然而 因 站 可 由 一 切 三 项 循环 生成 ， 而 
每 个 三 项 循环 (ijk) 一 〈p9)i1) (bp2)C)， 即 等 于 二 个 对 换 之 
积 的 积 , 故 %65 又 可 看 做 由 上 述 15 个 两 对 换 之 积 所 生成 的 ;可 是 每 
对 换 之 积 GCRID 一 《piKND(CpRIl)、， 又 说 有 明了 弛 可 由 一 切 玉 项 
循环 所 生成 ， 总 之 , % 得 由 其 中 阶 相 等 的 一 切 元 素 所 生成 。 因 
之 , 若 能 证 明 凡 与 = 有 同 阶 的 弘之 元 全 在 N 内 时 , 则 %5 的 单纯 性 
就 解决 了 . 

今 若 olx) 一 3( 或 二 5)， 则 31olN) [或 51oCND)]; 但 因 
3 于 oC3) ,5 于 oC320); 故 下 ofA/ND)[ 或 54ol2/ND], 即 商 群 业 /N 没 
有 阶 3 (或 阶 5) 的 元 , 因而 瑟 中 阶 3 《或 阶 5) 的 元 全 在 N 内 ， 故 
N 一 中，、 若 olz) 一 2， 可 令 #7)(K)， 则 轩 GjR2TY 
(i 和) 一 (RICHD) EN 获 GDCRD (RGD 一 (1KXIDEN， 这 
党 有 明了 N 包含 以 (#7)》(KL》 为 元 的 克 莱 菌 四 元 群 铅 为 子 群 ， 即 
22|o(N); 但 23+o(95),， 于 是 这 时 有 2}o(ss/V)， 即 w 包 含 了 中 中 
阶 2 的 全 部 元 , 因 之 也 有 和 一 中。 故 路 为 单 群 获 证 , 

再 讨论 4,(w > 5)。 用 归纳 法 ， 设 已 知 % -为 单 群 。 假定 
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NCS 1) CA,, 并 用 符号 UD 表示 # 一 1 个 文字 1，…，1i 一]， 
1 十 1，2 上 的 7 一 1 次 交代 群 (i 1 2 7) 因 3 
是 %. 的 子 群 , 数据 $6 定理 9 可 知 人 由 好 2 < Wi 于 是 由 妇 纳 法 
假定 “2 之 单纯 性 ,不 得 不 有 

NN AD 一 { 


1 ， 
A 

苟 荐 对 i 一 1，2,"… ,nn 言 都 是 NN2 一 1, 那 末 当 x( 守 1 
EN 时 ,; 必 有 xe Gi 一 1，2,:… 1), 说 明 = 必 使 1 2，-………，# 
都 发 生变 化 ,不 损 普遍 性 令 

x2 
(ki 十 。.。。 十 i 十 1,* .ke 十 .…。 十 于 一 ! 十 万 )。 
式 中 友 十 友 十 昭 时 六 十 且 每 名 之 2 这 时 由 于 * 一 〈12) 
《3n)x(12)(3n) EN 又 知 og 一 wxt N, 但 5 显然 使 数字 2 不 发 生 
变化 , 故 ce Wa, 应 有 co 一 1 男方 面 , 因 ”>5， 易 知 o 一 xx 使 
数字 # 发 生变 化 , 改 又 有 oa 六 1; 产生 了 矛盾 , 不 可 . 这 说 明了 至 
少 有 某 数 字 了 使 NN 一 Ui, 即 USN, 但 因 a >5, 故 内 
要 i j 时 就 必 有 RL 人 NU; Xx 1， 随 而 和 N 站 2 各 关 1， 不 得 不 
又 及 站 量 | 一 9， 即 32SN. 这 证 明了 对 任何 的 i, 信 有 
UCN， 但 由 # 个 M 虽 | 所 生成 的 群 必 为 4,, 故 NN 一,, 双 , 为 
单 群 ， 证 完 . 
附注 定理 2 是 群 论 里 一 个 众 所 局 知 的 结果 ,这 里 的 证 明 方 法 

可 参考 文献 [5], 

定理 2 说 明了 有 限 非 交换 单 群 不仅 存 在 ， 而 且 有 无 限 多 个 . 
但 这 些 单 群 的 阶 显然 都 是 偶数 .于 是 问 : 阶 为 奇 合成 数 的 群 中 有 
单 群 吗 ? 这 在 群 论 史上 曾经 是 个 久 基 未 决 的 问题 ;直到 1963 年 证 
明了 奇 阶 群 恒 为 可 解 的 (文献 [6])， 因 而 与 之 等 价 的 “ 阶 为 奇 合成 
数 的 群 决 不 是 单 群 "的 问题 才 获 解决 . 

又 因 ofs5) 一 60, 改 这 样 一 些 有 限 非 交换 单 群 %. (> 之 5) 中 
阶 最 小 的 为 60, 于 是 又 有 两 个 问题 ， 一 是 凡 有 限 非 交换 单 群 中 阶 
最 小 者 确 为 60 吗 ? 二 是 凡 阶 为 6 的 非 交换 单 群 能 否 互 相同 构 


呢 ? 这 些 问 题 的 答案 都 留 在 第 三 章 $7 后 面 去 解决 。 
问题 ! 有 限 群 G 为 单 群 的 充 要 条 件 是 它 的 任 一 个 非 单 位 真 
子 群 的 共和 弧 类 中 所 有 子 群 之 积 恒 等 于 各 自身 ， 
问题 2 设 G 为 单 群 ， 试 证 G 之 极 大 子 群 的 正规 化 子 必 为 这 
于 群 自 身 . 
附注 所 谓 忆 为 C 之 极 大 子 群 指 的 是 : 1) H<G, 2) H<K 
<G 的 居 又 不 存在 ， 


$9， 自 同 构 ( 态 ) 与 特征 (完全 特征 ) 子 群 


$2 里 讲 了 两 个 群 G 与 G1 的 同 构 意 义 (6G 二 6G)， 若 这 时 
G, 一 G, 就 叫 这 样 的 同 构 关系 为 G 的 自 同 构 ， 

例 1 使 每 整数 ”对 应 于 一 ”的 映射 or(z2 一 一 n) 为 一 切 整 
数 而 成 之 加 群 Z 的 自 同 构 . 

例 2 域 扩 上 所 有 # 级 满 秩 矩阵 而 成 的 乘 群 恒 用 GLCn, K) 
表示 ,叫做 天 上 的 nn 级 金 体 线 性 群 。 若 4€ GZL(2， 玉 )， 则 使 了 
对 应 于 其 转 置 之 道 (4 7 的 映射 ao[ 4 一 4) 为 GE， 天) 
的 一 个 自 同 构 ， 

如 果 群 G 与 它 的 子 群 GS6) 同 态 《9G ~ GIGCG)， 就 叫 这 
同 态 映 射 为 G 的 一 个 自 同 恋 。 特 当 C: 一 6 且 同 时 映射 又 是 1-1 
的 , 自 同 态 就 变 成 了 自 同 构 . 故 自 同 构 是 自 同 态 的 特例 . 

例 3 使 整数 # 对 应 于 2 的 映射 c(n” 一 22) 为 整数 加 群 Z 
的 一 个 自 同 寒 ;但 这 映射 又 为 整数 加 群 忆 和 偶数 加 群 Z; 间 的 局 构 


映射 [Z 之 Z:]. 

合群 6G 之 每 元 * 对 应 于 元 gxg 的 鼎 射 0( 即 x" 一 g'xg) 易 
证 是 G 的 一 个 自 同 构 ， 叫 做 由 元 8 诱导 的 内 自 同 构 ， 一 般 表 为 
1r， 即 x's 一 gxg，。 而 则 grg 为 用 元 8 变 * 的 形 。 于 是 G 之 正 
规 子 群 入 的 意义 实质 上 是 说 子 群 N 对 G 之 所 有 内 自 同 构 都 不 变 ， 
即 对 任 g€ G 恒 有 N's 一 N。 更 进一步 ， 设 子 群 NN 不 仅 对 6 之 所 
有 内 自 间 构 都 不 变 , 而 且 对 G 之 任何 自 同 构 也 不 变 ( 即 不 论 了 为 G 


人 


之 任何 自 间 构 , 常 有 NN” 一 N), 这 时 叫 NN 为 G 之 特征 子 群 。 例 如 ， 
6 之 中 心 Z(G) 就 是 G 的 特征 子 群 : 事实 上 ，, 设 zk Z(G), 而 5 
为 G 之 自 同 构 , 则 对 人 猎 x€G 因 有 x.€G 合 xf 一 x， 霓 zx 一 
2°x7 = (zr) = (rT8) 一 xz 一 zz 2 € Z(G), PP Z(GY GS 
Z(G); 反之 、， 从 sE Z(G6) 因 有 EG 使 9 一;s, 故 对 每 x-EG 有 
Cx) xj) ，。 于 是 由 9 为 1-1 映射 
之 理 就 有 sx 一 xr 即 4€2(G), 敬一 srEZ(G), Z(G)CS 
Z《G)"， 攻 由 这 正 反 两 面 ， 有 Z(G》 一 2(G), 即 Z(G) 为 G6 之 
特征 于 群 . 

特征 子 群 因为 正规 的 , 但 正规 子 群 不 必 是 特征 的 . 例如 由 克 
莱茵 四 元 群 网 之 交换 性 [88, 含 四 个 置换 1 (12)(34), (13)(24)， 
(142(23)] 得 知 子 群 有 一 《a), Hi 一 {5),， Hs; 一 {<) 都 是 名 的 
正规 子 群 [e 一 (12)(34), 5 一 《13)(24),c 一 (14)(23)], 而 置 


| | 

他 mm 人 

(ha ) 
Bb 


1 «4 ce 
“一 (人 ) 
1 b&b «a ¢ 


易 证 都 是 凡 的 自 同 构 ,可 是 H3' 一 Hs, BH9* 一 His HY 一 ,说明 
J 阳 ,, Hi, Fs 都 不 是 8 的 特征 子 群 . 

更 进一步 ， 若 子 群 六 对 G 之 尾 一 自 同 态 a 都 映射 在 N 内 ， 即 
N"CEN， 就 叫 Y 为 G 之 完全 转 征 子 群 ， 例如 循环 群 之 子 群 恒 为 完 
全 特征 的 ;事实 上 , 车 5 为 有 5 一 (ez) 之 自 同 态 , 则 由 a & G 可 知 
有 整数 上 使 e" 一 o'; 故 当 六 一 {at] 为 G 之 子 群 时 ， 有 (a*》 一 
《ear) = (et (et) EN, OMNESEN. 

完全 特征 子 群 固 为 特征 的 ， 但 特征 子 群 中 确 有 不 为 完全 特征 


1)》 一 般 ， 出 四 个 元 1，4, b, < 而 具 结合 法 则 4 二 好 二 人 二 1 db 二 ba 二 ec， 
bc 二 cb 二 a, ca 二 sc 二 5 所 成 之 群 蜡 与 凡 ; 同 构 ， 所 以 也 叫 这 样 抽象 的 群 为 克 莱 
商 四 元 群 。 显 然 ,这 群 可 由 二 元 4, 5 生成 之 ;其 定义 关系 为 2 二 刀 二 1, ab 一 
bu. 于 是 ,今后 所 谓 克 茉 英 下 元 群 也 可 抽 钥 地 指 的 是 天 二 {4 而 具 定 义 关 系 


a 二 b= 1, a = a. 


和 站 汶 = 


的 . 例如 中 心 为 特征 于 群 (上面 讲 过 )， 但 由 例 4 可 知 中 心 不 必 是 
完全 特征 的 . 

例 4 有 理 数 域 R 上 的 2 级 全 体 线 性 群 GL(2，R) 的 中 心志 
就 不 是 GL(2, 了 R) 的 完全 特征 子 群 ， 

事实 上 ;从 46 GL(2, 尺 ) 知行 列 式 detA 关 0, 故 可 写 det4 一 
224 形 ,但 5 及 如 为 奇数 ,xd4) 为 整数 ( 正 、 负 或 零 )， 因 为 


det(AB) we detd detB， 故 48 243) 一 22 ,2n(4)tn(8), 于 是 
1 


48 8148 
有 2804B) 一 2n2(4) 二 AD) 因 之 , 若 定义 为 GL(2, R) 在 它 自 身 内 的 
这 样 的 映射 ， 如 当 4 GL(2, KR) 时 , 令 A4 一 A 一 ( Be )， 
1 A ( 1 BE 1 | 


0 1 0 2 0 1 


) 一 47B8"， 故 0 为 GL(2, R) 的 一 个 自 同 态 。 但 由 于 


则 因 (4B)" 一 人 


(- n(B) 
0 i 
2 0\” 1 2 2 0 

的 ) =-(。 路 即 知 o 使 中 心 Z 的 元 { ; ) 变 为 不 属于 
z 之 元 ( 。 ，), 就 说 明了 Zz 不 是 GL(2，R) 的 完全 特征 子 群 . 

从 上 述 得 知 : 内 宜 同 构 . 自 同 构 , 自 同 态 分 别 诱导 正规 子 群 、 特 
征 子 群 、 完全 特征 子 群 的 概念 ， 已 用 符号 4 < G 表 4 为 6G 之 正规 
子 群 。 因 而 再 用 符号 4 要 G 与 4 4 了 dG 分 别 表 4 和 4 为 G 之 特征 
子 群 与 完全 特征 子 群 。 由 是 可 知 4 4d6G 一 4446 一 > 
4 可 G。 我 们 已 知 正规 子 群 的 概念 不 满足 传递 律 , 即 从 4 48 及 
B 4 C 不 一 定 有 4 44C: 例如 二 阶 循环 群 {(12)《34)} 是 克 莱 茵 四 
元 群 多 的 正规 子 群 ， 而 铬 马 中 《四 次 交代 群 ) 但 {C127C34)} 已 
不 是 0 之 正规 子 群 。 可 是 特征 子 群 与 完全 特征 子 群 的 概念 却 都 
满足 传递 律 , 即 

定理 1 (0) 444B,5ddo 一 444c; 

(Gi) 44448,B<444dcCc—> 44d44dc, 


-站 4 * 


1 mm EE ee rr PTE a Pur ee ni dE 


证 明 设 0 为 C 的 任 一 个 锯 同 检 〈 或 自 同 态 )， 则 由 《iD)《(〈 或 
《ii)) 之 假设 ;有 B” 一 B (或 B"?CB), 即 对 尾 b《 B 恒 有 br€ B， 
由 是 易 证 映射 。 一 5 为 之 自 同 构 (或 自 同 态 ), 风 o 得 诱导 出 B 
的 一 个 自 局 构 ( 或 自 同 态 ), 故 再 据 假 设 就 有 4 一 4 (或 4' 捷 4)， 
证 明了 4 4<C( 或 4 444d Cc). 征 完 . 

除 定理 1 外 , 尚 有 下 面 的 

定理 2 (i) A4<4d4B,BddC—>44d4c; 

(Qi) A<dddB,B dC —> A444c; 
Gi) 444B8,BAC=> 46, 

证 明 的 方法 与 定理 1 完全 类 似 , 从 略 。 又 定理 1 与 定理 2 可 

人 如 果 了 由 一 人 通 向 B， es 


要 
要 


”与 正 因子 冤 相关 人 
定理 3 群 G 中 任意 多 个 ela 生生 队 ( 革 守 全 和 
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ps $6 定理 2 2 定理 3 
之 证 法 也 全 同 $6 定理 2， 从 了 略 . 

任何 群 G 都 有 两 个 当然 的 特征 子 群 , 即 G 自身 和 单位 元 群 . 若 
G 除 这 两 个 当然 的 特征 子 群 外 再 无 别 的 特征 子 群 时 ， 就 叫 G 为 转 
征 单 群 .完全 特征 单 群 也 可 类 似 地 定义 .显然 , 单 群 是 特征 单 群 ,但 
特征 单 群 不 必 为 单 群 ， 例 如 克 莱 茵 四 元 群 名 一 {a， 5) 不 是 单 群 ， 
其 中 他 一 中 一 1 且 a 一 be, 因 {e) 为 和 的 非 当然 正规 子 群 ; 但 
名, 确 为 特征 单 群 : 事实 上 , 若 1 到 吾 生 网 且 叫 448， 则 因 这 时 
必 有 o() 一 2, 故 瑟 不 外 是 例 3 后 面 说 的 及, 丈 , H; 中 之 一 ， 然 
又 曾 证 明 过 每 H; 不 是 免 的 特征 子 群 。 至 于 特征 单 群 与 单 群 间 的 
联系 , 留 在 $11 里 讲 直 积 概念 时 去 解决 . 

已 知 正规 子 群 、 特 征 子 群 、 完全 特征 子 群 分 别 与 内 入 局 构 、 自 
同 构 、 自 辣 态 这 些 概念 紧密 地 联系 ， 若 令 群 G 之 所 有 内 自 同 构 、 自 
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同 构 、 或 自 同 态 的 集合 分 别 用 符号 KG)， 4(G), EC(G) 下 
则 显 有 7(G)SLCG)SE(CG)， 

今 令 ,To€ 1(G)，、 当 rE€G 了 时 ,定义 x5 汪 (xe); 于是, 因 
《zy 7 一 (Cry) el = Criayle)s = xis) (Ye ries» ylels, 
破 映 射 x 一 x5 一 baixab 一 (ab)-tx(ab) = 一 al 也 是 G 的 
内 自 同 构 , 且 有 1,1s==1s€ 1(G).。 由 是 :(《 57 一 1 一 oa 一 

la 一 了 asd be 一 了 sls1e), 说 明了 结合 律 在 1(G) 里 成 立 . 又 若 
z Z(G)， 则 因 对 每 a€ G 恒 有 za 一 az, 地 17. 一 1 一 7 一 
1:、 并 对 尾 x€ G 由 于 x 人 (Cr) 一 《zlxe) 一 x1 又 知 
1 一 7 说 明了 J 了 在 1(G) 内 能 肩负 单位 元 的 任务 , I 71; 为 恒 
等 内 自 同 构 ， 最 后 , 因 1 一 一 1, 一 1:1,, 故 I(G) 之 每 元 1。 有 
逆 元 石 1 一 7 一 。 于是， 76G7 为 群 ， 叫 做 G 的 内 自 同 构 群 . 这 里 
应 注意 的 是 : 虽 a 关 5, 但 可 能 有 1 一 1;, 例 如 当 ba7! 为 G 之 中 
心 元 时 即 如 此 . 

同样 , 设 zo, re 4(CG), 则 当 x€ G 了 时 ,定义 x”" 一 《x")! 后 ,也 
易 证 映射 * 一 x" 是 6G 的 一 个 同 构 映射 , 即 are 4(G)， 由 是 与 证 
阴 ICG) 成 群 之 理 类 似 ， 可 证 明 4(G) 为 群 , 册 做 G 的 自 同 构 群 ， 
其 单位 元 就 是 使 G 之 每 元 都 不 变 的 G 之 恒 等 自 同 构 1, 因而 也 就 
等 于 恒 等 内 自 同 构 1.(z《 Z(G)), 而 自 同 构 c 的 道 元 o! 是 使 x 
变 为 + 的 之 自 同 构 。 于 是 , 1(G) 为 4(G) 的 子 群 。 再 当 ck 
4(G), 1,€ 1(G) 时 , 因 对 任 x*€G 恒 有 x "(rr "= 
(er a) 一 《a )-Ix《ar) 一 zw 故 o 1 om 1s， 即 证 明了 
ICG)<4Cc)， 同 时 也 证 明了 用 自 同 构 sc 变 内 自 同 构 1, 的 形 之 结 
果 or Io 就 等 于 由 元 a 所 诱导 的 内 目 同 构 Ix. 

又 关系 式 J1s 一 Ls 同时 也 说 明了 映射 g 一 了 为 G 在 1(G) 
二 的 同 态 映射 ; G ~ 1(G)，, 其 核 是 由 G 中 具 性 质 {。 一 1 的 元 < 
之 集合 ;但 了 一 主 的 充 要 条 件 是 对 任 *EG 恒 有 zx* 一 和 一 alxay 
即 ze ZK(G). 因 之 ， 同 态 G ~ 1(6) 的 核 为 Z(G), 故 1(G) 之 
GZ(G)、 总括 之 :证 得 

定理 4 (CD 1(6) 本 4GN (Ci KG) G/Z(G); (iii) 


8 。 


oho=—m 1r(o€ A(G), LE IC(G)). 

再 设 1, p€ ECG)。， 当 4 € GG 时, 也 定义 ax* = Cal)*; 仿 讨论 
A(G) 一 样 得 知 ke ECG)， 邑 《ab)2 一 apt。 虽然 这 时 也 知 
结合 律 在 ECG) 内 成 立 , 且 恒 等 自 司 构 1 又 是 ECG) 的 单位 元 :但 
因 BCG) 的 元 1 为 G 之 自 同 态 , 故 映射 a 一 a* 一 般 不 为 可 逆 的 (1 
为 可 逆 的 充 要 条 件 是 4€ 4(G7), 于 是 一 般 地 说 ,4 在 ECC) 中 没 
有 逆 元 , 即 ECG6) 一 般 不 成 群 。 但 车 G 为 交换 群 , 再 定义 44+ 一 
alax 后。 有 (ab)te 二 (a6) (ab)=atbiatbt alarbibr—attbite, 
说 明了 映射 a 一 at* 为 如 之 自 同 态 ， 即 4 十 pf E(G); 又 因 
TE vm gg ee HM = CU CT] ze 人 iTR 。 8 = CR 一 
giantz 一 Giftpf0， 收 4 十 jg 一 十 4 及 十 4) 二 DV 一 4 十 
《pg 十 >)》， 说 明了 G 为 交换 群 时 , 自 同 态 之 加 法 不 仅 有 意义 而 仍 为 
让 同 态 , 而 且 加 法 的 交换 律 与 结合 律 都 成 立 。 再 若 令 6G 之 每 元 都 
映射 为 G 之 单位 元 。 的 CG 之 自 同 态 表 为 9, 则 由 于 x*19 一 ix 一 
xie mm 和 一 xf 到 得 2 一 1 十 9 一 日 十 1, 说 明了 6 在 加 法 运算 
中 可 充当 EK(G) 之 零 元 的 任务 。 又 若 4€ EC(G), 则 因 使 CG 之 元 x 
对 应 于 《xz 一 《x*)7! 的 映射 上 [ 即 x” 一 《x 一 x)!] 具 下 
述 性 质 : 

(zy 六 = [Cay = Ce CD x ys 
故 EE(G), 且 xwtY 一 xixY 一 xX) 一。 一双 ,证 明了 68 二 
14 二 一 天 十 1, 即 瑟 (G) 之 每 元 1 关于 加 法 运算 必 有 逆 元 和。 又 
从 Xs ps pvE ECG), 有 aleto en Cee 一 (zz (zi) 一 az 。 
zi 一 yirti， 故 208T+2) 一 X44 十 t， 说 明了 分 配 律 在 BCC) 内 
成 立 . 

总 括 上 述 , 得 到 : 交换 群 G 中 所 有 自 同 态 之 集 EC(G) 为 一 个 
有 单位 元 的 环 , 昌 做 自 同 态 环 .注意 自 同 态 环 一 般 为 非 交 换 环 . 

由 定理 4 得 知 群 G 之 内 自 同 构 群 (6) 易 求 : 因 1(6) 之 6G/ 
Z(G)7， 故 为 了 求 I(G), 就 只 须 求 中 心 Z(G). 至 于 求 G 的 自 同 
构 群 4CG), 一 般 说 来 , 这 是 群 论 里 的 一 个 困难 问题 , 原因 是 群 G 
的 一 些 性 质 在 多 数 情况 下 对 自 同 构 群 4(G) 言 是 不 成 立 的 ， 列 举 
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于 下 . 

(D 交换 群 C 的 自 同 移 涪 4CG》 可 不 为 交换 群 

例如 克 菜 茵 四 元 群 风 的 自 同 构 群 4 (RR) 二 5B,. 

例如 无 限 循环 群 G 一 《ea} 的 生成 元 只 有 < 与 ao 而 G 之 任 
何 自 同 构 必 使 生成 元 映射 为 生成 元 , 改 G 一 {e) 恰 有 两 个 自 间 构 ， 
一 为 a 一 a， 即 恒 等 自 同 构 ， 另 一 为 a 一 4a 1， 其 阶 等 于 2.。 故 
<4(c) 为 2 阶 循环 群 ， 

(IU) 无 限 群 的 自 同 构 嫩 也 可 为 丐 限 群 

例如 一 切 素 数 所 成 的 集合 间 的 任何 1-1 映射 都 是 所 有 正 有 理 
数 而 成 的 先 法 群 之 自 辐 构 . 

(IV》 瑟 不 同 构 的 两 个 群 的 自 局 构 群 可 为 同 构 的 . 

例如 无 限 循 环 群 与 三 阶 循环 群 之 自 同 构 群 都 是 2 阶 循 环 
群 ， 

员 然 决定 群 G 之 自 同 构 群 4(6) 是 个 困难 问题 , 可 是 对 有 限 群 6 之 家 同 
构 群 4(G) 之 阶 (4(C) ) 的 上 限 及 下 限 都 作 了 一 些 有 意义 的 探索 工作 ,这 里 
不 去 讨论 。 结束 本 节 以 前 ,再 回顾 定理 4 之 关系 式 r(G)=G/2(Gc), 由 于 
G 二 Ne(G), 2(G) 二 Zol(G), ICG) 安 409)， 故 关系 式 CAZ(G) 一 [CIJELCG) 
表明 了 Ne(G)/zc(c)=TGc)E4(c)， 即 NcCG)/zc(c) 和 4CG) 之 一 子 群 
成 同 构 。 今 问 : 次 恕 改 为 它 的 子 群 严 时 ， 结 果 怎 样 ? 是 否 能 断言 Ne(H)/ 
za 人 8) 与 4(H) 的 一 子 群 成 同 构 昵 ? 答案 是 肯定 的 ;而 有 下 面 的 

定理 5 ”对 群 G 之 任何 也 群 HH，Ne(H)/2c(H) 得 与 4(2) 的 二 于 群 成 
同 构 . 

“证 明 癣 感 G 之 内 自 同 构 1(x€ 6); 当 *ENo(H) 时 ,由 于 H<ING(H) 
就 有 昌 ! = xx = 及 ,说 有 明了 这 有 时 G 之 内 自 同 构 二 可 诱导 万 的 一 个 自 局 
构 ; 即 hxh* 一 x-ihx (xE Neal 及)) 为 有 H 的 自问 构 腾 射 。 又 易 知 : 当 *，y€ 
NoelH) 时 ，h* 一 67?《〈 即 天 与 已 诱导 了 五 的 同一 个 自 同 构 ) 的 充 要 条 件 是 
zy & Ze( 扣 ， 这 也 是 说 : 当 *, yeE Ne(H) 时 ,天 与 局 可 诱 翌 女 之 同一 个 自 
同 构 的 充 要 条 件 是 > .zc( 吕 ) 与 Jy。 Ze(#) 为 商 群 Ne(B)/Zze(B) 之 同 -- 元 。 
这 无 异乎 是 说 ee 
NelH)/Ze{H)TOS.4H)., 证 完 . 


问题 1 “人 阶 群 G 之 自 同 构 群 4(G) 的 阶 必 为 人 一 1)! 之 


+ GB * 


因数 , 即 oC4CG))|[o(G) 一 1]1. 

问题 2 ” 非 交 换 群 的 自 同 构 群 不 是 循环 的 . 

问题 3 ”无 中 心 的 群 G 之 自 间 构 群 44G)》 也 无 中 心 . 

问题 4 设 群 G 一 SM ,5 为 子 群 , M 4G 且 SNM = 二 1. 车 
o'€ A(S) 且 对 每 5ES 恒 有 IE Z(G)， 并 定义 Gsm)》” 二 sm 
(ES mk M), 试 证 o€ 4(G)，( 文 献 [7]) 


$10. 换 位 子 群 


我 们 已 知 交换 群 的 构造 (在 第 二 章 里 解决 )， 就 是 到 目前 为 
止 , 也 知道 了 交换 群 的 一 些 性 质 : 例如 交换 群 为 单 群 的 充 要 条 件 
是 它 为 素数 阶 的 循环 群 ， 交 换 群 之 一 切 自 同 态 的 集 是 一 个 具 单位 
元 的 非 可 换 环 :交换 群 之 子 群 恒 为 正规 的 ,等 等 . 但 实际 上 经 常 姓 
到 的 群 大 都 又 不 是 交 的 的 ,例如 域 和 上 的 nk 之 2) 级 全 体 线性 群 
GL(n, KK), #( 之 3) 次 对 称 群 人 S,， 等 等 。 于 是 ， 想 使 非 交 换 群 
转化 为 交换 群 来 讨论 ,在 群 论 上 当然 是 个 重要 问题 。 怎 样 转化 呢 ? 
首先 自然 要 在 非 交 换 群 G 之 元 间 重 新 定义 一 种 相等 的 关系 ， 为 了 
与 6 之 元 原 有 等 号 “二” 区别, 今 用 符号 “三 ” 表 新 的 相等 关系 , 岂 做 
想 合 ， 我 们 目的 是 要 研究 G 中 任 二 元 2，5 虽 非 有 az 一 ba 之 关 
系 ， 但 却 希 望 有 a48 = ba 之 关系 ， 即 对 相合 关系 言 ; G 为 交换 群 . 
当然 相合 “三 ” 既 为 新 的 相等 关系 ,应 希望 相合 “ 竺 ”满足 通常 相等 
的 要 求 : 例如 GG 之 任 二 元 a。， 引 或 为 a 呈 5 或 为 a。 壬 5&5, 二 者 有 且 

Qi) ” 自 反 律 (对 任 a€ G 和 恒 有 4 二 0)， 

(i) 对 称 律 ( 若 4 = 5, 则 5 二 a)， 

《ii) 传递 律 ( 若 a 三 &,5 二 cc, 则 a 二 ec); 

除 此 以 外 ,还 应 要 求 由 z = wa ,b= & 和 恒 得 ab 二 ob。 

现在 就 假定 在 G 之 元 间 已 定义 了 相合 “三 ”关系 ,并 满足 上 述 
的 各 条 要 求 。 首 先 间 : 与 G 之 单位 元 1 相合 的 G 中 诸 元 之 集 入 为 
什么 呢 ? 
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苦 a 三 1, 则 ga-! 寺 1' 4 1! 二 4- 1, 即 1 三 4-; 又 若 5 王 1, 则 
ab 三 1:1 二 1， 这 说 明了 a,5EN-->aT!,， abEN, 履 N 是 6G 之 
子 群 .其 次 ;由 a€ NN ( 即 a=1), 当 g《 G 有 时 因 有 gag 二 8 1 
g 一 1， 放 giagEN, 即 NAG. 再 从 rm》 得 1 = xx! 二 yx， 
yxzrIE N, y ENx; 反 之 ,J E Nr > yr EN——> yr 1 yx re 
x，y》 三 x 这 说 明了 凡 相 合 之 元 必 属 于 六 之 同一 陪 集 (对 G 言 ) 内 ， 
且 属 于 六 之 同一 陪 集 央 之 元 又 必 相 合 。 于 是 得 知 相合 关系 实质 上 
就 是 商 群 G/N 中 的 相等 关系 ,再 由 o5 二 ba 即 得 G/N 为 交换 群 . 
总 之 ,在 G 之 元 间 定 义 了 和 相合 概念 后 ,并 假定 还 满足 上 述 的 那些 要 
求 , 那 末 凡 与 G 之 单位 元 相合 之 蕊 中 诸 元 的 集 N 为 G 的 正规 子 群 ， 
且 高 群 G/N 是 交换 的 

下 一 个 间 题 是 NN 究竟 含 G 中 怎样 的 元 ? 由 于 条 件 a8 二 ba 
和 条 件 eb-1a6 村 1 中 spagE N 是 等 价 的 , 故 若 令 G 表示 由 
形状 凡 为 e471ab(qa、， Bb& G) 之 元 所 生成 的 G 之 子 群 , 即 G'={[a， 
ba 65] 一 qb-lab(Ca， 65E GC))， 显 然 就 有 GSEN。 阳 [e 5] 
为 a, 5 之 换 位 元 , 这 样 的 命名 是 由 于 ao 一 Ba* [a, 5], 即 用 [a， 
5] 右 乘 ba 的 结果 就 把 *, 上 的 位 置 互相 掉 换 了 的 原故 ， 了 叶 G 为 
G 之 换 位 子 群 , 表 为 G 一 [G, G1. 

再 设 ot€ ECG)， 则 因 [a，&8 一 [a，2&?] 亦 为 换 位 元 ， 故 
G 一 [G，6C]d4ddG， 因 而 有 商 糙 G/G'.。 由 于 eG 25G 一 
abG = ba [asb] -0G 一 pcG' 一 56 .2aG， 则 知 G/G 是 交换 
的 . 反之 , 若 44G 且 6/4 是 交换 的 ， 则 对 任 +，y&€ G 恒 有 
xyAd= xrA yA yA rA= yrA, Rx ly ryA= A, [x, ye 
4 因而 G 一 [G,G]SL4， 故 得 

定理 1 群 G 之 换 位 了 如 G 一 [G，G] 为 G 之 完全 特征 子 


之 执导 ey 
由 是 可 知 ， 换 位 于 群 6' 的 特征 表现 在 以 它 为 模 的 商 群 能 为 
交 梁 的 G 中 最 小 的 一 个 正规 子 群 。 还 有 更 一 般 的 结果 , 即 
定理 2 设 群 C 之 也 群 互 含 换 位 子 群 6 一 [G, G] ( 即 G 一 
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LG, GJ]EHESG), 则 HdG 且 G1/H 是 交换 的 ， 

事实 上 ,从 G/G’ 之 交换 性 知足 /G' 4G/G', 故 HAG。， 又 因 
G/H 之 《G/G' (H/CG'), 故 G1/G' 之 交换 性 保证 了 G/BH 为 交换 
的 . 

下 面 再 讨论 G 之 子 群 号 的 换 位 子 群 妇 一 [ 互 , H] 及 商 群 G/4 
的 换 位 子 群 (G/4》 一 [G/4，G/4] 这 二 者 与 G 一 [G，C] 
之 关系 。 由 定义 易 知 从 瓦 和 G 得 百 所 G， 故 禹 考虑 的 是 
《G/47 一 [G/4, G/4]， 据 定义 , 知 (G/4》 是 由 形 凡 为 

(giA (pgA) (gp1A) (gd) = gilg7'ggd4 
之 陪 集 所 生成 的 G/4 之 子 群 ;但 gi'gz188s€ G', 故 知 gr!1g7'181824 
EG'A/A4， 证 明了 (G/4) 一 [G/4，G/41SG'4/4. 反之 ， 


G'A/4 之 每 元 为 84 形 (geG 一 [G，G])， 故 中 一 II [a, 


bi], 每 a, b;€ GG， 于 是 可 知 “= 可 [le 51141 ~ I Loi4, 


BA IG/A, G1/A]=(G6/AY 的 元 ， 又 证 明了 G "4/4AECG1AY. 
故 又 得 到 了 
定理 3 (i) HCG—>H CG’, 
(Gi) (CG/A4Y = {G6/4, G/Al = GA/4. 
附注 虽然 瑟 <G, 但 可 能 是 好 一 6G', 例如 G 为 交换 群 时 , 其 
任何 真子 群 日 恒 有 H' =[H, HI]=6 =[G,6|]=1。 又 从 
CG/A) = G 4/4 也 得 知 5/4 为 交换 群 的 充 要 条 件 是 CEA 


为 今后 引用 ,列举 换 位 元 闻 的 一 些 重要 公式 ， 


[a， 一 一 [2， 4a]， 《1) 
[abs,c]— bas clb: [b,c] 

= [a,c][[a, cel], 8][b, cc], (C2) 
{as bc] = [asc]: ca, ble 

=— [a, cl][e, tb][[a, 2，c]， (C3) 
[ep 一 《ab [a, 8] * Cab). 《4.1 


这 些 公式 都 易 证 明 , 从 略 ， 由 公式 (2),《3),《4) 又 易 知 
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lab, cl 一 oocTo ec] 
las pc] 一 [z,5j[aycly 当 CG 一 [cy CSEZCCG) 时 . 
[oa 一 : 8] = [a, £1], | 
还 有 下 面 的 
定理 4 a) 若 [a，5] 与 4 可 交换 ， 则 对 任何 整数 常 有 
[4,8] = [a, 5}*, 
b) 者 lz，6] 与 "及 2 都 可 交换 ， 则 对 任 筷 钴 数 .” 常 有 
(oaB)” = popni5， 
证 明 a) 对 w > 0 时 关于 r 用 归纳 法 来 证 明 ， 当 wn 一 1 时 ， 
结论 显然 成 立 。 又 
[e", &] = [ea”™!, £] 
一 a a bat [or 6] 《利用 了 C2) 式 ) 
一 [ay [er 6b] 《' [ay 5] 与 4a” 可 交换 ) 
~ [a,5][a, 6]" 《利用 归纳 法 的 假设 》 
一 【ay pb], 
再 由 《2) 式 可 知 当 ”之 0 了 时 有 
l= [a Bb] = a fe”, 5 oa 一 Fo 一 5] | 
| 
一 oJ [ee 一 2]， 
于 是 得 [a 一 [Te，2] 一 . 故 a) 获 证 ， 
h)》 nml ne 今 设 = 之 1 并 归 钠 地 假定 一 1 时 
结论 是 正确 的 ,于 是 就 有 


(45) = (ab) ab) 
2 《利用 了 归纳 法 假定 ) 


一 glp"-!. [b, a] 
(nl)(n—2) 
-= alprlabp: [bb, ,al ? 《… [6, ae 一 [ay 了] 全 


[他 一 1 [加 一 2 


与 a 及 4&8 都 可 交换 ) 
C11) (nm— 
ar lab pap lab: [5. a 
nm—l)(*—2) 
一 26 lb, 8] 六 [5 a] 2 
rb [bal bh, al “(利用 了 2)) 


ee rs ee en ene a 9。 


st 


一 dp [b, al] 


一 arb". [5， a] 了 。 故 b) 效 证 . 
定理 5 (维特 (Witt) 恒等式 ) 若 令 [[a.&8],c] 一 [a， 
6，c]， 则 有 
[qs bt, ce] So, ce™, al'[e, a, b= 1C1€ 1(G), a€ G). 
证 明 令 一 acaTlba, 以 及 ee,5b,c 之 循环 轮换 后 再 令 v 二 
bablcb 及 w= 二 cbc-lsc。 于 是 有 
[a bt, cl = 6 a, bt] ea, bc 


-1 m—?) 
pd 


= bb ac eae, bl]eb 
= pbaTib lac la bablcs 
一 qlp-lacTla hadich = ulv, 
同样 道理 ,又 可 知道 
[b,c ale = viw 及 [car bls 0 wln, 
于 是 , [a, bi ec]: [bs es el [ea™!l,b] =au vo tww = 
1。 证 完 . 
问题 1 ” 设 4 为 群 6 的 交换 正规 子 群 ， 而 次 群 G/4 一 { 4x] 
又 是 循环 的 .。 试 证 : 
G) a 一 [a,x] 为 4 在 G 上 的 间 态 映射 (4 ~ G')， 
Ci) 对 有 限 群 G 就 有 oC4) 一 ofCG) ol(ANMmM2Z(G)), 
问题 2 ” 求 久 与 刀 的 换 位 子 群 . 
问题 3 ”不论 BH ， 刀 ,-……，5b, 为 群 G 中 4 个 元 es Gd 
的 任何 排列 ， 关 于 = 用 归纳 法 证 明 恒 有 ma 和 51ex 弛 ! anbzte G 一 
[G, G1. 


$11l. 直 积 


群 论 里 常 借助 一 些 子 群 的 性 质 来 研究 群 ， 这 在 43 的 开头 就 

谈 过 这 个 问题 。 所 以 当 群 G 能 写 为 二 子 群 之 积 如 G 一 48, 且 4 

与 8 又 都 是 正规 的 并 还 有 4 门 B 一 1 时 , 这 样 供 讨 论 4, 8 之 性 
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上 质 来 探索 G, 当然 显得 更 为 重要 ， 现 从 下 面 的 定义 开始 . 

定义 1 设 群 G 之 二 子 群 4, 8 满足 

(> A446,8B46G, 

(ii) G&G = 48B, 

(i) ANB=!1 
这 三 个 条 件 时 吕 G 为 4 与 3 的 址 积 , 记 为 G~ 4 XB. 

由 直 积 的 定义 ， 即 知 G=AXB-—>G= BxA, 妈 AXB = 
BXA、 由 G 一 4XB 又 知 G/4 人 之 B/A 门 B 一 BB, 故 车 ofG) 
为 有 限时 ,有 oC(G) 一 ofd) :0o(8). 

据 条 件 〈《iai) 知 G 之 每 元 x 一 ab 形 (a€ 4, 5€ B); 再 由 条 件 
《iiy 知 8 一 a6 的 表示 靶 是 唯一 的 : 事实 上 ， gE— 4 aibila, 
a€ As bE B)—>aTla ~ bo EANBS= 1=0 4, = 
8。 但 由 条 件 (2) 与 《iii) 之 合并 ,又 有 

1 , [a (bab)e d 
和 (aip-ia)oEB 
w= 一 人 > ab = ba. 


一 -> da 一 过 -abE ANB 


D4 电 定语 这， 

反之 ， 设 群 G 之 二 子 群 4， 8 已 满足 (I), UI) 两 款 . 款 (1) 
说 明了 G = 4B8， 妈 条件 〈ii)。 又 因 gdg ~ baiAda)b 一 
biAb、 故 据 堵 (ID) 得 ghg 一 六 4b 一 4， 其 446; 同 理 ， 
8 dG. 于 是 条 件 (iD) 成 立 。 再 若 x*e4nB,， 则 因 x* 一 1. zx 一 zx， 
1, 故 据 款 (I) 不 得 不 有 x 一 1, 即 条 件 (iii) 正确 . 故 G 一 4X 了 3， 
而 得 到 

定理 1 群 G 为 其 二 子 群 4,B 之 直 积 4 x B 的 亦 票 条 件 
是 (1), (0D)。 换言之 ,条件 (i), (ii),( 运 ) 与 条 件 (I, (0) 是 等 价 
的 . 

推广 到 群 G 之 * 个子 群 ,又 有 下 面 的 

定理 2 设 H, Hy:**, H, 为 群 G 之 + 个 于 群 (sn 之 2)， 那 
来 下 面 的 二 条 件 


和 和 本 和 和 


一 一 一 一 一 人 


vv 
§ nm ?pr 


we ee 一 1， 2 *。。，")》 办 ) 》 
Ci) C 一 [本 万， 万 ,}， 图 之 贝 (i) 和 MG=HH HH,, 


Gi) HN I] H,=1 
全 4 
是 等 价 的 . 
证 明 的 方法 与 证 定理 1 全 同 , 从 格 。 岂 G 为 本, Hi,*…,H， 
之 直 积 ， 表 沟 G=H XIxX-..-. x HH,, 而 BU 每 Bi 为 G 的 真 央 


子 . 由 于 G/ 如 ,全 再 X… XxX Ha He I — H, x 
Ha， 故 对 有 限 群 G 言 有 otG) 一 olH,)* oH XX H,)， 
因而 对 直 因 子 之 个 数 ” 用 归纳 法 可 知 o(G) 一 ]] okH,)， 著 6G 


二 1 


为 加 群 ,将 直 积 改 叫 直 和 , 表 为 6 一 HH 十 H; 十 "十 H，. 

直 积 概 念 全 有 许多 重要 性 质 ， 列举 于 下 ， 
规 子 群 . (这 定理 3 也 说 明了 正规 子 群 概念 要 满足 传递 律 的 一 个 充分 条 件 . ) 

事实 上 ;从 G = 二 4 Xx 8 知 6G 之 每 元 gg 一 ab 一 bala€ 4, bEé 
B); 故 若 N AA, 则 Eg-Ng 一 baTINa)b = biINb = N, 即 N< 
G, 证 完 . 

定 环 4 若 G == Hx HX- :XH,, H,= HX HX-*:.Xx 
Hin (i 1, 1), 则 G 也 必 为 这 此 及 ， 的 直 积 (i = 1, 2， 
13 了 一 1，**"*… ,fi), 《定理 4 说 明了 直 因 于 的 概念 满足 传递 律 ,) 

证 明 由 定理 3 确 知 每 Hi; 4G。 又 因 G 一 { 苇 ,…, H,)， 
而 互 ， es {Ha, 了 Hi,,} Cf 一 1 2 #2)， 故 C 当然 可 由 这 
些 瑟 ; 生成 . 最 后, 若 x € 五 站 Il Bi, 则 因 


Cr Fat, 4) 


Hi = 下 
(2 DS a) 


o Fo 


故 从 xe TE 已 , 即 得 xz 一 妙 ,Ace [I His ye TT BiH 
于 vr 


Co yh) 
于 是 再 由 x€ Hc-H 又 得 
= xy 1E€ HBH,"| 开 刀 ; 一 1， 
让 


不 得 不 有 EN Hy, = 1， 大 x 一 1， 妇 


HN I ,=1. 


{i DA, 4) 
故 证 明了 所 有 的 HH;; 能 满足 定理 2 中 条 件 (Di (iii)， 即 G 为 
这 些 及 ;; 的 直 积 。 证 完 ， 

定理 5 车 6G 一 本 XH,X…. XH,， 则 由 适合 1 4; 人 5 
Hi(i 一 1,.…，m) 的 = 个 于 群 44，42，…，4。 所 生成 的 G 之 子 
群 C 一 {4，42……， 4,} 等 于 41 4,,…， 4 的 直 积 ， 

证 明 由 于 ;和 ;之 元 间 的 两 两 可 交换 性 (i < 门 , 而 利用 
关系 式 4i 乞 Hiti 一 1，2,-'*，7), 则 知 C 之 每 元 ° 可 写 为 c = 
ab "dn 形 《a;€ 4A:)， 再 因 c€ 6G, as& Hi, 并 利用 直 积 G=H,x 
日 ; X…* XH, 的 意义 知 c 一 oan 之 表示 法 为 唯一 的 。 再 
因 4,SHi, 4;SH;, 故 在 1 六 7 时, 4; 与 4; 之 元 则 也 必 能 两 两 可 
交换 . 这 证 明了 C 之 子 群 A:, 4,， 2 A 能 满足 定理 2 中 的 条 
件 (1) 与 (17), 政 C 一 4,X 4,X… XxX 4, 证 完 . 

再 令 G 一 4XB, G 之 子 群 Ff 二 4. 于 是 ,之 每 元 为 {二 ab 
形 《(a€ 4,be B), 故 由 a€ A4CF 得 b 一 a-ifeE F, 即 be BNF， 
证 明了 FS4 (8 站 F)。 另 方面 ;由 4SF 及 BNFCF 显然 又 
有 4 (8 站 F)CSF， 故 结果 得 下 一 4 (8 由 FF), 其 次 ,从 BG 
显 有 BNF<dF, 又 从 446 与 4GF 而 有 4<4F.。、 最 后 ，4 门 
《和 们 F) 生 4 站 B 一 I， 因 之 有 直 积 下 一 好 X(《B 站 忆 )， 而 证 得 

定理 6 若 G= AXB, 月 G 之 子 群 FA, 则 下 一 4 和 
《 召 站 五). 

附注 因 4 故 和 二 4NnF, 因 之 定理 6 的 结论 得 写 为 f= 
《4NF)x(BN), 当 G 一 4 x 8B 时 ， 于 是 可 能 会 提出 这 样 的 问题 ， 
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妇 当 一 4 XB 时 ,不 论 F 为 G 之 任何 于 群 , 常 有 关系 式 F = 《4n 
F) x 《BN 了) 吗 ? 一 般 说 来 , 这 是 不 成 立 的 。 因 为 从 6G 一 4XB, 昌 
知 F 的 每 所 了 一 a 能 唯一 地 决定 4 与 5， 但 却 不 敢 保证 4 与 5 都 
在 Ff 内 , 故 据 定 理 5 内 能 说 有 直 积 (4NnF)x (BN F) (三 F), 却 不 地 
保证 这 直 积 和 FF 一致. 


关于 直 积 分 解 的 换 位 子 群 与 中 心 ,有 

定理 7 若 C 一 4XPB, 则 ZCGJ) 一 Z(4) Xx 2(8B),G’ 一 
4 x 8B’, 式 中 C' 一 [G, G], 4 — [4, 4], B’—1B8,8]. 

证 明 G 一 4 x 8B 表明 了 4 之 每 元 与 8 之 每 元 可 交换 ， 而 
Z(4A) 守 4 当然 也 说 明了 2(4) 之 每 元 与 中 之 各 元 可 交换 ,同时 又 
因 Z(4) 之 每 元 与 4 之 每 元 可 交换 ， 故 结果 可 知 Z44) 之 每 元 与 
G 之 各 元 可 交换 , 即 Z(4)CZCG)， 同 理 , Z(B)EZ(G)， 故 据 
定理 5 又 有 直 积 Z(A)X2(8)CCZCG). 反之 , x*& Z(G) 一 > 8 一 
qb(arE 4 页 6EB)， 故 对 任 a€ 4， 利用 za 一 ax 及 ba ab， 
得 

adab! = dba ~— sd = 42 = dabis 
不 得 不 有 me 二 ee, 即 ot Z(A)， 同 理 , b,€ ZC(B), 于 是 又 得 
z 二 qb€ Z(A) Xx Z(B), 即 Z(G)SGZCA) x 2Z(B)。 故 不 得 不 
有 2(G) = Z(4) x 2Z(B)。 同样 , 由 定理 5 又 有 直 积 4 x B"， 
再 从 4EC 及 BCG 得 4 X BCG.。 反之 , 设 gg 二 qb 
EB 二 azba ai € A, bit B), 而 利用 4 之 无 与 | 知 

[pg 8g2] = brianlbzi arlabiab; = ai!07lad db bbb, 

es La,， gl bs bs] < A x 五 ， 
即 证 明了 G'SA4 x B'， 故 得 G 一 4 x 8'.。 证 完 . 

再 用 归纳 法 ,得 : 

推论 若 G= 4x A;X :Xx 4 则 Z(G) = Z(A,)} Xx 
2Z(41) Xx 人 x Z(A4,) 与 G =[G, G]= Ax AX-..……XA’, 
式 中 A [A;, 41]. 

加 果 只 有 G = 48, A4<G,B<4G, 但 积 4B 非 直 积 ， 即 这 时 
4 站 了 到 1, 那 末 当 令 D4 站 8 时 , 因 DJG, 改 A/D4G/D 与 


» TT 。 


B/DcdG/D; 其 次 , G/D 一 (A/D)(B/D); 最 后 ， aD 一 sD(aE 
A, bE B)—>4a= bd(d ED)E B, 寺 是 a€ ANB~D,aD=D, 
即 4/DPN B/D 一 1、 这 就 证 明了 

定理 8 若 G= 48， A441G， 8 4G, 那 未 当 令 DPD 一 4B 
时 ,就 有 G/D 一 4/D x B/D. 

定理 8 的 意义 是 说 非 直 积分 解 可 转化 为 直 积 分 解 的 一 种 方 
法 . 

上 面 讲 的 都 是 从 一 个 已 知 群 出 发 、， 研 究 它 分 解 为 一 些 子 群 之 
直 积 时 应 其 有 的 性 质 . 这 直 积 分 解 的 概念 同时 又 提供 了 一 个 方 
法 ,使 我 们 能 够 从 一 些 已 知 的 群 作 另 - -个 新 群 ,而 所 作 的 新 群 在 同 
构 的 意义 下 得 为 这 些 已 知 群 的 直 积 。 基体 作 新 群 的 步骤 是 这 样 
的 : 

为 简单 计 ， 只 讨论 两 个 群 4 与 (因为 群 的 个 数 增多 时 ， 一 
般 不 会 出 现 本 质 上 是 新 的 东西 )。 令 4 与 B 之 元 各 用 符号 a, a， 
29"" 与 by by bys 来 表示 ， 今 作 一 切 可 能 的 元 素 侦 (Ca, b) 之 
集合 GlaE€ A, be B);, 并 定义 G 中 绪 合 方法 为 《ai bi) 《aa， 
妨 ) 一 《aigz; 拉 b1)， 容 易 证 明 : G 关于 这 结合 方法 成 群 ; 单 位 元 为 
(1, 1) 一 一 为 简单 计 将 4 与 8 之 单位 元 都 用 1 表示， 元 (a, 8) 之 
遂 元 为 (4,58) 一 (qT, 引 )。 这 避 就 是 由 已 知 的 群 4 和 8B 要求 
我 们 所 作 的 新 群 。 于 是 剩 下 需 解 决 的 间 题 是 怎样 在 同 构 意义 下 使 
G 为 4 与 B 之 直 积 . 

易 知 G 中 形 为 (a, 1) 之 元 (ae 4) 之 集 4 是 G 的 正规 子 群 ， 
司 理 形 为 (1, 5) 之 元 (b€ B) 之 集 8B 也 是 G 之 正规 子 群 。 由 于 
(Cay 区 一 (ooy 1 (1,) 则 知 G 一 A483. 又 ANMB 一 1, 即 4 与 
8B 的 交 只 含 单位 元 ,， 故 得 G 一 4 x FB. 

如 令 4 之 元 < 对 应 于 4 之 元 (a，1), 易 证 这 时 的 对 应 是 4 与 
4 之 元 间 的 1-1 映射 : a 村 (4a, 1), 且 为 同 构 映射 4 守 4。 同 
理 , 5 三 =(1, 0) 是 了 3 与 互 间 的 同 构 映 射 : 3 之 。 如 果 把 同 构 
的 群 抽象 地 看 做 相同 , 那 就 干脆 WG 一 4 x 首 为 4 与 B 的 直 积 ， 
记 为 G 一 4 Xx 8， 这 就 是 在 同 构 意义 下 要 解决 的 使 G 为 4 与 8 
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之 直 积 的 意义 ， 亦 即 由 4 与 8 要 作 4, 8B 之 直 积 的 意义 ， 也 正 因 
为 这 样 , 故 有 时 又 将 G 之 元 形式 地 写 为 ab(na€ 4A，bE B), 而 不 写 
为 (a, 5), 并 定义 元 素 间 的 结合 方法 形式 地 为 ajb1 * nby 一 (a183) 
(bb,). 

由 已 知 的 炎 4, 8, 作 其 直 积 4 Xx 8 的 问题 旭 然 解决 了 ， 但 
在 同 构 的 意义 下 直 积 是 唯一 的 吗 ? 换言之 , 设 4 闪 4，D@ 一 五 ， 
若 令 Gu 芒 曾 A x B®), GCG=AX B， 风 GY G 吗 ? 这 当然 是 
肯定 的 答案 . 因为 若 令 4 中 之 4 与 B 人 之 B 分 别 是 由 1-i 映 
射 4 二 =e 与 5< 志 50 所 产生 的 (ak 4, a A bE B, bE 
8B 中)， 则 在 G 与 G6 之 元 间 得 能 建立 1-1 映射 《se, 6) 二 5 (et， 
52 中) 之 对 应 关系 ， 且 这 对 应 关系 又 确 使 G 二 GW"， 故 4, 8 之 直 
积 除 同 构 者 外 确 系 唯一 的 ， 同样 ， n( > 2) 个 已 知 群 A A 
4 之 直 积 41 Xx 4A， X … X 4 亦 得 定义 , 且 唯 一 地 决定 ( 除 同 构 
者 外 ). 


有 了 从 已 知 群 作 直 积 的 概念 后 ， 就 可 以 解决 59 里 说 的 特征 单 群 与 单 群 
间 的 关系 问题 ,同时 也 探索 一 下 群 之 正规 子 群 究竟 与 直 积 有 怎样 的 影响 ， 在 
定理 8 里 面 也 是 谈 的 群 之 正规 子 群 对 直 积 的 影响 问题 ; 但 车 只 知 4 6 及 
8B<JG, 不 必 有 G = A438 时 , 那 末 G/D 与 直 积 之 关系 怎样 (但 D = 4N 8B)? 

由 于 4 <G 及 8<6， 有 商 群 8/4 及 G/8， 因 而 也 就 可 作家 积 GA4 x 
G/B8， 于 是 对 人 尾 & € G 令 8* 一 (Rg4, 8&88)€ 6G/AX G/B 时 ,由 于 (88:)* 一 
(gg8:A4, gi81B) — (g1A* giA, giB* giB) 一 《gid4y 8B) + (82A, 8B) = te 
看 ， 则 知 映射 gs 一 时 为 到 G/4x G1B 内 的 问 态 映射 。 义 夏 型 (1, 1) 的 充 
要 条 件 是 8g4 = 二 4 与 g8 二 8B， 即 g€ 4NB = D, 即 示 同 态 映射 6 的 核 为 
D 二 4N8。 这 结论 与 6 是 否 都 等 于 4B 没有 关系 : 故 证 得 了 下 面 的 

定理 9 设 4<16, B<|c, 则 令 D=4NnB 时 ,就 有 G/D 得 与 6/4XG/8 
“定理 9 是 从 映射 eg? 一 (g4, gB) 而 产生 的 。 如 果 欲 使 这 肤 射 为 到 
G/AXG/B 上 的 同 态 有 映射 。 也 就 是 想 使 G6/D 与 直 积 G/A4 x G/B 成 同 构 (6/ 
D 二 G/ A x G/B) 时 ,其 条 件 怎 样 电 ? 显然 ,这 时 的 充 要 条 件 是 对 任 *, ?EG 应 
有 一 适当 的 sg《 G 使 (x*4，y8) (8g4，g8)， 因 而 与 之 等 价 的 条 件 是 gE 
x4A 几 yB, 即 4 之 任 一 陪 集 与 8 之 任 一 隧 集 (在 6G 内 的 ) 必 有 公共 元 。 于 是 必 有 
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元 zzE ANgB, 天 4 二 gb (bEB), 妈 8g 二 ob Ed4B 证 明了 G = 48。 反之 ， 
当 G = 48 了 时, 对 任 *,y&G 常 有 适当 的 8 二 中 6, 使 y= xg = xab, 于 是 
4a€ A402B 一 > xak xANxaB 一 xANy8， 说 明了 4 之 任 一 陀 集 与 B 之 任 一 陪 
集 必 有 公共 元 。 央 而 6G/D 守 6/ Ax G13 的 充 要 条 件 是 6 = 48, 由 是 再 由 于 
这 时 有 6G/4 二 B/D 及 G1/8 二 41D， 就 必然 得 到 了 CG/D 二 A/DxB/D, 这 同时 
说 明了 定理 8 可 视 为 定理 3 的 一 个 推论 ， 

对 有 限 群 言 ,正规 子 群 对 直 积 的 影响 有 下 面 的 重要 结果 , 即 

定理 10 设 有 限 舒 6 之 "个 正 顷 于 群 4， As 机 的 阶 rs 

() Gm A Xd XA 

(i) ACGO)ZACA) KACA) Xo X ACAn). 

证 明 对 正规 子 群 之 个 数 ”用 归纳 法 不 难 证 明 ; ” 阶 为 两 两 互 素 的 *# 个 
正规 子 群 之 积 为 直 积 。 于 是 涉 42oeA4ds 一 人 X 在 XXX 故 o4meAd) 一 
ZiEa""* 一 ofG)， 不 得 不 有 G = A Ar Xe Kny 中 {i) 获 证 。 

再 令 o€ 妇 c)。 因 据 4 的 问题 2 可 知 : 由 于 5( 1) = 二 ol(4;)， 敌 得 
如 于 Ai, 不 得 不 有 全 二 4。 这 说 明了 GG 之 任 一 自 同 构 g 作 用 在 4 上 时 即 
得 到 4; 的 一 个 自 同 构 。 换 言 之 , 对 任 mi E44, oa 二 路 确 为 二 之 一 个 
自 同 构 ; 即 0;&€ 4(4)。 由 是 可 知 每 0& 4(G) 得 确定 4(41) x A(4,) x x 
A(A,) 的 肉 一 个 元 (01902599 05)3 上 O07 二 (0, 09， Cr) 为 4(G) 在 直 
可 A(4A1) XA(4)X… XA(4y) 内 的 映射 。 若 再 令 fT? 二 (Ty Ts- Ta)， 
则 因 尘 每 o1€ 刀 有 

Ga = (of)' (an) = (oF) a "te, 
故 据 (907)* 之 意义 不 得 不 有 
Gar 一 [or)2 = (Ty 0aTzy… Onrs) = 
= (01 0 0a) (Ti Ta Tn) = GOT 

说 明了 c 一 0* 为 同 态 映射。 樵 因 G 之 任 一 元 可 唯一 地 表 号 为 了 一 siaa…wn 形 
(a Edi), 天 从 0* 三 Tr 得 (mon) 一 (ri ra Tp)9 0i 二 Ti 于 
是 x = (043 qz) 一 ogg -oa2 一 6043 en di os GGT oo 0 = 
《ass…an) 一 2 不 得 不 有 0 一 fT， 这 就 证 明了 0—0+* 为 4(G) 在 直 积 
4(4)x 式 如 )x…x 人 不 定 ) 内 的 同 构 上 映射 . 

反之 ， 取 直 积 全 4 ) XA(A) xx 武人) 之 任 一 元 训 (ey aa cr] 
时 ( 即 wi€ ACAi))， 对 区 一 4 和 XXX 之 任 一 元 之 《ay ay 
a), 定义 
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2 一 《car。，adi za ) 


后 ;可 证 z-*e? 为 6G 之 自 同 构 ; 妈 xa€ ACG); 事实 上 ,从 ? 一 《后 22) 
A XA XXAds = 得 y° = (be, bE ban), 因而 xy = (4b, erbys""', 
fa] 一 > (17) = (Cosbi)™s C0263) ss es Canbo)rs) = CafBtr eb, «es 
gaBaz ) = (a, dls ery qm) (ChE PH, es bmn) 一 zj。 说 明了 x 一 +* 为 6G 
之 自 同 态 ; 其 次 ，x** 二 六 于 一， 因而 由 于 m%E 志 在 ) 就 不 得 不 有 
mi 一 bi 一 仿 * 一 又 说 明了 xx" 为 1-1 孔 射 ; 即 *x? 为 6 到 GG 内 的 同 构 
觅 射 ; 再 次 对 人 性 * 一 (at 423 "ry 0) EG 二 AX A XX 因 有 2i&€ 二 使 
8 二 wis 改 有 y 一 (B19 ba9 py bn) 使 了 一 《2 2; *, bux) 一 《Gy yy 
a) 一 x, 说 明了 活 射 sr So ble 为 6G 之 自 同 构 , 即 <E 4(G)、 
又 a 作用 在 41 上 的 结果 与 «; 同 效 : ”这 是 因为 of = (119% 1 of 
Li+i Le) 一 【1 1 4，15 4) 一 11。 的 缕 
故 ， 因而 又 证 明了 前 眉 中 的 肌 射 6 一 5” 实际 上 是 ASG) 到 直 积 和 41)》x 
4( 和 )X.…XACAs) 上 的 同 构 上 映射 邑 4CG) 二 人 41) XX A441) XX (4), 
定理 10 完全 获 证 . 

现在 来 解决 特征 单 群 与 单 群 间 的 关系 。 为 使 讨论 的 范围 广泛 一 些 : 不 必 
局 限于 有 限 群 ; 先 界 说 下 面 的 

定义 2 Ra 《有限 或 无 限 ) 对 和 的 集合 中 总 有 一 个 极 大 


件 . 
附注 定义 2 中 内 说 极 大 于 器 王 极 小 子 避 的 存在 狂 , 并 末 要 求 

其 唯一 性 ， 故 当 群 G 满足 极 大 条 件 时 , 那 末 任 意 多 个 子 群 所 成 之 集 

中 国有 一 极 大 的 ,但 也 可 能 有 两 个 或 多 个 极 大 的 。 对 极 小 条 件 吉 也 

是 这 样 .又 有 限 群 当然 满足 极 大 与 极 小 条 件 . 

今 设 6 为 特征 单 群 ,并 假定 6 满足 极 大 与 极 小 两 条 件 。 如 C 非 单 群 ， 则 
如 1<4<G 之 G 的 正规 子 群 4 存 在 ; 今 作 所 有 这 样 的 正规 子 群 4 之 集 球 ， 
由 于 c 满足 极 小 条 件 , 知 哎 含 至 少 一 个 极 小 的 N, 即 1<N<G, w<tc, 且 6 
中 任何 非 单位 正规 子 群 都 不 是 N 之 真子 群 。 因 之 , 若 oE 4(6), 则 由 同 构 之 
理 可 知 Ne 为 G*( 一 6C) 之 极 小 正规 子 辟 , 即 任 ce 4(G) 也 使 N° 为 G 之 极 小 
正规 对 群 ， 于 是 ; 当 ws as E 4(Gc) 时 ,由 NM: 与 Nez 之 极 小 狂 就 知道 : 

或 Minmwe 一 1， 或 1 一 Net， 

二 者 必 有 一 ， 若 wesn No = 1, 则 5 之 正规 子 群 NaNe* 一 NixNoa; 这 时 


wm 一 mao er 一 一 一 一 一 一 --- 一 


再 取 9:E A(G) 使 9,61, 0 由 是 从 Ne 之 根 小 性 又 庆 : 

或 (NXNA)NNSG3 一 1， 或 NENrixNras 
二 者 必 有 一 。 若 (MXxNeaJnn 二 1; 则 G 之 正规 子 群 NUN?N93 一 你 
Nr" xxN"a. 继续 这 样 作 直 积 之 方法 ;得 到 了 6 的 一 个 “正规 子 群 递 升 串 列 ”, 如 


CN CN XN CN XN XN 


因 G 满足 极 大 条 件 ， 故 上 串 列 必 有 止境 ， 即 有 这 样 的 直 积 M = N":x 
Nx-XNr (每 01€ A(G))， 使 对 任 5€ A(G) 恒 有 NE 性 ， 因 而 也 有 
NrCMG 一 1 2 7), 故 Mr 一 TIN EM 证 明了 MAJ<IG。 于 是 理由 
Ms 1 及 G 之 特征 单纯 性 , 知 寻 二 6G; 郊 6G 二 NXN"mx.，XNrr。 又 由 定 
理 3 知 Ni 之 正规 子 群 必 为 6 之 正规 子 群 , 故 由 N"i 之 极 小 性 知 Wi 为 单 群 ， 
至 于 Ni 之 N"i, 和 白明 。 故 证 得 

定理 1! 设 6 和 生生 和 人 于 是 6 


* 
是 


和 


今 问 定理 11 的 过 车 何 ? 2 逆 定 理 必然 也 正确 ; 且 极 大 与 极 小 的 条 
性 限制 还 可 取消 , 氏 为 单 群 显然 是 特征 单 群 , 故 只 须 证 明 下 面 的 
定理 12 各 有限 多 他 相同 相间 如 之 让 计 信 全 人 二 
证 明 设 6 一 4x4,X%X…Xd, 每 4; 为 单 攻 ,是 4 二 4;。 攀 若 G 非 特 
征 单 群 ; 则 有 N <1<IG 且 1<N<6， 当 然 , 6 一 N4144…4。。 从 妇 之 单纯 性 
及 NAiAsredi_ i 由 AI4;; 得 Ndidoredisn di 一 1 或 NAi4…Aii 几 A 二 
4iy 二 者 必 有 一 且 只 有 一 ; 如 为 前 者 ( 姑 NN444…4i_1n A 一 1), 就 有 直 积 
RN X44; 车 为 后 者 ( 即 LA 如一 人 本) 则 有 A 三 NAA，*… 
才 - 因 之 在 E = R4 -和 中 因子 去 为 多 余 的 ;可 以 亚 掉 ， 现 在 
令 i 三 1 开始 , 是 次 地 讨论 , 删 摔 象 刚 才 上 面 说 的 那些 多 余 的 4 之 后 ;就 知 
等 于 NN 与 某 些 4 之 直 积 ,为 简便 计 就 令 
G=NXxXA Xd XxX-.……x4 
由 于 1<N<G 知 1&1:<n, 故 
NGG/A XK AL XA XX A 
因而 N 得 写 为 # 一 上 个 互相 同 构 单 群 的 直 积 , 令 为 


和 一 Br X-: XB, 每 Bj; 二 每 1}, 


下 4 


于 是 得 到 了 
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Gm NXAXKAd XA BB, (1) 

今 在 互相 同 构 的 童 群 4 ……，4，B+b…，B 中 任 取 一 wl 与 一 二， 如 
出 及 了 Br。 令 二 BB, 是 由 鼎 射 a 一 ef € 8B.) 来 完成 的 (ae 4,), 即 二 跑 遍 
4 时, ef1n 殉 遍 Ba 上 且 有 (0441) 一 四 eicia 以 及 和 0 一 > 4 

今 作 G 之 这 样 一 个 贞 射 + 使 得 : 

(人 mE 有 时 ,定义 a 二 By 及 (efin)' = € 4; 

(i) z 不 使 4 pv， Biprs……， Bn; 的 无 发 生 并 化 ; 

kiii) 据 (1) 将 G 之 元 8 写 为 e 一 ocean(aigE A; b;&B)) 时 ， 
就 定义 g' 一 efazewwarbspini 如 。 于 是 名 二 a Bay 妨 一 (xiin)’ = %€ 
4; 且 可 验证 g-3&8" 为 G 之 自 同 构 : 因 从 gE6)=4a2 oar (i 
Ai 有 EBD) 而 得 下 一 170gbri 咯 bo" 后 (于 是 ,一 ii 区 By b= 
(em) 二 4) 荐 g* = gr 则 由 (1) 式 就 应 有 

a 一 Ci din 一 Al"im 4 二 0 
br 一 sd | = i = 一 天 | 

以 及 aa 一 Ga ‘ey dr = oy Bsrt 一 Diti9 "ys br_1 一 ty 于 是 必 有 多 一 入 
让 以 说 明 z 为 1-1 上 映射; 其次, 对 4.€44， 有 二 Wn 一 yo€ By 对 加 CEB 
又 有 E44 使 x1 二 区 4 一 bry 教 令 二 abipi by ys 时 就 及" = 
8, 即 对 任 z《 G 恒 有 EEG 使 8* 一 &， 即 映射 gg" 是 G 到 6G 上 的 ; 最 后 ， 
由 于 《siei)r 一 《aipi)r = fair = ela 及 《bb 一 《xs = 
[Ce ) 就 知道 (58 )' = (a ) (60s) 
(eso) borbir) Be bs B52)" = (ola2 eaebeti' bn bay aerasbir 
5b") 二 g's 即 ?f 为 同 态 ; 于 是 gs" 确 为 5 的 自 同 构 。 

由 是 ; 从 N 二 G6 得 N"' = N, 因 之 由 BSN 知 BCEN"' = N, 即 和 4 和 EN， 
这 显 与 6 = Nx44X…x4 相 矛盾 . 这 矛盾 的 产生 是 由 G 非特 征 单 群 而 致 
故 为 特征 单 群 ;证 完 ， 

md ht a 故 从 定 吾 11 及 12 又 有 下 面 的 


‘ 
xX = 加 


4 


ss on ov ro he 1 so 4 


和 


这 里 只 提 RS ;下面 再 对 这 问题 详细 地 沦 述 . 
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推论 2 人 它 或 为 素数 航 的 循 环 群 


间 


让 


再 问 : 0 下 面 的 定理 作 了 回答 ,到 

定理 13 ”证 何 王 的 极 小 王 规 ( 或 特征 ) 子 群 骨 为 特征 单 郡 。 

证 明 老人 朽 G 之 极 小 正规 《或 特征 ) 子 群 w 非 等 征 单 群 , 则 有 4 使 1 < 
A<N 及 4 本 vi 但 由 N IG (或 waq<c) 而 据 $9 定理 2 (或 .1) 就 知道 
AG (或 4 人 人 4G)， 这 显 与 六 为 G 之 极 小 正规 (或 特征 ) 子 群 相 矛 盾 , 不 可 。 
故 R 为 特征 单 群 。 证 完 。 

由 是 又 得 知 下 列 的 几 个 推论 . : 

”推论 1 满足 极 太 与 极 小 两 休 Se G) 的 极 小 正规 (或 


和 
a 
PE] 


a 


i ee 今 推广 之 而 
界 说 下 面 的 
定义 3 凡 能 写 为 单 群 之 章 积 的 群 统 红 叫 做 窜 全 分 型 群 


a 时 的 一 个 脚注 ,可 写 之 为 
定理 14 全 分 异 群 的 任何 正规 子 群 也 是 完全 分 型 的 ， 且 还 是 原 群 的 


完全 分 弄 群 指 的 是 它 能 写 为 单 群 之 直 积 ,但 写 为 单 群 之 直 积 的 表示 方法 
是 唯一 的 吗 ? 试 以 克 莱 菌 四 元 群 见 . 二 {a, 8} 为 例 来 说 明之 〈 呈 一天 一 1 
ab 二 be): 容易 获知 锡 , 一 {2} XxX{5} = {0} XxX{r} 二 {5}xt{e}, 式 中 ec 一 加 5 一 
ae 但 {0}, {6},{e} 都 是 2 阶 循环 群 ,因而 为 交换 单 群 。， 于 是 ,上 克 半 茵 四 元 群 
多 ， 虽 为 完全 分 裂 的 ， 但 写 为 单 群 之 直 积 的 表示 法 不 唯一 ， 注 意 克 莱 历 四 元 
群 写 为 单 群 之 直 积 表示 中 的 直 因 子 都 是 交换 单 群 。 若 一 完全 分 裂 群 中 为 直 
因子 的 诸 单 群 一 度 尼 为 非 交 换 群 时 。 又 怎么 样 呢 ? ”我 们 说 这 时 表 写 方法 是 
唯一 的 。 先 证 下 面 的 i 


引 理 1 设 6 一 4xB= A4xC, 若 2(4) 一 1, 则 必 有 B= 5， 

证 明 836/4 二 C, 而 8 二 C 是 借 83 与 Cc 部 和 G/4 同 构 而 产生 的 ; 但 
BG/4 与 C 之 Gj/4 分别 是 由 对 应 关系 < >42 与 < 人 >dAe 所 产生 (8€B， 
c& C), 故 同 构 8 二 Cc 卉 对 应 关系 5 二 + 可 得 到 ,其 条 件 限 制 就 是 -个 一 人 
妈 4 《4， 但 因 2 < 都 和 4 之 每 元 可 交换 ， 故 5 也 必 与 4 之 每 元 可 交 
换 , 于 是 te:e 4 就 表示 了 be，E 2(4) = 1 即 有 45 一 cs 即 同 构 关系 8 二 C 


9 4 ~ 


中 8 之 任 一 元 6 的 像 仍 为 5 这 证 明了 “5 一 38。 证 完 。 
据 引 理 1, 可 解决 学 全 分 发 群 中 分 解 的 唯一 性 问题 : 即 下 面 的 
定理 15 ”完全 分 裂 群 之 某 一 个 分 解 中 的 单 直 因 子 若 一 度 全 为 非 交换 单 


和 


站 


证明 设 完全 分 绚 群 G 有 两 种 单 直 因 子 的 分 解法 ,如 
G = A XA Xr Ky (2) 
G= BXxB,X: XB,. (3) 
并 急 定 《2) 中 的 每 个 4 为 非 交 换 ( 单 ) 群 ， 我 们 的 目的 就 是 紧 证 明 mw = ms 
且 适 当地 将 (3) 中 各 B 之 矣 序 重新 编号 后 应 有 Bi = 41(i 一 1s 2,…, 7), 
首先 证 明 (3) 中 每 Bj 为 非 交 换 单 群 : 事实 上 ,由 4; 之 非 交换 单纯 性 以 
及 Z(4i)<I4i;, 就 应 有 20C4i) 一 15 故 209) = 2(41) XZ(4.) XxxXZ(4)= 
1, 于 是 再 据 (3) 式 又 必 有 2(B;) 一 1, 这 足以 说 明 每 Bi 为 非 交 换 单 群 ， 
当 # = 1 时 ,由 (2) 式 知 6 = 4 为 非 交换 单 群 ,因而 这 时 (3) 中 的 六 一 
1 即 说 明了 #* == 1 时 定理 15 的 正确 人 性。 再 归纳 地 假定 (2) 中 直 因 子 之 个 数 
小 于 # 时 定理 15 成 立 ， 在 此 归纳 法 候 定 的 前 提 下 而 来 考虑 (2) 中 = 个 非 交 
换 单 直 因 子 4; 的 情况 。 
不 损 普 遍 性 ， 可 假定 mw 之 x: 因 已 证 过 每 3 为 非 交 换 单 群 。 疏 当 m < 
时 ,所 归纳 法 的 假定 ( 视 (3) 为 (2》) 立即 获知 m = ?矛盾 产生 了 ( 即 与 m < 
» 相抵 )， 
于 是 ， 认 (3 引 ) 式 令 NN 二 Bx.…xBs 时 ,有 1<N<G 且 N<4G, 故 据 定 
理 14 知 六 为 c 之 直 因 于 , 且 由 定理 12 之 证 明 方 法 中 尚 可 知道 能 从 (2) 中 取 
适当 的 : 个 因子 如 44 da …，4 使 得 


G 一 NXdXXd， (4) 
并 显然 有 I 和 :所 # 一 1。 从 (3) 式 ,显然 又 有 
G=NxB,. (5) 


因 2(6) = Z(4)X…X2(4,) 一 1 收据 引 理 1 由 (5) 与 (4) 式 就 得 到 
B= A XX A 因而 从 Bl 之 单纯 证 就 得 上 一 | 即 B, = 4A, 故 再 据 (2) 
与 (3) 又 得 到 了 
.GG= A XC(As XX A) = A XB, XX Be), 

于 是 再 度 利 用 引 理 1, 不 得 不 有 

A XX dAs = BX Xx Be, (6) 
故 据 归纳 法 的 假设 可 知 (6) 中 左 、 右 两 种 分 解 完 全 一 致 ， 即 必 有 到 一 1 = 
好 一 上 ?> 且 将 也 :> …"y Bm 之 顺序 适当 地 调整 后 应 为 FR, A B, 一 4A,. 尘 


9 $5 ， 


,定理 15 完全 获 证 ， 
结合 这 定理 15 与 上 面 的 定理 11 和 12 又 得 知 下面 的 两 个 推论 
和 1 满足 极 大 、 极 小 两 条 Rd ey 


a 
和 


PE 


证 明 据 定理 11; 知 6 一 4X 加 X…X 4 ns32 1 之 4y 且 每 41 为 音 
群 ， 由 G 之 非 交换 性 即 知 等 各 为 非 交换 的 故 据 定理 15 可 知 如 G = 4 x 
44X… X 轴 之 单 直 因 于 的 分 解 是 唯一 的 。 证 明了 推论 的 第 一 个 结论 

再 设 N 为 G 的 一 个 极 小 正规 子 群 ， 则 由 定理 11 可 知 XN 为 单 群 昌 为 c 的 
一 个 直 因 子 , 于 是 气 第 一 个 结论 ( 即 分 解 之 唯一 性 ) 可 知 这 WN 必 为 44， 4，…， 
4, 中 的 某 一 证 完 ， 

推论 2 有限 非 交 染 音 的 等 征 单 天 @ 中 所 有 要 小 正规 于 群 都 是 至 相 


和 


EE 


i 设 Ps Pas "> pn ， 是， 个 两 队 互 异 的 守 数 . 证 明 
ee …，pr 阶 的 诸 循 环 子 
群 的 直 积 .并 求 4(G). 

”问题 2 如 G= GX G,, 恒 有 4(G) xX 4(G,)SA4(G), 证 
2 

问题 3 设 G= GX GX XG, 为 非 交 换 单 群 Gi 之 
直 积 。 试 证 积 【| G; (而 有 JS{1, 2，,…,+) 者 ) 为 G 之 仅 有 的 


正规 子 群 ,而 Gi 为 G 之 仅 有 的 极 小 正规 子 群 . 


$ 12. 全 形 , 完 全 群 


河 题 的 提出 : 我 们 知道 群 之 内 自 同 构 不 使 它 的 正规 子 群 发 生 
变化 ， 换 言 之 ， 群 之 内 自 同 构 能 诱导 出 它 的 正规 子 群 的 一 个 自 辣 
构 ， 于 是 自然 会 提出 它 的 逆 命 题 , 即 问 ， 当 群 G 已 知 时 ,能 否 找 得 
一 个 群 5, 使 C<d6 且 G 之 任何 自 同 构 都 能 由 @ 之 内 自 同 构 诱 导 
出 吗 ? 这 答案 是 肯定 的 ， 也 就 是 说 群 @ 的 确 是 存在 的 ， 详 述 于 
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先 作 变换 群 6c 它 是 用 G 之 元 当做 变换 的 文字 所 作 的 一 切 1 
映射 而 成 的 变换 群 ， 于 是 ,着 oe 4(C), 则 变换 ( 。 } 为 群 5c 的 这 


样 一 个 元 素 , 即 使 G 之 单位 元 1 不 变动 的 一 个 变换 (*& G)， 故 可 
视 为 4(G)SSc， 如 果 把 4(G) 之 元 当做 G 之 元 间 的 变换 来 看 待 


的 时 候 ， 因 而 今后 将 4(G) 之 元 " 写 为 一 ( -小 
再 作 G 之 左 、 右 正则 表现 L(G) 与 RCG)。 显然 , L(6) 与 
RCG》 部 是 变 执 格 ee 的 子 群 。 因 为 LC) ,Re) 一 《2 


(CG) -ao 


L(g1) 人 右 正则 表现 L(G) 与 RC(G) 之 元 为 两 两 可 交 
换 ， 故 RC(G) 与 工 (G) 分 别 为 L(G) 与 RCG) 之 中 心 化 子 ( 在 Be 
内 的 ?的 子 群 , 即 RCG)CZe_(L(G)) 与 L(G)CZe(R(G)). 


反之 , 设 (_*)e zeo(L(C))， 则 因 RCI e ZecCL(G)), 故 
(RD Ge) ~ Ci) Cie) 


-Ee) -etic 


但 因 【 _。。,) 显然 使 G 之 单位 元 1 不 变故 Ca ye 
L(g) 使 G 之 单位 元 1 变 为 ec- 于 是 所 


(RO Lg) = LAE) ) RO 
以 及 L(8) 使 G 之 单位 元 1 变 为 gr!， 就 知道 《_*) RCI 必 使 


G 之 元 8 不 变 . 由 于 8 在 G 内 的 任意 性 , 故 不 得 不 有 


se 


人 RCPD 一 1 ( 伍 等 变换 )， 
即 
(™) — R(1*)€ RCG), 


又 证 明了 Zee(E(G))ERCG)， 同 理 ， 可 证 Zee(RCG)7SLCG)， 
于 是 证 得 了 刁 
定理 1 群 G 之 车 、 有 正则 表现 L(G), RC(G) 彼此 互 为 在 变 


RCG) 一 > 与 L(G) 一 ZecCRCG7). 
定理 1 只 谈 了 中 心 化 子 . 再 考虑 正规 化 子 , 即 考虑 Nec(CR(G)) 
与 Nes(L(CG))。 因 中 心 化 子 为 正规 化 子 的 正规 子 群 , 故 由 定理 1 
即 得 
L(G) YNe (R(G)) 与 R(G) ANe (L(G)). 


今 着 ee 4(6), 即 a 一 (”), 则 因 
ot R(g) :一 人。 汪 We 


-( )-( )- Re), 
Ip 8 
故 v 一 (“)eNse(RCG)), 即 4(G)SNeoCRCG)) 但 ~ 1， 
改 4(G) 是 Neo(R(G)) 之 一 个 这 们 的 子 缮 , 即 其 每 元 (置换 7 都 
使 G 之 单位 元 这 个 文字 不 变 ， 同 理 ， 
oT Lg) ro = Le )=> A(G ENZO 

色 之 , 设 【“)eNse(R(G))， 且 工 一 1( 即 变换 人 ) 使 

之 单位 元 1 不 变 ), 则 因 


No (Cy) ne), 


* 3 * 


改 (“yy) 一 RD 一 (),# 当然 且 + 而 妆 ， 妈 对 任 se 6 所 


有 (xy) 一 x'g, 故 特 当 x 一 工时 有 GF 即 攻 一 8， 
因而 不 得 不 有 (xy》 一 x'y 对 任 *,y€ 台 党 成 立 ， 这 证 明了 G 在 
G 上 的 1-1 了 映射 + 二 sx 为 G 之 一 个 自 同 构 r, 即 


T 一 (2) 一 (JeAG) 

也 就 是 说 Neo(R(G)) 中 凡 使 6 之 单位 元 1 这 文字 不 变 的 时 换 必 
在 4(G) 内. 

改 由 上 面 的 两 段 ， 获知 : NeoCR(G)) [或 Nec(LCG))] 中 凡 
使 G 之 单位 元 这 文字 不 变 的 一 切 变 换 而 成 的 子 群 恰 是 4(6). 

叉 因 L(G) = Zec(R(G)) Ne (R(G)), 而 Ne (L(G)) 又 
是 Sc 中 包含 L(G) 为 正规 子 群 的 最 大 子 群 , 故 必 Nee(R(CG))GS 
Nec(L(G))， 司 理 , 又 有 Nee(L(CG))SNe(R(G))。 故 结果 得 
Nee(CR(CG)) 一 Ne(CCCG))， 通常 叫 它 为 CE 之 全 形 , 用 符号 HCG) 
表示 之 ， 即 

H(G) 一 ee — Ne.(L(G)). 


又 显 有 ACGYN RCG) ~ 4(G)nE(G) 一 1， 故 证 得 了 
定理 2 群 6 的 全 形 HCG) 一 Nec(R(G)) 一 0 


和 
和 


现在 很 容易 解决 这 所 开头 提出 的 向 题 ，- 即 对 已 知 悦 必 避 找 
得 较 关 的 群 g, 使 CE<G@ 且 G 之 自 同 构 恒 可 由 名 之 内 自 同 构 诱导 
出 : ， i | | es 

eh 
事实 上 ，G 之 元 ?对 应 于 RCG) 之 元 e+ 一 RCE) 一 (六 ) 之 
映射 g -> g* 显 为 G 与 RCG) 之 同 构 映射 ，G ~ RC(G)， 故 G 与 
RCG) 之 差别 仅仅 是 采用 元 素 之 符号 不 同 而 无 本 质 上 的 差异 ， 也 


。g9 。 


ei ee 一 


就 是 说 将 G 之 各 元 8 改 用 g* 后 而 仍 保持 原 有 的 结合 方法 就 得 到 
了 R(G)， 和 于 是 着 视 同 构 的 群 为 同一 ， 则 因 RCG) dH(G), 区 可 
以 认为 是 GJHC(G)， 这 样 二 不 致 引起 混乱 . 今 若 o€ 4(G)， 则 
由 定理 2 知 oz EH(G6)，、 上 和 且 从 定理 2 之 证 明 过 程 已 知道 了 oo!: 
Rlg) "oo 一 R(tg"), 故 G[~RCG)j 之 自 同 构 a 可 以 认为 是 从 
H(G) 之 元 0 所 诱导 出 的 内 自 同 构 而 得 : 
R(g) 一 REg ot. Rlg) oo 一 RE) TeICECG))， 

这 也 正 是 解决 了 本 节 开 头 提出 的 问题 . 

本 节 开 头 提 出 的 问题 赋 已 解决 , 就 解决 了 主要 问题 。 回顾 解 
决 的 过 程 ,关键 在 作 群 避 之 全 形 HC(G), 于 是 对 全 形 HC(G) 作 深 入 
的 探索 ,是 有 意义 的 ， 

已 知 R(G) 4H(G), L(G) HG) [实际 上 ,这 是 中 心 化 子 
与 正规 化 子 之 关系 1, 故 RCCG). LG) 村 H(G)， 今 间 ; 在 什么 时 
修 有 HC(G) 一 R(G)， L(G) 呢 ?了 这 就 需要 对 变换 群 进一步 地 探 
索 , 先 引进 可 迁 变 换 群 的 概念 . 

设 瑟 为 集合 5 上 的 一 个 变换 群 。 若 群 瑟 合 有 使 § 之 一 固定 
文字 xo 变 为 5 的 任 一 文字 * 的 变换 oa tro 一 x+)， 就 叫 甸 是 5 
上 的 可 迁 变 换 群 。 这 时 ， 若 令 t ES 目 xor 一 y, 则 o'rE 且 
X01T) 一 (ro Dr 一 xor 一 y， 说 明了 5 上 的 可 迁 群 全 含有 使 5 
的 任 一 文字 x 变 为 5 的 任何 文字 ? 的 置换 . 

由 令 全 中 凡 使 S$ 之 文字 wo 不 变 的 一 切 变 换 所 成 的 集 为 昂 , 易 
证 号 为 秋之 子 群 ; 叉 若 gg. 《多 且 xor 一 x*+, 也 易 证 陪 集 0, 是 全 
中 凡 使 S 之 文字 xo 变 为 文字 x 的 一 切 变 换 所 成 之 集合 。 这 些 东 
西 的 证 明 都 留 给 读者 ， 于 是 证 得 了 下 面 的 

Bie 1 设备 为 集合 5S 上 的 一 上 车 但 So 则 


玫 昌 李 联 的 除 cg) 必 为 ee si 


-90 =» 


en 


使 任何 文字 不 变 的 一 切 置换 而 成 之 子 群 $ 的 阶 。(9) 都 等 于 
[o(®):n]1. 

有 了 可 迁 变 换 群 的 概念 ， 就 能 深入 地 讨论 群 G 之 全 形 HCG) 
的 性 质 ， 

已 知 RCC)<ECG)， 而 R(G) 为 集合 G 上 的 可 迁 变 换 群 
《…R(g) 使 文字 1 变 为 g), 于 是 H(G) 当然 也 是 G 上 的 可 迁 变 换 
群 。 因 A4tG) 是 HCG) 中 凡 使 文字 1CG 的 单位 元 ) 不 变 的 一 切 变 
换 而 成 的 子 群 , 故 可 把 瑟 (G) 依 子 群 4(G) 分 为 陪 集 分 解 , 如 

H(G) =— A(G)} :+: a+ A(CG) 四 十 Go 十 
式 中 上 得 令 为 om 一 1 ( 便 等 变换 ), 而 o; 是 态 (G) 中 使 G 之 单位 
元 1 变 为 G 之 元 * 的 一 个 变换 ,因而 可 令 


(人 


即 可 以 从 RCG) 中 去 取 m, 0,,-……。， 这 就 证 明了 有 (G)={4(G)， 
R(G)}， 因 而 再 据 R(G) 4H(G) 就 不 得 不 有 H(G) 一 4(G》， 
R(G)， 同 理 也 有 HC(G) = A4(G). L(G).。 故 当 然 有 HC(G) = 
A(G): R(G) . L(G), 

再 由 4(CG)nR(Cc) 一 1 一 4(c)nZLCC)， 而 利用 H(G) 一 
4(G)RCG) 一 4(G). L(G), 就 得 知 

HC(G)/R{IG) > A(G) ~ HCGNW LCG). 

同样 ,利用 HCG) 二 ACG). RCG) . L(G) 又 得 知 

H(G)/R(G): L(G) ~ A(CGY/ A(OIN RCG) : L(G), 
今 能 断言 4CG) 由 RCG) . L(G) = 1(G). 


事实 上 , 若 (",，)e 4(G)mR(G) . 工 (G), 则 从 (…)e4(G)， 
即 得 《zy) 一 zy; 而 从 (.,)e RCG) . L(G) 又 知 使 (",) ~ 


( ( bs. (ee) 的 gi 与 ;是 存在 的 ,于 是 x 一 guxg1s 随 之 


有 (xy) 一 gaxygy 故 gorggy Bl 一 ry (Fy) Br BRB m 
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六 :3 让 | 
1=>gi 一 gi!， 于 是 % 一 (a 一 (，) 一 1 (1 ETICG)SE 
4(G))， 这 就 证 明了 ACG) 站 RCG)* L(G)SI1(G). 反之 ， 


1(G) 的 任 一 元 1, 为 1 一 ( = ( i 
( ) J 元 :为 CE) (a (,) [se 
R(g) .L(g)， 疏 1i€ A4(G)NRCG). L(G), 又 证 明了 KG)S 
4(G)mR(G) ,ZL(G)。 于 是 不 得 不 有 
4(G)mR(CG)L(c) = 1(6)., 
因而 | 
BCG)ARCG)LCG) ~ ACG)/1(G). 

故 又 证 得 了 下 面 的 

定理 3 0 左 \ 右 正则 表现 L(G)、RCG)， 


G) HCG) 2 * RCG) ~ A(G) * L(G) = A(G) 
R(G) L(G), “ 

(GD HCGY/R(G) 2 A(G) ~ H(GN/L(G), 

Ci) ECG)ARGG) L(G) ~ ACGN/I(G), 

《iv) ACG)NRGG): L(G) = 1(G). 

由 定理 3 的 kiii)， 浊 得 

定理 4 H(G) 一 A 0 的 充 要 条 件 是 4(G) 一 


ss 


更 进 一 步 地 问 : 不 仅 要 求 为 Re 与 L(G) 之 积 , 而 
且 更 要 求 为 RCG) 与 L(G) 的 直 积 , 条 件 又 怎样 呢 ? 当然 这 时 除 
条 件 为 4(G) 一 KG) 以 外 ， 还 应 有 RCG)NLCG) 一 1， 但 因 
L(G) 一 ZG6(CRCG))， 故 RCG)NLCG)》 为 RCG) 之 中 心间 
理 知 RCG)NLCG) 亦 为 L(G) 之 中 心 , 即 RG)mZL(G) 一 
Z(R(G)) 一 ZC(L(G)); 再 由 ROC)=C 又 知 Z(R(G)) 之 2Z2(6)， 
故 RCG)jNLCG) 二 Z(G); 由 是 RCG)NL(G) 一 1 的 充 要 条 件 
是 Z(G) = 1, 即 G 无 中 心 ， 故 又 得 


= 92 。 


从 证 明定 理 5 的 过 程 ,又 知 
推论 RCImnLCG) 人 2Z(CG). 
附注 这 推论 也 容易 直接 证 明 : 事 笑 上 ，(。) ec) 之 充 要 条 


件 是 有 se G 使 (”) 一 (，)， 即 对 任 xe G 便 有 zz 一 mr。 故 当 取 

x 一 1 时 得 s = g; 即 z8 = fx 对 任 *ecy 其 充 要 条 件 是 ztZ(G). 

然而 无 中 心 且 除 内 自 同 构 外 又 没有 别 的 自 同 构 的 群 习 惯 革 叫 
做 完全 群 ， 故 定理 5 ee er H(G) 等 于 其 

” 治 此 又 产生 了 完全 群 是 否 存 在 的 问题 如 果 存 在 性 的 问题 不 
解决 , 那 末 上 面 说 的 全 是 空话 。 我 们 知道 交换 群 一 定 不 是 完全 和 群 ， 
赃 其 中 心 不 等 于 1。 于 是 完全 群 只 能 从 非 交 换 群 中 去 寻求 。 现 在 
考虑 非 交 换 单 群 , 而 有 : 

定理 6 非 交 换 单 群 的 自 同 构 群 录 完 全 群 。 

证 明 设 G 为 非 交换 单 群 , 令 4 一 4(G), 了 = 1(G). 我 们 
的 目的 是 要 证 明 4 一 4(G) 为 完全 群 , 即 要 证 明 z(A) 一 .1 与 
A(A) = 1(4). 

G 之 非 交 换 单纯 性 保证 了 Z(G) 一 1, 因而 再 由 人 9 问题 3 即 
知 44 一 4(G) 亦 无 中 心 ; 即 Z(4) 一 1， 故 剩 下 要 解决 的 问题 是 
好 4) 一 了 (4 了)。 

首先 来 证 明 ZX7) 一 1: 事实 上 , 若 o€ Za7), 即 .rE A 二 
A(G) 且 0 与 7 了 一 1(G) 之 每 元 1,(g 《 G) 可 交换 , 那 末 一 方面 
辕 然 有 osc 一 1, 另 方 面 又 因 og 一 7pr 《$9 的 定理 .4)， 故 
1 一 1 gg IEZC) 一 1， 即 对 每 gEG 恒 有 8 一 8， 于 是 不 
得 不 有 ae 一 1, 即 Za(T) 一 1. 

今 若 4€ A(4), 则 从 TIXA44 得 FA47 一 4， 让 IN7rdX, 因 
而 当然 有 了 N74I; 于 是 由 了 一 1(G) 之 G/Z(G) 一 G 而 保证 了 
了 == 1(G) 之 单纯 性 后 ,可 知 只 有 二 个 可 能 ; 

或 In7 一 1, 或 了 nP 一 工 


今 能 断言 了 NF 1; 事实 上 ,7n 天 一 1~7X 产 即 六 之 
每 元 与 了 之 每 元 可 交换 ， 故 从 工 S4 即 知 TCZx(i 站 , 于 基 由 
ZXDF) 一 1 就 不 得 不 有 7” 一 1, 随 而 亦 必 有 了 一 1, 故 G/Z(G) 一 
(6G) T= 1,G= 2(0), 不 可 . 

所 以 只 能 是 了 NF 一 了， 故 再 由 # 之 任意 性 知 了 一 六。 这 说 
明了 : 4 一 4(G) 的 任 一 个 自 同 构 5 作 用 在 7 一 1(G) 上 的 结果 
就 是 了 的 一 个 自 同 构 ( 即 5 得 诱导 了 一 1(G) 之 自 同 构 )， 邵 了 为 
4 之 特征 子 群 ， 但 由 5[€ 44)] 所 诱导 得 了 的 自 同 构 的 实现 的 
具体 步骤 是 这 样 来 完成 的 , 即 : 

(i) CT 一 人 (G) 是 借 1-1 机 射 8<>7z 来 完成 的 ， 

Gi) &# 所 诱导 得 了 一 1(G) 之 自 同 构 是 借 了 一 1(G》 自身 阿 
的 1-1 映射 1 三 7r 来 完成 的 ， 

(i 从 G 二 了 = 1G)， 则 知 相应 于 (ii) 中 了 之 自 同 构 8 
[实际 是 从 Fe 4(4) 所 诱导 得 了 之 自 同 构 ] 一 定 有 GG 之 一 自 辣 构 
0 [lo € 4 一 4A(G)] 相对 应 ， 

(iv》 然 而 GG 之 自 同 构 o 是 借 G 之 元 间 1-1 映射 g 夺 7g" 来 完 
成 的 ， 

《v) 故 从 81s 为 同 构 关系 G 宇 了 工 一 1(G) 中 对 应 的 元 ， 
马上 可 知 gz 13 亦 为 同 构 关系 6G 之 了 ~ 1(G) 中 对 应 的 元 ， 

(vi 得 同 构 关 系 G 守卫 = 二 1(G) 中 实际 上 对 应 的 元 应 为 pg" 夺 3 
了 zc 

(vii) 故 结果 不 得 不 有 1 一 1 一 or 1 

这 是 说 : 对 每 5e 4(4), 必 相 应 地 有 re 4 一 4(G)， 使 对 
每 g € G 常 有 下 式 成 六 

B= 1 一 ad。 (1) 
若 令 符号 7, 表示 由 4 一 4(G) 之 元 o 所 诱导 的 4 之 内 自 同 
构 , 即 对 尾 a€ 4 一 4(G) 时 ,定义 
do lg. go, 
那 未 (1) 式 又 可 写 为 
1 一 Tar。 (2) 
+ 94 。 


但 由 了 人 也 又 知 包 为 了 一 KG) 的 一 个 自 同 构 ， 办 而 令 + = 
7 647! 时 ,一 方面 回 然 知道 f& 4(4)， 另 方面 据 《2) 式 又 知 字 使 
了 一 1(G) 之 每 元 都 不 变 , 即 1 一 Te， 这 是 说 站 诱导 了 了 一 1(G) 
的 恒 等 自 局 构 ， 

故 若 at€/4= ACG), 就 有 

1 一 (ai 7 (o) 一 (ar 用 (or) 
= (ol oe); 

但 由 IAA 又 知 w-!Too € 了 , 故 再 利用 闻 得 诱导 了 之 恒 等 映 射 ， 就 
不 得 不 有 (e711 a)? 一 a-!1 as 于 是 结果 就 有 


(ol a) oat. J,'o, 


因而 agoer'e ZXxX7) 一 1, 即 arf 一 a 对 每 a€ 4 是 成 立 的 .这 说 明 
为 4 之 恒 等 自 同 构 , 故 j 一 9、 这 就 证 明了 4 的 任 一 个 自 辣 构 
5 都 是 4 的 内 自 同 构 , 即 4(4) 一 1(4). 定理 6 证 完 ， 

这 定理 6 解决 了 完全 群 的 存在 问题 ， 即 非 交 换 单 群 的 身 局 构 
群 是 完全 群 . 由 于 = (之 5) 次 交代 群 都 为 非 交换 的 单 群 , 故 当 
# 之 5 上 时，4(%) 都 是 完全 群 。 但 4 (1,) 之 构造 怎样 呢 ? 下面 将 
要 证 明 A(X,) 之 6, (# 次 对 称 群 ), 当 #* 之 4 及 zz 疡 6 时. 于 是 再 
据 定理 6 可 知 当 = 郑 5 且 #* 关 6 时 , SG。 都 是 完全 群 ， 故 完全 和 群 不 
仅 在 在 而 且 有 无 限 多 个 . 

先 来 解决 下 面 的 

引 理 2 ” 设 " 是 ”次 交代 群 (rn 之 4) 的 一 _ 个 这 样 的 自 局 
构 * 它 使 qt。 中 任 一 个 三 = 项 循环 仍然 变 为 一 个 三 项 循环 ， 那 未 必 有 有 


二 昌 换 (， ， ，， ，) ee 使 CN)" 一 (onre)，[ 简 称 = 得 由 6。 
之 章 换 (。 ”“””) 所 确定 ]. 
。 ，.. ， 所 确认 


证 明 设 《37 一 Ci 议 )，《124》 一 《27 本) 因为 (123)。 
《124) 二 (14)(23) 的 阶 为 2, 歼 (i 玉 )(?7)》 的 阶 也 必 等 于 2, 因 
而 Gk》 与 (17 有 R》 必 仅 有 了 两 个 相 邻 的 公共 文字 并 在 相同 的 二 


» FF 


序 ?， 不 妨 令 (124)" 一 Gi 的 疏 ,太志 太 . 

当 了 之 4 肘 , 又 能 断言 (12r) 一 (ijr): 为 什么 呢 ? 因为 从 
(123) 二 G7%) 并 利用 【123)(12r) 了 一 [Clr)023)]” 之 阶 为 2。 
据 上 面 一 段 的 结论 则 知 (123) 与 (12rX 必 仅 有 二 个 相 邻 的 公共 
文字 并 在 相同 的 顺序 , 故 这 时 不 得 不 有 

《1277 二 (ir), 或 二 (jhr')、 或 二 (hi7'), (3) 
但 再 利用 [124)(C127)]* 二 [17)(24) 之 阶 为 2 又 知 (124) 一 
《人 认 )》 与 (12r) 也 只 有 二 文字 公共 且 在 相同 的 顺序 ， 因 而 这 时 又 
有 

(12r 站 二 G47), 或 二 (Kr), 或 二 (Ri7'). (C4) 
然 册 不 将 太 ， 故 和 欲 使 43) 与 (4) 同时 成 立 并 同时 还 要 〈12r)” 与 
(123 一 Gk) 和 《124) = (ijk') 都 不 同 ,就 只 能 是 《12+ 一 
(47)， 这 就 证 有 明了; 当 > 一 3，4，… -2 时 ,可 令 (127 一 (rt)， 
而 六, 二 ;三 ;3 确 为 1 2，3 2 的 一 个 排列 . 

于 是 可 因 (i 殉 ) 是 从 《123),。(124),…,《12w) 中 取 若 和 干 (人 允许 
重复 ) 相 乘 而 得 ， 故 相应 地 可 知 (ztiz4) 是 从 (123)”, 《124)",……-， 
《122)” 中 取 类 似 的 若干 个 相 乘 而 得 , 即 《人 一 《ziti1x)。 这 就 是 


说 c 可 由 置换 
0 2 | 
fi i ffs 
确定 . 引 理 2 证 完 ， 


现在 可 证 明 下 面 的 重要 结果 , 即 
定理 7 着 ”> 3 且 +*6， 则 + 次 交代 群 % 的 自 同 构 寻 


1D 车 (RD 与 (77 无 文字 公 闪 ， 则 也 二 CID 之 阶 为 3; 车 只 有 一 文字 
公共 ， 易 证 P 之 上 阶 为 5; 若 仅 有 二 个 公共 文字 * 但 不 在 相同 的 颍 序 。 可 不 失 一 般 
性 令 熙 二 1, 六 二 1 于 是 卫 二 GIR)CIR) 二 UKRK') 之 阶 为 3。 和 如果 C 则 与 
(2'7'') 的 文字 全 同 ， 可 不 失 一 般 性 知 这 时 只 有 两 种 可 能 : 一 为 六 一 到 了 一 入 
下 二 友 ; 另 一 为 下 二 了 六 二 上 太 二 1 前 老 表示 了 《123)” = 《124)"，、 后 老 下 
示 了 (123)” = GR) 一 ORDO RY = [0120] = [C021 = (i427, 
这 都 和 ae AC3w) 之 意义 相 矛 居 。 反之 ,例如 让 二 1,7 二 1, 大 扩 六 时 ,又 确 有 
P 二 CAGTRD = CCA) 二 CGR ACK 之 阶 为 2. 


A(W,) 为 "次 对 称 群 : 4A(,) = 

证 明 设 re 4(%,)， 因 o 使 三 项 循环 变 为 中 阶 3 之 元 ， 
而 %, 中 阶 3 之 元 恒 可 写成 无 公共 文字 的 一 些 三 项 循环 的 乘积 , 故 
在 3<a<6 时 ， 只 有 三 项 循环 的 阶 才 等 于 3, 于 是 这 时 使 8, 之 
三 项 循环 仍 变 为 三 项 循环 ,根据 引 理 2 得 知 o 由 So 中 一 置换 所 确 
定 ,这 午 换 当然 与 “有 关 , 因 而 就 写 为 《。 。 。“” )， 同样， 


Ot FF Ta 
再 取 rE 4(%,》 时 ,又 知 有 5, 的 一 舞 换 能 确定 +, 这 置换 表 写 为 
(。， “小 总 之 ，A4(,) 中 的 元 统 用 希 腻 字母 4,7， 1， 
“TL TT2-.T3°*" Th ee 

2“， -等 等 来 表示 ,将 它们 的 右 下 角 附 以 指标 后 所 得 的 mi， rt-……， 
ou， r 统统 表示 自然 数 ; 所 以 上 面 的 rm， …:c。 是 1,2,…，sn 
的 排列 ; Ts 和 3 * “Tn 也 是 了 和， "> 人 的 排列 ;等 等 ， 今后 不 再 另 
作 申明 . 

今 令 4(gl) 之 元 or 对 应 于 S。 二 让 站 放风 定之 本 | 


CGR) = [GRY = (0908) 一 《To Ts, sl 


/1 2 3 
| de 的 ce | 
。、 1 2 3 .，， 细 TO G2 G7** oT, 
CG Ga 53 3 To Ta Tu, 站 2 四 i 
说 明了 映射 -> Pu r -~> P.,…… 为 4CU,) 到 5, 内 的 同 态 映射 。 
P= P00 = tA(t = 1 2 HR (oF) = 
(rmirt) 一 (i)* 祝 (iK) = (i 克 )， 即 or 使 1 之 每 个 生成 
元 都 不 变 , 故 cr: 一 1: 即 一 “这 说 明了 映射 “一 P 为 1-1 的 ， 
反之 ， 对 任 一 个 P 一 0 ”jee,， 我 们 作 sk 


和 让 天 


和 


之 这 样 的 映射 e: 
(123Y° ~ (p113), (124)° = (C0000) ss (12n)" 一 《ritata)。 
以 及 对 任 PEs,， 看 了 是 由 《123)，(124)，……， (122) 中 怎样 取 
积 所 形成 ， 就 定义 严 是 由 《ape) 《nz ，(nattn) 中 取 相 应 
的 积 。 像 这 样 定 义 的 9 之 映射 o 吻 证 为 2, 之 自 同 构 映 射 ， 即 
a€ A(AU,)， 生 0 是 由 置换 P， 所 确定 。 这 又 说 明了 上 述 的 同 构 
oP 是 4,) 到 SS, 上 的 . 

故 总 括 之 ， 就 知道 of 一 P 为 4(3,) 到 名 。 上 的 同 构 映射 ， 即 
4(9L) 之 全,， 这 是 说 在 3 之 # < 达 6 时 ,定理 7 成立， 

再 考虑 ” 之 6 的 场合 、 这 时 , 设 o€ 4(%,) 且 0 使 一 个 三 项 循 
环 (123) 变 为 个 三 项 循环 之 积 , 如 

C123)° 一 Pb Pe = Co) EE RR), 

式 中 Pj 二 《08049), 当 然 此 时 有 #2 实 3《， 今 令 Z1 二 Za,((123))， 
Za 一 Za(PP Pi)。 由 于 oo€ A(M), 且 (123》 二 PP Pas 故 
掏 知 (123) 与 PiP… Pr 在 3 内 的 中 心 化 子 必 互 为 同 构 , 即 Zi 人 
Zz 实际 上 不 难 验证 Z: 一 Z1. 但 实际 计算 它们 的 阶 , 又 可 验证 


2) 一 3 名 二 于 有 o(Z 一 全- 一 于 


2 


事实 上 ，Pe Z: 的 充 要 条 件 是 请 〈(123)P 一 《123)， 即 〈tP， 
2P, 3P) 一 《123), 故 只 有 三 种 可 能 , 即 1P, 2P, 3P 分 别 或 等 于 1，- 
了 3， 或 等 于 2, 3, 1， 或 等 于 3， 1> 2, 因而 4P， 5P……， wnP 也 只 


! 2 3V/4 5-...n 
能 是 4,5，… sn 之 排列 , 故 P 一 (，。 ;5p) {4p sp... ,pj 但 


1 2 3 We . 
一 


ew 然 4,5 长 
1P 2P 3P Rm TVSY 全 3 3 站 ™ 


Eu,, ( 
) 收 \p sp... wp 


得 有 ( 
有 * 一 3 个 文字 因而 在 其 上 能 施行 偶 置 换 之 个 数 等 于 了 = 


9 + 


3)1, 即 说 明了 Pe Zi 之 了 的 个 数 为 3 一， 即 o(ZJ) 一 3 


2 又 0€2, 的 充 要 条 件 是 OP :PO = Pb Pi 
ld O71P10, 0-175,0,. sy Q” ip.O 是 P,P;,- “PP 
三 项 循环 的 某 排 列 【 因 020 = G0 490, 0)]， 


故 若 令 8 一 Ge 0 i oo 则 


1 Tt XI 
2 一 全 20 20D.1DD 性 sa Lo ee 0 ) 
但 xx ……， 一 3 是 从 1,2,…，# 中 去 掉 所 123 fa3° * “3 in， 
:#4 后 剩 下 的 > 一 旨 个 文字 ， 且 40, x20，……*， xa- 必 为 
x xz xin- 的 一 个 排列 ， 由 于 0 之 偶 性 可 知 
2 a 
G6 1D #0 AO HO jg) E 本 0 a 
或 同 为 偶 置换 或 同 为 奇 置 换 ; 然 不 论 怎样 ,前 者 的 个 数 为 《1 天, 后 


者 的 个 数 为 A 因而 之 个 数 即 
0o(23) 一 克 13 本 一 1 


于 是 不 得 不 有 3。《n 一 3)! 一 《134，(w 一 3k)!1， 故 
A 
Cn— 3¢)13CK— DD]! [3( 人 一 1 
式 中 符号 C3- 中 表示 人 队 7# 一 3 个 文字 中 取 n 一 3 个 的 组 合 数 ， 


低 若 《一 2, 则 从 (5) 得 Cl 但 因 # 之 6, 故 


4 一 3> 2 一 6 之 1， 因 而 不 可 能 是 C4 一 1， 这 证 明了 《 关 2。 
假若 上 之 3, 则 (5) 之 右 端 为 


3 
TE 


分 母 为 24 一 3(>《 一 1) 个 相 邻 自然 数 之 乘积 ， 其 中 最 小 的 等 于 
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十 1(>3)， 故 分 母 大 于 35 随 而 C42 < 1, 显 非 所 许 。 改 欲 
《5) 成 立 ,; 只 能 是 二 1 这 就 是 说 : 当 =”> 6 时 ,%L 的 任 一 自 同 
构 a 也 是 使 三 项 循环 仍 变 为 三 项 循环 ， 改 这 时 的 问题 又 变 成 了 上 
面 已 讨论 过 了 的 情形 , 知 4(3,) 守 5,， 定理 7 完全 获 证 ， 
附注 1°. 由 上 述 证 明 过 程 , 可 知 要 决定 4(9f,) 时 , 引 理 2 的 
利用 就 失效 了 ,因为 这 时 (3) 中 的 上 = 2 有 可 能 性 。 这 也 说 明了 决 
定 4(%%) 之 困难 的 原因 . 
2°. 决定 4(A,) 时 也 不 能 利用 引 理 2, 原因 是 没有 
(124)” 三 (17), 即 无 文字 4, 而 只 有 (123)" == (i 玖 ), 因而 引 理 2 
中 0o 由 5, 之 一 置换 所 确定 之 意义 就 很 不 明确 , 因 这 时 0 对 应 于 &， 
Ss L:2.3 12 3 123y..- .、 
之 置换 不 止 一 个 , 而 有 ( ，， (5)(，;;) 兰 个 , 说明 
了 对 应 不 是 1-1 的 ， 这 是 问题 症结 之 所 在 ， 所 以 引 理 2 中 要 限制 
n= 六 4。 可 是 A 名 ) 易 求 ， 因 对 为 3 阶 循环 群 ; 故 4( 台 ) 为 2 阶 特 
环 的 ， 
3°， 定 理 7 解决 了 A) 二 Sy 当 #4 且 # 半 6 
时 。 再 与 定理 6 合并 可 知 : 当 * 之 5 且 # 6 时 , 久 , 为 完全 群 .于 
是 问 全 ,， 后 , 怎样 呢 ? 我 们 说 5;, 5S, 也 都 是 完全 群 。 参看 下 面 的 
例 


例 人 与 65, 都 是 完全 群 . 

证 明 ” 因 6; 与 6, 都 无 中 心 ( 参 看 87 定理 8 后 面 的 说 明 第 
四 点 ), 故 只 需 证 明 6 与 65, 只 有 内 自 同 构 就 行 了 ， 

今 设 re 4(6,),m 一 3 或 4， 因 o 使 6, 中 阶 2 之 元 仍 变 为 
阶 2 之 元 ， 而 Ss 中 阶 2 之 元 只 有 三 个 对 换 (12), (13)、 (23), 故 
5 使 对 换 只 能 变 为 对 换 。 可 是 8, 中 阶 2 之 元 除了 六 个 对 换 之 外 
还 有 三 个 属于 克 莱 菌 四 元 群 ® 的 元 ,如 (12). (34), (13)- (24)， 
《14). (23)。 但 另 方面 ， 因 64 之 自 同 构 v 必 使 属于 6 之 一 共 声 
元 素 类 变 为 一 共 斩 元 素 类 , 故 二 类 所 含 元 素 之 个 数 不 得 不 相同 ; 然 
人 中 六 个 对 换 和 克 莱 菌 四 元 群 5, 中 三 个 元 素 都 分 别 为 5, 之 两 个 
共 锯 元 素 类 , 由 于 它们 所 含 元 素 之 个 数 不 相等 。 故 v 也 必 使 6, 之 
对 换 只 能 变 为 对 换 , 
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首先 考虑 g。 因 (12)"(13) 一 [(12)(13)} 一 (123) 之 阶 
为 3。 故 对 换 (12)” 与 对 换 《13)” 中 必 有 且 只 有 一 文字 公共 , 令 为 
(12) 一 012) 与 (13》 一 (13)， 因 之 当然 有 2' 关 3。 今 令 
(14)” 2 《1), 则 据 同 理 可 知 (12》" 与 《14)* 有 且 只 有 一 文字 公共 ， 
即 《12 与 (Xi) 只 有 一 文字 公共 .。 同 理 ,，(1’3) 与 (7?) 也 是 这 
样 。 假 若 *, ! 中 无 一 为 1 则 ( 旭 ) 二 <23'), 期 (14》 一 (2'3)、， 因 
而 就 有 
(123)° 一 [C12)C13)]° = (12)°(13) = (2°)(01'3’) 

= (123) = (13)(23) = (13)(14)° 

= {C13)(14)] = (134)", 
这 显 与 0 为 信之 自 同 构 的 意义 相抵 ， 不 可 。 攻克 , /中 必 有 一 个 
为 ! ，、 于 是 可 设 (14)” 一 (14) 形 , 然 因 S61= {(12),(13)， 
(14)}, 改 S64 之 元 经 过 = 所 得 的 结果 无 异乎 是 说 将 该 元 素 中 凡 届 
有 文字 T, 2, 3, 4 的 都 分 别 用 1, 2’, 3’,4 去 代 换 就 行 了 。 这 也 证 
明了 5 之 任 一 自 噩 构 o 照 刚才 说 的 方法 能 相应 地 有 ,的 一 置 


( ;> ) 相 对 应 ,为 此 ,干脆 写 为 
1 2 3 4 
“ne Gs 25, 35, is) 
这 里 的 15。, 256, 35o。，45, 就 是 上 面 的 1 ;2 3 4， 即 指 的 是 ,之 
任 一 个 对 换 (i7) 具有 (if) 一 《15。，jS6) 之 性 质 : 或 (7 和 一 21 
C1) ，5。。 这 就 是 说 ，S 之 任 一 自 同 构 0 可 由 人 之 置换 So 用 来 
变形 而 得 到 , 即 o 为 64 的 内 自 同 构 , 证 明了 65, 为 完全 群 ， 
再 考虑 SG。 这 时 , 同上 一 样 可 知 (12)" 与 《13X 仅 有 一 文字 
公共 , 令 为 (12) 一 (12) 与 (13)* 一 (13')， 故 与 讨论 6, 一 样 ， 
由 Ss 一 《(12), (13)) 可 知 。 得 决定 6; 之 一 置换 


1 2 3\. 
ss 25, se 
旭 引 一 iSoli — 1,2, 3)， 使 (17)° = (iSs, 1S0) 一 Szl 。 (G7) ”Wo 
到 o 一 7。 为 由 3。 诱导 的 S 之 内 自 间 构 , 故 6; 为 完全 群 . 
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附注 着 只 想 证 明 人 @, 为 完全 群 {" 关 5, > 关 6)。 我 们 可 用 证 这 

例子 类 似 的 方法 去 证 明 (文献 [8] 或 文献 [9] 的 83 页 )， 用 不 车 由 

定理 6 与 定理 7 的 结论 来 判断 .但 定理 6 与 定理 7 是 为 了 说 明 更 多 

的 结果 。 待 解决 的 是 台 ,, 但 全 不 为 完全 群 (文献 [10}, [11] 或 文 

献 [12j 的 210 贡 ); 实际 上 ,完全 群 的 阶 等 于 其 自 同 构 群 的 阶 , 但 

of 后 ,) = 61 = 720， 而 4( 后 ,) 之 阶 为 1440 (文献 [12] 的 210 页 )。 

读者 欲 深 入 钻研 ,可 参阅 列举 的 有 关 文献 ,在 此 不 多 谈 。 又 当 观 为 

光 限 集合 时 ,3 上 的 对 称 属 人 mw 也 是 完全 寿 ( 文 献 [7 有. 

最 后 , 谈 一 下 完全 群 的 一 个 很 重要 的 性 质 来 结束 这 一 节 。 我们 知道 : 群 
之 直 因子 为 正规 子 群 ,但 正规 子 群 不 必 为 直 因 了 于。 可 是 当 正规 子 群 为 完全 群 
时 ,这 正规 子 群 又 确 为 直 因 子 。 这 就 是 说 正规 子 群 为 家 因子 的 一 个 充分 条 件 
是 它 为 完全 群 , 而 实际 上 有 

定理 8 设 NdG， 且 为 完全 群 则 NN 必 为 6 的 一 直 因 子 且 直 补 因 于 是 
N 之 中 心 化 于 


证 明 令 G = Ng; 为 子 群 N 在 6 内 的 陪 集 分 解 , 从 N<IG 得 
gr 'Ng; = N, 


即 * 二 sg7'xg8i; (每 +《 NN) 为 N 之 一 个 自 同 构 映射 mi:z 二 g7'xgi。 由 于 NN 
是 完全 群 , 故 知 有 si; EN 司 x"; 二 g7'x8i 一 a7 'xeis 于 是 y= a7' Zo(N)s 
因 之 有 RNy 一 ?IN 一 Br 一 BiN 二 Ngiy 故 0G= >, NyiEN + ZolN), 
不 得 不 有 6G 二 N. Zo(N). 其 次 , NG 一 > Zi(N)<dIG， 最 后 ;由 NN 为 完全 群 
可 知 1 一 2(N) 一 NN Zoe(N)， 于 是 据 直 积 之 意义 就 得 知 G = Nx Za(N)., 

证 完 . 

今 同 定理 8 之 逆 定 理 若 何 ?定理 8 昌 为 熟知 的 (文献 [13] 的 定理 5， 4.1)> 
但 其 逆 尚 未 见于 世 ; 我 们 说 对 有 限 群 言 其 逆 定理 也 成 立 ; 即 

定理 9 及 人 有 限 璋 < 为 下 次 玫 嫩 的 群 如 时 恒 有 为 其 用 于 , 则 
为 完全 群 ， 

证 明 设 名 c 为 集合 G 上 的 置换 群 , 并 作 群 GE 之 左 , 右 正则 表现 CCG) 与 
RKG). 因 LUc) 一 G~RG) 故 若 能 证 明 KR(G) 或 L(G) 为 完全 群 , 则 5 当然 
是 完全 群 ， 故 下 面 只 需 证 明 RC(G) 为 完全 群 。 

作 忆 之 全 形 H(G) = Nec(R(G)) = Ne.(L(6))。 因 L(G) 之 6, 故 视 同 
构 如 同一 时 ， 则 知 上 (G6) 亦 具 定理 9 中 假设 的 条 件 ， 于 是 从 LS)dIH(G) 即 
知 如 
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h(G) = FxL(G) (6) 
的 F 存 在 。 由 全 形 的 特性 ， 可 知 对 任 ce 4(L(G))， 必 有 5(G) 的 一 个 相应 
的 元 felolfs。 EF, to EL(G)] 使 得 对 每 >eL(G) 常 有 
x = (felo) (fels) = loxls. 
这 说 明了 (G3 除 内 家 闻 构 外 再 无 别 的 自 同 构 。 由 (6) 又 知 Zei(E(G)) 己 
F, 于 是 利用 $11 的 定理 6 就 知道 
Zao L(G)) = FXC(LCGINZaG( LG))) = FxZ(LCG)). (7) 
但 Zo,(L(G)) = R(G)，Zes(R(G)) = L(G)， 故 
Zuo L(G)) = Zec(L(GYDNHCG) = RCG)INH(G) = RC(G) 


与 
2L(G6)) = LC)N Ze (LC)) = L(G)N RGG) 


= Ze (R(C)N REG) = Z(R(G)), 


以 之 代入 (7) 中 得 


R(G) = Fx Z(R(G)). (8) 
由 (8) 又 得 Z(R(G)) = Z(F) x 2Z(R(G)) ($11 的 定理 7)， 故 必 有 
Zz(F)=1. (9) 


由 于 L(G) 只 有 内 自 间 构 ,可 知 RCG) 也 只 有 内 自 同 构 , 于 是 对 ZCRCG)) 
之 任 一 自 同 构 x, 据 (8) 而 作 RCG) 之 映射 z: 
zj 一 (zj = zf [+ € Z(RCG)), fe Fl 
时 , 易 证 + 为 RG) 之 一 个 自 同 构 (参看 $9 的 问题 4)。 因 之 有 re RCG), 使 
对 任 *e R(G) 常 有 x7 一 一 xr。 由 是 特 取 re ZCRCG)) 时 , 便 有 


x 


说 明了 Zz(R(G)) 只 有 恒 等 自 同 构 。 但 当 ZCRCG)) 半 1 时 , 由 Z(RCG)) 之 交 
换 性 ， 又 知 使 其 每 元 对 应 于 它 的 渤 元 之 映射 必 为 它 的 自 同 构 ， 因 之 也 是 恒 等 
自 局 构 , 这 是 说 z(R(G)) 之 每 元 与 其 逆 元 相等 , 即 每 元 之 阶 为 2; 淫 2(RCG)) 
为 初等 交换 群 而 可 写 为 个 2 阶 循 环 属 之 直 积 (参阅 第 二 章 $3); 因而 
A(Z(R(G))) 之 阶 等 于 

2 24 一 12 一 1) (2 一 1)(2 一 1)( 参 看 第 五 章 64 定理 2)， 
于 是 欲 使 它 等 于 1， 就 只 有 大 一 1 这 唯一 个 可 能 性 , 亦 即 Z(R(G)) 为 2 阶 稀 
环 群 ， 这 说 明了 z(R(G) ) 或 为 单位 元 群起 为 2 阶 循环 群 

另 方面 , 又 敢 说 ZCR(G)) 不 为 2 阶 循环 群 ， 为 什么 电 ? 因 荐 z(R(G)) 

为 2 阶 的 , 它 当 然 与 4 阶 循环 群 玉 中 的 2 阶 子 群 K, 同 构 * 于 是 作 直 积 


T= KXF | (10) 


= rr ixr 于 2 


* 了 93。 


后 , 因 容 易 看 出 KxF#<T， 生 由 (8) 式 又 有 KxF 一 zZCR(G))x 巨 一 ROG)， 
故 据 G= RG) 一 Kx 的 假设 条 件 则 知 有 了 的 子 群 &: 使 
T= kx (KxF). GD) 
然 由 (10) 式 又 知 Zr(F) 一 Xx2(F), 由 (11) 式 知 Zr(F) 一 Ksx K, x Z(F)， 
而 从 (9) 式 已 知 207) = 1， 故 结 果 得 
Zr(F)=K = KXK,, 
于 是 o (Ki) 一 olK)/o(K,) 一 2， 即 说 明了 天 一 K,x KK, 中 每 个 非 单位 元 的 阶 
为 2, 显 与 改 为 4 阶 循环 群 枸 了 矛盾 .地 只 能 是 ZCRCG)) = 1， 
总 插 上 述 , 可 知 R(G) 只 有 内 自 周 构 且 其 中 心 Z(R(G)) 又 为 1 即 R(G) 
为 完全 样 。 定 理 3 证 完 . 

问题 1 “完全 群 的 自 同 构 群 是 什么 ?= 次 对 称 群 6,(n > 2， 
n x 6) 的 自 同 构 群 是 扣 。 吗 ? 

问题 2 。” 阶 完全 群 之 全 形 的 阶 等 于 x?. 

问题 3 ”有 限 群 G 之 阶 和 全 形 HCG) 之 阶 与 自 同 构 群 4(G) 
之 阶 之 闻 有 什么 关系 ? 再 决定 * 阶 循环 群 之 全 形 的 阶 。. 

问题 4 G 一 4 XB 时 ， 则 叫 4 与 了 在 G 内 互 为 直 补 因子 
(定理 8 中 已 有 这 概念 )。 若 完全 群 G 为 群 工 的 直 因 子 ， 则 G 在 工 
内 的 直 补 因子 是 唯一 的 ， 

问题 5 群 C 在 全 形 HCG) 内 的 中 心 化 子 等 于 G 自身 { 即 
Zna(G) 之 6] 的 充 要 条 件 是 G 为 交换 群 . 

握 示 : Zuma(R(G)) = R(G)<> R(G) = ZeG (R(G)) NH (GC) = I(G6) 
na(6) 一 KG)<> 任 se Gs 恒 有 se 6 使 (”) ~ (。。) 特 取 x 一 1 时 得 
21 二 9 2 一 At 交换 .反之 ,G 交 换 一 人 >R(G) = 上 (6G) 一 >Zmo(R(G)) 二 
R(G). 


问题 6 求 克 莱 茯 四 元 群 的 自 同 构 群 ， 再 证 明 免 之 全 形 


为 四 次 对 称 群 . 
问题 7 秦 恒 等 自 同 构 外 再 无 别 的 自 辣 构 的 群 必 为 每 元 之 阶 
等 于 2 的 交换 群 ， 


问题 8 有限 交换 群 之 全 形 的 阶 必 为 偶数 。 
问题 9 试 证 毒 阶 循环 群 不 可 能 为 一 群 的 咎 局 构 群 ， 
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提示 : 非 交换 群 以 其 中 心 为 模 的 商 群 不 是 循环 的 。 又 交换 群 中 每 元 对 
应 其 逆 之 映射 是 阶 2 的 自 同 构 ， 

问题 10 ”次 对 称 群 go(a > 2 上 且 ” 关 6) 的 全 形 H(S,) 一 
ES。X 65,, 证 之 ， 


$313. 合 成 群 列 


已 多 次 谈 过 : 群 论 里 面 往往 借助 子 群 的 性 质 来 研究 群 ， 但 子 
群 中 由 一 个 包含 一 个 的 诸 子 群 所 组 成 的 链 并 对 链 附加 一 些 条 件 ， 
.不 论 是 在 群 理论 中 或 群 应 用 中 ， 这 样 链 的 研究 占 极 重 要 的 地 位 . 
本 节 的 目的 是 研究 一 种 常用 的 子 群 链 , 叫 合成 群 列 . 

先 从 次 正规 群 列 谈 起 ， 若 群 G 有 使 关系 式 

G = GOGO OADG,I (1) 
成 立 的 G 之 这 样 一 些 + 十 1 个子 群 的 递 降 链 , 即 以 G ~ Go 为 首 
项 , 以 单位 群 C, 一 1 为 末 项 , 且 链 中 每 G; 是 紧 前 一 个 Gi-i 的 正规 
子 群 (i 二 4,2，… ,7), 就 叫 链 (1) 为 G 中 长 等 于 7 的 一 个 次 正规 
群 列 , 而 叫 诸 商 群 G;-;/ 6; 为 链 (1) 的 商 因子 ,同时 又 叫 每 G, 为 C 
之 次 正规 子 群 (一 般 , 群 G 之 子 群 互 叫 次 正规 的 , 其 意义 是 说 有 使 
HSHSHiS*… CH,SG 成 立 的 有 限 多 个 子 群 Hi, H,,'…,，H, 
得 以 存在 使 Hi-14His (一 1,2,…, s,s 十 1), 但 向 = 有 
Hni 一 G; 因而 正规 子 群 当然 是 次 正规 的 )。 注 意 链 (1) 中 Gj 一 
Gin 的 情形 是 允许 的 , 即 人 允许 有 重 项 . 

. 车 群 之 两 个 次 正规 群 列 的 诺 商 因子 间 能 建立 1-1 对 应 关系 ， 
使 所 对 应 的 商 因 子 互 为 同 构 ， 那 末 就 叫 这 两 个 次 正规 群 列 是 靠 从 
的 .例如 > 一 . 矿 阶 循环 群 G 一 {g} 的 两 个 次 正规 群 列 6>61 一 
{gt) 刁 1 与 6 二 古 一 (的 二 1 是 等 价 的 , 因为 G/Gt 之 负 一 Hi/1 
与 G 一 GV1 一 GI/H. | 

” 除 链 (1) 外 ,如 果 尚 有 G 的 另 一 个 次 正规 群 列 之 链 
G = HoHOHD .DHADH,= 1 (2) 
使 (1) 中 每 Gi 出 现在 (2) 中 [这 话 的 含义 是 每 G; 在 《1) 中 重复 
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的 次 数 至 少 在 (2) 中 也 必 重 复 那 许多 次 , 因 之 + 所 :], 就 串 链 (2) 
为 链 (1) 的 加 细 . 关于 加 细 , 有 一 个 重要 的 

定理 1 群 之 任 二 个 次 二 兴 妖 列 必 有 等 从 的 加 细 

先 要 征明 下 面 的 

引 理 1 廊 0 与 7 县 合 6 之 个 了 群 ， 而 dUs vdv， 出 

(DO utUNv) du UNT), 

《iD veV Ns) dUNTD), 

Giii) “UNV) ~ “(UNV) ~ Sh 

aUNv) vvVNws) 《no 
证 明 wdU 及 UNVCUzu(UNV) 为 UU 之 子 群生 wd 


«(UNV), 故 有 商 群生 站 中 ,其 元 为 形 uala EUNV)， 易 知 由 
映射 a 下 wa 得 UNV ~ 于 站 ,而 这 同 态 的 核 为 


asN (UNV)= uNr, 
故 #x 站 VdUNV， 同 理 , vz 站 VdUNnv， 于 是 (UNv)CVNw)4 


UNV, 且 又 易 知 aCvNvU) dUNV), 故 将 2 q 交 5D), 
于 是 从 UNT ~ A 而 据 $6 定理 7 后 面 的 附注 3 可 知 
ND 在 UNv 内 的 完全 象 原 为 (rnU) . Ceny)。 故 


也门 下 ~ ND /ND = UND 
《az 门 1 (Nr) 1 uly VY 


UNV ~ UNT) 证 宅 
同 理 叉 有 二 DAD wear Vy 引 理 1 证 完 . 


再 来 证 明定 理 1: 设 (1) 与 Q2), 即 
G 一 CoDCIDGC 二 -二 GOC 一 ]， (1) 


C = HH EH ADH, = 1 (2) 
为 群 G 之 二 个 次 正规 群 列 ， 在 (1) 的 每 相 邻 两 项 Gj- 二 Gi(f 一 
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1，2，-…， 7) 中 间 播 进 s -1 个 群 
Gi = Gi Gif He) (k= 1, 2 一 上 )， 


再 作 链 
人 一 Go 二 tk 之 Ci-1 之 Ci! Ci 十 和 “OG WA "GO, 
一 1， 《17 
并 为 对 称 计 就 令 


Co Gi Ci 一 站 五 o) 一 Ci-1， Ci 一 Gi( Gi-t NH,) = G,. 
因 Hi dHilt 一 1 2 …， 7)， 故 Gf NH dG ft HeiS 
Gi-1, 于 是 再 由 Gi < Gy 就 得 到 
CR es GAGN Hi) 4 GA Gi Hr) ee Gj-1 
(= 1,2,°.*, 5), 
这 证 明了 (1 为 G 的 次 正规 群 列 且 为 (1) 之 加 细 ， 
同 理 ， 在 (2) 之 每 相 邻 两 项 Hi-; 与 Hi 一 1 2 5) 中 
闻 插 进 7 一 1 个 群 
Hik 一 Hi(Hif G,) ( -= 上 2，，"，? 一 1 》， 
并 为 对 称 计 令 
Hox 一 FRR-I 站 Go 一 Harts Hr — HH 6,) = Hi, 
且 再 作 链 
G 一 Ho .2HinH :2H 2 2H,-,r 
: DH OH, 一 1， (2 
则 同上 完全 一 样 , 可 知 (27 为 G 的 次 正规 群 列 且 为 Q2) 的 加 细 ， 
显然 , 链 (1) 与 链 C2》 的 长 部 是 rs, 且 由 引 理 1 又 知道 
Cik-UVCi 全 再 -kB 人 一 1 2 7 Kel, 2,. ,5), 
这 就 证 明了 两 个 次 正规 群 列 (1) 与 (2) 是 等 价 的 y 即 (1) 与 (2) 
有 等 价 的 加 细 。 定 理 1 获 证 . 
下 面 来 谈 这 节 的 主要 问题 一 一 合成 群 列 . 
若 次 正规 群 列 的 链 (1) 为 真正 的 降 链 ,如 
G = GOOGIDGIDOIOGADG.= 1 
《 即 相 邻 二 项 不 等 ), 串 这 和 链 为 无 重复 项 的 次 正规 群 列 。 若 一 个 次 
正规 群 列 的 加 细 合 有 和 较 这 次 正规 群 列 至 少 多 一 项 时 ， 岂 这 加 细 为 
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真 加 细 . 
若 一 “无 重复 项 的 ”次 正规 群 列 再 没有 “元 重复 项 的 ” 真 加 细 
时 , 叫 这 样 的 次 正规 群 列 为 合成 群 列 . 
判定 次 正规 群 列 为 含 成 群 列 的 条 件 , 有 下 面 的 
定理 2 天 重复 项 的 次 平 规 嫩 烈 为 合成 恒 列 的 布 要 条 件 是 甸 
中 诸 商 因子 都 星 单 寻 
Cm GOGIDGIODOG DOG.= 1 (3) 
为 合成 群 列 .， 如 若 链 (3) 中 有 一 商 因 子 6,-1/G; 不 是 单 群 , 则 像 
GW/G;dGi/Gi 及 Gi 过 GO 过 Gi- 的 Gi 之 正规 子 群 Ga 
必 存 在 , 因 之 
C= GOIOGID DGADGNIDGD. DO,DG, 
一 1 (4) 
为 (3) 的 真 加 细 且 无 重复 项 ， 与 (3) 为 合成 群 列 之 假设 相抵 ， 不 
可 。 故 每 商 因 子 G;-1/ G, 为 单 群 . 
反之 , 设 无 重复 项 的 次 正规 群 列 (3) 中 每 商 因子 Gi/G; 已 
为 单 群 。 假 若 (3) 非 合成 群 列 , 则 (3) 必 有 无 重复 项 的 真 加 细 , 即 
《3) 中 至 少 有 相 邻 二 项 如 Gi-! 和 Gj, 使 得 像 
Ci < GO < Gi- 与 Goc< Ci- 
的 Gio 确实 存在 , 即 (4) 为 (3) 之 真如 细 。 于 是 ,从 1 < Go G， 
< Ci-VG 及 GOVGidGi-VG 可知 Ci-VyG; 非 单 群 , 与 假设 相 
抵 , 不 可 。 故 (3) 为 合成 群 列 . 
定理 2 因而 获 证 , 
我 们 知道 : ”高 群 G/N 为 单 群 的 充 雪 条 件 是 为 G 的 极 大 正 
规 子 群 ， 于 是 由 定理 2 即 得 
推论 1 不 重 复 项 的 次 正规 群 列 为 合成 玲 列 的 讽 村 条 件 是 链 
中 任 一 项 为 它 紧 前 一 项 的 极 大 下 规 子 群 
特 当 G 为 有 限 群 时 ， 荷 若 G 非 单 群 。 它 至 人 少 有 一 个 极 大 正规 
子 群 ;' 同 理 , 这 极 大 正规 子 群 人 《 荷 非 单 群 时 ) 自身 也 有 它 的 极 大 正 
规 子 群 ; 继 续 下 去 , 由 于 G 之 有 限 性 , 可 知 必 有 经 过 有 限 多 回 这 样 的 
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步 驴 能 达到 单 群 , 因 之 它 再 没有 极 大 正规 子 群 ( 即 单位 群 就 是 它 的 
极 大 正规 子 群 )， 故 又 有 

推论 2 有 限 群 必 有 合成 群 烈 . 

有 限 群 据 上 推论 2 固然 有 合成 群 列 ， 无 限 群 一 般 不 见得 有 合 
成 群 列 , 例如 无 限 循环 群 就 没有 合成 群 列 : 因为 在 无 限 循 环 群 的 
任何 一 个 无 重复 项 的 次 正规 群 列 里 面 ， 位 启 于 单位 群 的 前 一 项 也 
是 无 限 循环 群 , 故 它 必 有 异 于 1 的 真子 群 ,这 说 明了 无 限 循 环 群 之 
任何 无 重复 项 的 次 正规 群 列 一 定 还 有 无 重复 项 的 真 加 细 ， 即 无 限 
循环 群 没 有 合成 群 列 。 于 是 下 面 自然 会 提出 两 个 问题 , 一 是 有 合 
成 群 列 的 群 (当然 包括 有 限 群 ) 究 有 怎样 的 特性 ?二 是 群 具有 合成 
群 列 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

先 解决 第 一 个 问题 。 当 群 有 合成 群 列 时 , 合成 群 列 往 往 不 止 
一 个 ,彼此 的 关系 怎样 > 定理 3 回答 了 这 个 问题 , 即 

定理 3 ” 当 群 有 合成 群 列 时 , 则 任 三 个 合成 群 列 必 等 价 . 

事实 上 , 由 定理 1, 已 知 二 个 合成 群 列 有 等 价 的 加 细 ; 但 据 合 
成 群 列 之 定义 又 知 它们 都 没有 无 重复 项 的 真 加 细 ， 改 它们 的 等 价 
的 加 细 中 如 有 一 有 重复 项 时 , 另 一 亦 必 有 重复 项 , 随 而 它们 之 中 商 
因子 为 单位 群 之 个 数 必定 相等 ， 因 之 去 掉 这 些 商 因子 为 单位 群 的 
以 外 , 商 因 子 不 为 单位 群 之 个 数 也 必 相 等 , 且 使 之 成 1-1 对 应 而 令 
对 应 的 商 群 互 为 同 构 者 是 可 能 的 . 这 就 是 说 其 中 无 重复 项 的 真 加 
细 亦 为 等 价 的 , 即 二 个 合成 群 列 是 等 价 的 。 定 理 3 获 证 . 

定理 3 的 意义 实际 上 是 说 : 当 群 G 有 合成 群 列 时 * 那 末 它 的 
长 及 诸 商 因子 ( 除 同 构 者 外 ) 都 是 由 G 本 身 唯一 地 被 确定 。 说 简单 
些 ,合成 群 列 是 唯一 的 (以 等 价 的 意义 言 )， 正 因为 这 样 ,所 以 今后 
将 群 之 一 切合 成 群 列 的 公共 长 简单 地 叫做 该 群 之 合成 长 或 维 数 ， 
而 叫 任 一 合成 群 列 的 诸 商 因子 为 群 之 合成 商 因 子 ， 

仍 设 G 有 合成 群 列 , 今 取 G 之 任 一 个 无 重复 项 的 次 正规 群 列 
与 G 之 一 个 合成 群 列 。 由 定理 1, 则 知 这 两 个 链 有 等 价 的 加 细 ， 
于 是 除去 那些 有 相同 个 数 的 商 因 子 为 单位 群 的 项 外 ， 就 会 得 到 等 
价 的 无 重复 项 的 真 加 细 ， 然 而 合成 群 列 的 无 重复 项 的 真 吉 细 就 是 
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全 合成 群 列 本 身 , 因 上 昕 与 它 等 价 的 也 必 是 合成 群 列 ， 故 又 证 得 了 
定理 4 当 群 G 有 合成 群 列 时 ， 那 末 它 的 任 一 个 无 重复 项 的 
次 正规 群 列 必 可 加 细 到 一 个 会战 群 列 ， 因 之 它 的 长 决 不 超过 群 之 
维 数 . 
定理 3 与 4 就 是 有 合成 群 列 的 群 之 特征 ， 即 解决 了 前 面 提出 
的 第 一 个 间 题 . 


再 解决 第 二 个 问题 , 即 求 群 G 具有 合成 群 列 的 充 要 条 件 (这 时 当然 说 的 
G 为 无 限 群 )。 从 次 正规 群 列 的 意义 引进 了 合成 群 列 的 概念 , 而 次 正规 群 列 
的 概念 又 是 建立 在 次 正规 子 群 这 一 个 名 词 之 上 ,所 以 说 次 正规 子 群 这 概念 在 
合成 群 列 中 担负 着 重要 的 和 角色。 有限 群 有 合成 群 列 ,* 有 限 群 当然 只 有 有 限 多 
个 次 正规 子 群 ,这 就 启发 我 们 思考 这 样 一 个 问题 : 无限 群 有 合成 群 列 的 充 要 
条 件 是 它 只 有 有 限 多 个 次 正规 子 群 吗 ? 这 是 一 个 肯定 的 答案 , 详 述 于 下 . 

首先 , 设 ( 无 限 ) 群 G 只 有 有 限 多 个 次 正规 子 群 。 任 取 G 之 一 个 真 次 正规 
子 群 4, 再 取 4 的 任 一 个 真 次 正规 子 许 4,, 递 推 下 去 ,一般 取 各 之 任 一 个 
真 次 正规 子 群 4;+,。 由 次 正规 子 群 的 定义 ,马上 知道 次 正规 子 属 的 次 正规 于 
群 也 是 原 群 c 的 次 正规 子 群 ; 于 是 每 4 都 是 6 的 次 正规 子 群 ;而 得 到 6 的 一 
个 次 正规 于 群 递 降 链 

G> A>A>A> A (5) 
由 于 G 只 有 有 限 多 个 次 正规 子 群 的 假设 , 可 知 链 (5) 只 有 有 了 上限 多 个 项 , 这 是 
说 必 有 一 么 使 ! 只 能 是 44 的 次 正规 子 群 ,于 是 得 到 了 由 G 之 有 限 多 个 次 正 
规 子 群 组 成 的 降 链 
Ap 一 中 > > 和 > 二 As (6) 

据 和 4 为 41-, 之 次 正规 于 群 的 意义 可 知 在 每 两 个 4;, 与 4 之 间 能 插 进 有 限 
个 群 使 后 者 为 紧 前 一 项 的 正规 子 群 ,这 样 就 可 使 (6) 加 细 成 为 一 个 次 正规 群 
列 , 不 损 普遍 性 就 可 令 (6) 为 6 之 次 正规 群 列 ， 同 时 再 使 (6) 尽 可 能 地 加 细 成 
无 重复 项 的 次 正规 群 列 , 由 于 G 只 具有 有 限 多 个 次 正规 子 群 , 故 最 后 一 定 可 
使 (6) 加 细 成 一 个 无 过 复 项 的 次 正规 群 列 后 再 也 没有 无 重复 项 的 真 加 细 , 这 
说 明了 (6) 可 加 细 成 一 个 合成 群 列 , 也 就 证 明了 G 确 有 合成 群 列 

反之 ,再 证 明 凡 其 有 合成 群 列 的 (无 限 ) 群 也 仅 有 有 限 多 个 次 正规 子 群 。 
证 明 的 方法 是 关于 合成 群 列 的 长 用 归纳 法 今 用 反 证 法 , 即 银 定 具 有 合成 群 
列 的 (无 限 ) 群 可 能 有 无 限 多 个 次 正规 子 群 ,而 令 c 是 其 中 有 最 小 的 合成 长 .这 
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规 子 群 . 

6G 之 每 个 真 次 正规 子 群 必 包 含 在 一 个 真正 规 子 群 内 , 且 6 之 真正 规 子 
群 由 于 c 有 合成 群 列 亦 必 有 合成 群 列 且 合 成 长 又 必 小 于 6G 之 合成 长 ( 参 用 后 
面 的 问题 4)， 故 据 归纳 的 假设 则 知 6 之 每 个 真正 规 子 群 只 有 有 限 多 个 次 正 
规 子 群 。 于 是 因 G 自身 有 无 限 多 个 次 正规 子 群 , 故 知 这 和 时 G 也 必 有 庞 限 多 个 
正规 子 群 . 

车 N 为 G 的 一 个 真正 规 子 群 , 则 NN 与 6/N 都 有 较 小 的 合成 长 (与 9 之 合 
成 长 相 比 较 )( 参 君 后 面 的 问题 4)、 故 与 G/N 据 归 纳 的 假定 都 只 有 有 限 多 
个 次 正规 子 群 ， 随 而 G 之 无 限 多 个 正规 子 群 中 只 有 有 限 多 个 含 在 N 内 , 也 只 
有 有 限 多 个 合 N. 

由 是 就 敢 断 言 c 有 无 穷 多 个 极 大 正规 子 群 以 及 无 穷 多 个 极 小 正规 子 群 : 
事实 上 , 因 6 之 每 个 极 大 正规 子 群 4 只 包含 6 之 有 限 多 个 正规 子 群 ( 上 陆 的 
结论 ), 故 由 于 5 有 无 限 多 个 正规 子 群 , 即 知 G 必 有 无 限 多 个 极 大 正规 子 群 . 
同样 , 因 又 据 上 段 的 结论 ，G 之 无 限 多 个 正规 子 群 中 只 有 有 限 多 个 包含 G 之 
每 个 极 小 正规 子 群 5， 而 6 之 每 正规 子 群 又 必 和 至 少 含 6 之 一 极 小 正规 于 群 ， 
故 c 亦 必 有 无 限 多 个 极 小 正规 子 群 . 

又 G 中 任意 形 限 多 个 正规 于 群 所 生成 的 群 天 必 与 6 一 致 事实 上 。 因 
K<lc, 且 天 含有 G 之 死 穷 多 个 正规 子 群 ; 故 由 于 G 之 真正 规 于 群 只 含有 的 
有 限 多 个 正规 子 群 (上 二 段 的 结论 )， 故 天 不 能 为 6 之 真正 规 子 群 , 不 得 不 有 
K=O, 

令 4 为 6 之 任 一 个 极 大 正规 子 群 , 由 于 G 有 死 穷 多 个 极 小 正规 子 群 ,而 
4 又 只 能 含 c 之 有 限 多 个 正规 子 群 , 故 G 必 有 无 限 多 个 极 小 正规 子 群 都 不 在 
4 内 ; 若 令 8 是 这 样 的 一 个 极 小 正规 子 群 , 则 由 4 之 极 大 性 不 得 不 有 G 二 {4， 
B} = 48, 但 4NBdIB 且 ANB<B, 故 由 8 之 极 小 性 又 知 4N18 = 1， 这 说 
明了 G = 4xB, 即 4 己 26(8) 与 BEGZ6(4A)。 由 于 对 特定 的 4 言 , 有 瑚 旁 多 
个 这 样 的 3, 它们 又 必 生 成 G6， 这 说 明了 每 个 这 样 的 BEZe(4) 必 导 致 G 
王 zc(-4): 即 4 生 Z(6) .同样 的 道理 ,对 每 极 小 正规 子 群 8,6 又 必 有 无 穷 多 个 
极 大 正规 子 群 不 含 By 故 若 4 为 这 样 的 一 个 ， 则 从 G 一 4 x 8 知 ACGZelB)， 
而 无 穷 多 个 这 样 的 4 又 必 生 成 G, 故 GEz6(8)， 即 BCEZ(G)。 于 是 G= 
4 x 日 不 得 不 为 交换 群 . 

但 G 已 假定 有 合成 群 列 , 故 令 其 一 合成 群 列 为 

G 一 Go>G>G>…>G >G 一 1 (7) 


则 Gi /Gs 为 单 群 全 一 1 2…，r)5 于 是 之 交换 性 说 明了 Gi_:/G; 为 交换 
e 里 


单 群 , 因 而 ol(G;_1/G1) = pi (质数 ), 由 是 从 (7) 式 得 知 
ofG) = o(Gof/G) olG LG) 0 G1 /6;) 一 pipepyy 
即 6G 为 有 限 群 ,与 假设 矛盾 .不 可 . 
总 插 上 述 , 我 们 就 证 得 了 
定理 5 无 限 人 群 C 有 合成 嫩 列 的 迹 双 奈 件 是 G 只 有 有 罕 多 个 次 下 各 于 
群 (文献 [14]) 


下 面 列举 一 例 来 结束 这 一 节 . 

例 求 * 次 对 称 群 5, 的 合成 群 列 . 

因 &; 是 2 阶 循环 群 ， 故 它 仅 有 唯一 个 他 成 群 列 : 名 

. 当 = 之 3 而 * 关 人 4 有 时 ， 因 ”次 交代 群 %。 是 单 群 ， 故 若 名 。 
ND… 汪 1 为 8, 之 合成 群 列 , 则 因 ,站 N 4,; 不 得 不 有 : 
或 则 nhl， 或 2 站 一 和 

但 2 个 N=1 说 明 N 不 含 非 恒 等 置换 的 偶 置 换 ， 于 是 或 N 一 1 
或 N 除 含 1 外 再 只 含 唯一 个 2 阶 的 元 ( 即 oN) 一 2) 上 且 为 奇 置 
换 。， 由 于 NN 为 5, 之 极 大 正规 子 群 又 知 N 二 1， 故 六 只 含 唯一 个 
阶 2 的 奇 置换 ; 于 是 这 唯一 个 阶 必 等 于 2 的 奇 萝 换 只 能 是 对 换 如 
(12), 或 在 > 之 6 时 尚 可 为 3 个 对 换 之 积 , 如 (ij)UCpq), 或 为 
大 于 3 之 青 数 个 对 换 之 积 (注意 各 对 换 应 无 公共 文字 )。 但 不 论 怎 
样 ,由 于 N46。 即 知 与 (12) 或 (ij)(41)(pg) 共 和 的 均 在 内， 与 
o(N) = 2 相抵 ， 不 可 ， 这 说 明了 不 可 能 是 semN = 1， 故 只 能 
是 3 六 二 3, 即 EN 因 之 , 1 < [6.:N] [6,:4] 一 2， 
不 得 不 有 [G。:N] 一 2， 随 而 N 一 A, 说明 eg。 只 有 唯一 个 合成 
群 列 , 是 6, 一 W, 汪 1( 因 at 单纯 ). 

下 面 刊 下 要 解决 的 是 5, 之 合成 群 列 , 这 时 , 着 SN 二 ，…， 
>1 为 5, 之 合成 群 列 , 则 首先 能 断言 N 不 含有 奇 置换 . 为 什么 呢 ? 
因 S4 共有 12 个 奇 置换 ， 其 中 有 6 个 对 换 与 6 个 四 项 竺 环 ， 故 从 
N45, 可 知 : 当 N 仿 一 个 对 换 时 ，N 含 所 有 的 对 找 ， 应 有 .N 一 
5; 或 者 当 N 含 六 个 吗 项 循环 时 ，N 亦 含 全 部 四 项 循环 ， 随 而 含 
《1234 六 二 《13)(24), 因 之 知 N 避 《 克 莱 英 四 元 群 )， 然 由 入 所 
含 的 奇偶 置换 之 个 数 相 等 又 知 立 必 会 至 少 一 个 三 项 循环 ， 由 是 六 
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又 含 全 部 三 项 循环 , 故 结果 亦 必 应 有 N 一 SG。 总 之 , 当 入 合 任 一 : 
奇 置 柳 时 就 有 N = 64, 产生 了 矛盾 , 故 必 NE。 再 据 六 在 64 内 
9。 二 

又 中 也 只 有 唯一 i R,. 为 什 
么 电 2? 因由 匈 ' 人 如 及 [34 多] 二 3 为 察 数 、 确 知 罗 为 1 的 一 个 
极 大 正规 子 群 ， 另 方面 , 设 妃 是 的 一 个 极 大 正规 子 群 ; 车 这 时 
有 一 个 三 项 循环 (123)e 及 时 则 据 $7 定理 14 可 知 之 人 个 三 
项 循环 关于 %0 言 得 分 成 两 个 共 斩 类 ， 
《ID (123), C142), (134), (243) 
本 人 ee 

(1) (C132), (124), (143), (234). 
故 从 《123)€ HAW 可 知 《I) 中 四 个 三 项 循环 都 在 吾 内 ， 又 从 
(132》 一 (123)e 好 可 知 (ITD) 中 四 个 三 项 循环 也 都 在 马 内 ， 于 是 
互 包含 了 一 切 三 项 循环 ， 不 得 不 有 玖 一 sa, 此 非 所 许 。 因 之 ,五 
不 含 三 项 循环 ， 故 娓 必 合 8 之 一 元 x 由 是 再 据 $7 定理 14 则 知 
六 关 于 6 之 共 弧 类 “《。 亦 为 关于 % 之 共 斩 类 , 因而 利用 已 人 20 知 
&. 中 元 全 在 互 内 ， 而 得 到 了 几 己 H， 这 证 明了 中 之 极 大 正规 子 群 
只 能 是 多。 

又 见 为 4 阶 非 循环 的 交换 群 ， 故 它 有 三 个 二 阶 正规 子 群 , 都 
是 极 大 的 ,分 别 为 | 

012)C34)}, {C13)C24)}, {C14)C23)}, 
所 以 结果 得 知 By 有 三 个 合成 群 列 : 

>{(12)(34)} 
全 / 忆 和 LC 寺 {(13X(24)} 一 
{C14)(23)} 
问题 1 ” 求 四 元 数 群 (参看 57 定理 9 后 面 的 定义 ) 的 合成 群 


问题 2 ”有限 群 之 阶 等 于 它 的 合成 商 因子 之 阶 的 乘积 . 
问题 3 ”有 限 循 环 群 有 唯一 个 合成 群 列 的 充 要 条 件 是 它 为 
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思 群 ( 阶 为 素数 乡 的 守 )， 

问题 4 设 互 是 有 合成 群 列 的 群 G 之 任 一 个 正规 子 群 ， 试 证 
.G 必 有 一 合成 群 列 含 刀 为 项 。 并 证 G 之 合成 商 因 子 在 同 构 意义 下 
就 是 商 群 G/H 和 吾 本 身 二 者 的 合成 高 因子 之 合并 . 

问题 5 设 GDGDG>D .DG 一 DG 一 工 为 有 限 群 G 之 
合成 群 列 。 若 (o(GD), 【G6:G1]) = 1 即 G; 之 阶 与 其 指数 互 素 ， 
则 Giqdcy, 证 之 . 

握 示 : 先 证 Go 本 本 本 cy 再 证 ci<Gi-:; 然后 又 证 G 本本 本 co:， 而 
推 知 Gi 后 Gj- 5 即 反复 利用 $6 的 问题 2. 


$14. 带 算 子 的 群 


我 们 知道 : 群 G 之 正规 子 群 ,特征 子 群 ,完全 特征 子 群 分 别 与 
5 之 内 自 同 构 、 自 闻 构 、 自 同 配 有 完全 类 似 的 关系 . 今 将 这 关系 予 
以 推广 ， 即 设 群 G 与 某 些 符号 rc, x, a,*'*' 之 集合 0 满足 下 列 性 
质 : 

(i》 每 a € G 与 每 o€ 0 可 唯一 地 决定 G 之 一 元 o (或 写 为 
ar), 换言之 , zeEG 与 rcED 一 >276c0C; 

《ii 由 (i) 所 决定 的 元 满足 关系 式 a"5" 一 Cab 站 [或 40 :bo 一 
(ab)o]. 

叫 福 足 G7), (ii 两 性 质 的 群 C 为 带 算 子 的 群 ， 说 详细 些 叫 GG 
具有 带 算 子 域 乡 的 群 ,而 叫 9 中 符号 wy r,…… 为 群 加 的 算 子 . 简 
称 G 为 全- 群 . 

由 定义 , 即 知 集合 8 的 每 符号 ( 算 子 )o 可 看 做 6G 的 一 个 自 同 
态 , 这 是 算 子 的 实际 意义 但 要 注意 : 4 中 不 同 的 算 子 符号 可 为 
G 的 同一 个 自 同 态 , 即 虽 c 关 r， 但 对 每 ee G 得 人 允许 ea 一 sr. 

若 台 只 含 G 之 便 等 映射 1, 或 8 的 每 算 子 符号 都 确定 G 之 恒 
等 映射 ( 即 对 每 a€ G 及 每 o€ 0 恒 有 40 二 a), 则 9- 洛 就 是 通常 
的 群 ( 或 说 6 是 没有 算 子 的 群 )。QG- 群 G 之 子 群 妃 也 是 0- 群 时 ( 即 
太 对 算 子 域 2 是 不 变 的 )、 就 叫 末 为 9- 子 群 , 或 吊 容许 子 群 。 于 
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是 , 当 台 只 含 G 之 恒 等 映 射 工 为 符号 元 时 ,容许 子 群 即 通 常 子 铬 . 
如 果 0 = 1(G)》 为 G 之 内 自 同 构 群 ， 则 容许 子 群 就 是 正规 于 和 群 。 
若 Q 二 4(G) 或 一 E(G), 容许 子 群 变 为 特征 子 群 或 完全 特征 子 
说 .这 就 说 明正 规 子 群 、 特 征 子 群 . 完 全 特征 子 群 这 许多 名 词 在 容 
许 子 群 人 4G- 子 群 ) 的 概念 下 可 统一 起 来 ,也 是 说 可 将 各 种 不 同 的 间 
题 借 带 算 子 群 的 概念 能 在 统一 的 形式 下 来 处 理 。 又 如 一 域 P 上 的 
向 量 空间 VV 可 看 做 是 带 算 子 域 P 的 交换 群 , 子 空间 就 是 容许 于 群 ， 
一 般 , 若 将 非 交 澳 环 尺 看 做 带 右 (或 左 ) 算 子 域 刃 的 交换 加 群 , 那 末 
容许 子 群 为 右 (或 左 ) 理想 ; 若 把 这 交换 加 群 R 同时 看 做 具有 左 与 
右 算 子 域 R, 那 末 容许 子 群 就 是 双 侧 理想 ， 又 若 将 通常 的 交换 群 
看 做 具有 整数 环 C 为 算 子 域 的 群 ， 这 时 它 的 子 群 都 是 容许 子 群 . 
由 是 可 知 带 算 子 域 的 群 这 个 概念 有 广泛 的 应 用 ， 下 面 先 对 带 算 子 
域 的 群 作 一 般 的 讨论 ， 然 后 就 算 子 域 为 具体 的 内 容 来 看 所 讨论 的 
结果 有 什么 含义 ;这 就 是 本 节 的 任务 . 
设 G 与 为 具 同 一 个 算 子 域 0 的 群 。 设 G 之 G， 且 在 这 同 
构 关系 中 G 与 之 对 应 元 4 与 4 对 于 每 o€ 0 也 产生 了 ec 与 ao 


为 对 应 的 元 时 ， 就 叫 它们 是 9- 同 构 的 ; 记 为 G 之 区 ， 类 似 地 亿 可 
定义 @- 同 态 , 0- 自 同 构 及 Q- 自 同 杰 的 意义 ， G 与 5 为 0 网 坊 


时 , 记 为 G 之 5， 例如 域 P 上 两 个 维 向 量 空间 以 交换 加 群 的 各 
义 言 就 是 0- 同 构 的 (这 时 9 二 P)。 下 面 主要 地 是 研究 有 关 9- 群 
的 2- 同 构 问 题 ,为 此 ,有 些 必 要 知识 先 以 引 理 的 形式 宇 出 ， 

引 理 1 0- 群 6 之 任意 多 个 (有限 或 无 限 ) 容许 子午 的 交 志 


时 许 于 和 ,省 放权 了 各 的 认 也 是 容许 下 地 群 。《 吉 于 作 
时 为 容许 子 群 时 就 叫做 容许 正规 子 群 ). 
证 明 设 孔 ， 互 :，,- … 为 G 之 容许 子 群 (或 容许 正规 子 群 )。 令 


D = 六 H,， 于 是 ,DD 为 子 群 (或 正规 子 群 ) 是 显然 的 ， 今 令 *E€ 
D,oEt nn, 则 因 x€ 每 BF;, MH; 又 是 容许 的 ， 故 有 xc 每 五 ;> 即 
x"&€ ,证 明了 D 之 容许 性 .证 完 ， 

再 若 放 为 9- 群 G 的 一 个 非 空 子 集 , 则 G 中 凡 含 M 的 一 切 容 许 


atl5 * 


子 群 之 交 当 然 也 是 一 个 含 对 的 容许 子 群 ( 引 理 1)， 叫 它 是 由 子 集 
M 所 生成 的 容许 子 群 , 表 以 1M }jo。 显然 , 据 这 定义 即 知 {M jo 是 
G 中 合计 的 唯一 的 一 个 最 小 容许 于 群 、 旦 易 验证 {M}o 是 由 中 
形 为 eg(efio)28 (asoz) xxo(Casos) 之 元 所 成 之 集 ( 式 中 co， 
co ec C029" C1 为 整数 ,每 a; 及 bo，…' ,zo 都 怕 于 M， 
每 "上 CQ) 并 易 知 由 M 生 成 的 容许 子 群 {村 }g 与 在 $4 里 讲 过 的 
由 村 生成 的 子 群 {M) 间 的 关系 是 {M} ETMjo。 

特 当 对 只 含 G 之 一 个 元 a 时 ,就 叫 {a}o 是 由 元 4 生成 的 容许 
循环 子 群 , 它 是 由 CG 中 凡 形 状 为 

a ag asf ar )- ， “(arke) d 

之 元 而 成 的 集 ( 每 cj 为 整数 ; o,f,……, a€ 40). 一 般 ， 有 关系 式 
{a} 导 {a}o, 而 不 能 说 {4} 与 44}o 相 局 . 

引 理 2 由 9 悦 6 的 一 生 容 许 于 避 之 天堂 所 和 局 的 于 群 必 
为 容许 子 群 . 

证 明 设 忆 ;已 是 98- 群 G 之 容许 子 群 、 令 KK = {H,， 
态 ,*-*}， 即 KK 是 由 已 之 并 集 所 生成 的 G 之 子 群 , .于 是， 对 每 
上 EK, 必 有 一 正 英 数 + 二 rR) 使 二 hi 所 (BE Hi)， 获 
当 g EQ 对 ,有 外 二 如 避 如; 而 所; 之 容许 性 又 知 加 二 局 E 
Hi, 因 之 又 有 如 E{ 忆 ， bh, `…} 二 ,证 明了 KK 为 容许 子 群 。 证 
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同样 可 证 ， 将 容许 子 群 改 为 容许 正规 子 群 ， 引 理 2 仍 成 立 。 
但 因由 正规 子 群 所 生成 的 群 还 等 于 这 些 正规 子 群 的 积 , 故 又 得 
引 理 3 申 任意 多 个 寄 下 规 于 避 之 并 华 生 的 于 和 为 容 放 


和 


和 


有 引 理 1 一 3 后 ， ,就 可 讨论 o- 群 中 有 关 9- 同 构 的 问题 。 因 每 
算 子 为 群 之 一 个 自 同 态 , 故 &- 群 GE 恒 有 两 个 容许 正规 子 群 , 即 C 
自身 与 单位 元 群 ， 大 人 冬 G 除 这 两 个 当然 的 容许 正规 子 群 外 ， 再 
无 别 的 容许 正规 子 群 时 ,就 叫 G 为 纪 - 单 嫩 . 

必须 注意 的 是 : Q- 单 群 不 见得 为 通常 的 单 群 。- 

例如 4 = 4(G) 一 1(G) 为 5 之 一 切 非 内 自 同 构 之 自 同 格 的 集 时 ， 刚 6 


9 上 16 


OO 


为 9- 单 群 之 意义 指 的 是 像 NG 而 MEN 之 N 只 能 是 N 一 1 或 8 一 
G(oe 4(G)), 也 就 是 说 这 时 的 9- 单 群 以 通常 的 意义 言 是 特征 单 群 ， 我 们 已 
知 特征 单 群 不 必 为 单 群 

但 反之 2- 群 6G 如 为 单 群 ; 则 易 征 G 必 为 Q 单 群 .- 

i 卫 -一 ~ 

今 设 两 个 8- 群 6 与 GG 是 2- 同 态 的 (人 G~G). 容易 证 明 这 
2_ 辣 态 的 核 N 为 G 的 容许 正规 子 群 

这 时 要 特别 留心 的 是 : GE 必 先 要 求 有 C~6， 而 G~G 却 不 必要 求 
为 Gc~6， 故 GE 较 C~6 之 要 求 更 多 ,于 是 CG~G 之 核 N 一 般 地 说 应 为 
6~& 之 核 w 的 子 集 , 

反之 ; 设 有 QQ- 群 6G, 且 G~G， ad 


子 群 ， 我 们 可 证 明 使 G 变 为 8- 群 ， 和 县 G~6, 而 这 9- 同 态 的 核 又 
恰 为 N， 

“事实 上 ， 若 ze, 借 G~5E 而 令 站 在 G6 中原 像 之 一 为 4 了 时， 因 从 o € 8 
有 we G， 故 令 me 在 @ 中 之 像 《 借 6~5) 记 为 az, 即 对 每 ieE 与 每 
0 € 0 用 这 样 方法 定义 了 G 之 元 a0。 但 借 G~6 若 到 5 在 6 中 另 一 原 像 。 
时 ， 因 wezr' 一 IT (6 之 单位 元 )， 故 a1e7! EN， 由 N 之 容许 性 得 (a.271)0 一 
(m0) ， (es0)-' EN， 即 m0 与 40 在 内 的 像 相等 , 因 之 .0 一 20 这 说 明 
a0 与 # 在 G 中 原 像 之 选择 无 关 , 仅 与 和 o 有 关 , 也 是 说 由 #6 及 oe 8 得 
一 意 地 确定 zo & 5, 故 6 得 使 之 为 0- 群 ， 其 次 ， 若 566, 并 令 # 与 5 借 
G~& 在 G 中 的 原 像 之 一 各 令 为 与 5 则 据 网 才 所 述 有 ao-~5oy sr-8o， 且 
从 辐 一 大 又 有 (ob)o—(C 33)a “ 指 的 都 是 G~6 之 意义 ); 但 (cb)0 一 VOD 。 
so- ， 80。， 故 必 有 《三 )o = 50。 Bg， 这 说 明了 像 上 述 那 样 定义 ae 之 
后 不 仅 是 可 使 E 变 为 9- 群 ,而 且 还 使 原来 之 GE 保持 为 6~6, 且 这 9- 同 
态 的 核 又 恰 为 v 者 自明 。 

于 是 , 特 当 G 为 如 - 群 ， G 之 正规 子 群 N 为 容许 子 群 时 ， 由 于 自 
然 同 态 G ~ G/N 的 核 已 为 N， 故 可 定义 商 群 G/N 为 台 - 群 , 且 还 


知道 自然 同 态 G ~ G/N 是 8- 间 态 的 : GTGIN. 
附注 ”这 里 要 特别 留心 一 个 容易 误解 的 问题 ; 述 于 下 。 出 自然 
同 态 G6~G/N = 与 N 之 容许 性 ， 由 上 述 方法 知 从 映射 2 一 8 一 
二 8N 能 定义 8 一 8” = (Ng)" 而 使 (Ng)" 有 确切 的 意义 ， 但 实 
“1i7« 


际 上 在 自然 同 态 6~6 = G/N 中 又 有 B~Ne* 二 gr"N， 玻 必 有 
(Ng)" = Ng"。 这 是 说 ,使 G/N 变 为 0- 群 有 使 G~G/N 保持 有 
G~G/N, 只 篇 定 义 (Ng)* = Ng* 即 可 ， 这 里 的 (Ng)* 以 6=G/N 
之 元 言 本 巨 意 义 、 而 定义 之 为 wg* 后 才 有 意义 * 即 纯粹 把 (Ng)]z 当 
作 一 个 符号 看 。 定 义 之 为 商 群 G/N 之 元 Ne"。 但 从 集合 论 的 角度 
言 ， (Ng) = Nrg"CNe" (NrCN)， 即 一 般 (Ng)* <Ng', 不 敢 
保证 有 N" 一 N、 说 透彻 些 ， 若 G 为 0- 群 而 正规 子 群 N 是 容许 的 ，、 
则 从 G6 之 元 来 的 观点 言 , 一 般 有 (Ns)” 二 Ng"CNg"; 但 从 G/N 为 
人 9- 群 之 意义 应 定义 (Ng)" = Ng"， 这 些 概念 ,应 识别 请 楚 , 不 可 混 
福 。 

由 于 自然 同 态 概念 非常 重要 , 特 妇 纳 如 下 

定理 1 者 六 为 0 cc 看 室 六 


G/N， ， 睛 

由 是 ，$6 中 诸 定 理 关 于 8- 群 也 成 立 , 述 于 下 . 

定理 2 G 与 G, 是 两 个 0- 群 是 G~G,, 则 其 核 N 为 G 的 容 
许 正 却 子 群 , 上 Gu<G/N; 友之 ,着 N 为 9- 群 0 之 容许 熙 规 于 群 
则 必 有 二 4- 群 6, 存在 使 G~~G, 并 使 入 恰 为. 

定理 3 6 与 6G, 为 0 群 有 G~ Gu 是 G, 的 容许 正规 子 
群 . 于 是 ,由 G6 凡 与 4 :他 丰 相对 应 的 G 中 全 部 示 素 而 成 之 入 


“定理 4 着 NECA4EG， 且 NN 与 5 4 都 是 9- 群 G 的 容许 正规 子 
群 , 则 
(G/NY/(AIN TS G1/4. 
定理 5 设 4, 部 是 0- 群 6 的 容许 子 群 ， 且 4 {4,，B1， 
则 有 : 
《iD 4N8 为 8 的 容许 正规 子 群 ， 
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(35) {4, B}/ATB/AN B. 

总 之 , 定理 1 一 5 可 根据 引 理 1 一 3 导出 , 说 明 $6 中 一 些 主 要 
结论 都 可 搬 到 这 里 来 。 换 旬 话 说 , 将 群 及 商 群 都 改 为 9- 群 , 子 群 
及 正规 子 群 都 加 上 “容许 ”两 个 字 ; 辐 态 与 同 构 分 别 改 为 9- 同 态 与 
遇 - 同 构 , 这 样 改 了 以 后 , 则 $6 中 的 结果 仍 能 成 立 。 例 如 这 里 的 定 
理 2,， 3, 4、5 分 别 为 $6 中 定理 6, 7, 8, 9 的 推广 。 证 明 留 给 读 
者 ， 这 是 Q- 群 中 有 关 2- 同 构 的 问题 。 

我 们 已 知 $56 中 结果 全 都 用 在 $13 里 ,$13 解决 群 之 合成 群 列 
这 个 重要 问题 ， 其 中 要 解决 的 是 爽 个 次 正规 群 列 有 等 价 的 加 细 以 
及 两 个 合成 群 列 必 等 价 , 但 证 明 时 依赖 的 根据 是 $13 的 引 理 1, 而 
这 引 理 1 之 证 明 所 依赖 的 关键 也 是 $6。 于 是 利用 本 节 的 知识 又 
得 到 类 似 于 $13 的 有 关 8- 群 的 结论 , 即 

引 理 4 设 忆 与 7 为 9- 群 G 的 二 个 容许 子 群 ,而 * 与 ”分 别 


Ci uaUNV) 2 vAUNTV) 2 vn y 
uC Uf v) viVNs) (UN VN uw) 

据 之 可 证 

定理 6 “2 群 G 之 征地 个 -次 车 可 嫩 列 必 在 等 价 的 加 细 

2- 次 正规 群 列 指 的 是 次 正规 群 列 中 各 项 都 是 容许 子 群 。 这 时 加 细 的 意 
义 除 了 前 节 内 说 的 意义 以 外 , 还 要 求 加 细 的 各 项 也 是 容许 子 群 。 两 个 0- 次 
正规 群 列 等 价 的 意义 除了 前 节 的 意义 外 还 要 求 1-1 对 应 的 商 因 子 为 9- 同 构 
的 . 

同样 ， 无 重复 项 的 2- 次 正规 群 列 没有 无 重复 项 的 真 加 细 讨 ， 
就 叫 它 为 全 -合成 群 列 ， 故 又 得 


你 是 链 中 南 团子 都 及 9- 单 全 ,或 适中 每 项 为 紧 部 一 项 的 极 大 容许 


和 昌 和 昌 量 二 本 


由 之 又 有 下 面 的 


" 19。 


推论 有 限 9- 合 必 有 2- 合成 翌 列 
据 定理 7, 又 可 证 
es 知 0- 群 有 ld 人 | Ws 


人 

如 - 群 的 如 -合成 群 列 的 长 吊 做 它 的 8- 维 数 . 

上 面 是 一 般 地 论述 带 算 子 域 的 群 。 下 面 再 对 算 子 域 Q 给 以 呈 
体 的 内 容 , 看 看 产生 什么 实质 的 意义 。 若 算 子 域 Q 只 含 群 G 之 恒 
等 映射 1 这 时 的 0Q- 次 正规 群 列 与 9- 合成 群 列 分 别 是 通常 的 《 即 
$13 中 的 意义 ) 次 正规 群 列 与 合成 群 列 ， 故 无 必要 探索 。 于 是 下 
面 就 如 为 1(G)， 4(G),、 ECG) 来 分 别 讨 论 ， 

(一 ) 设 届 二 下 GD 一 一 群 G 之 内 自 同 构 群 . 

这 时 , 容许 子 群 即 正 规 子 群 ， 因 之 8- 次 正规 群 列 的 各 项 都 号 
G 的 正规 子 群 ,， 这 样 的 列 叫 做 G 的 正规 群 列 《或 不 变 群 列 )、 换 句 
话说 , 若 降 链 

Go= GOGGD GAG,= 1 (1) 

中 每 项 G;<G， 就 叫 (1) 为 G 的 不 变 群 列 或 正规 群 列 ， 并 电 其 长 
为 *。 这 时 ,定理 6 变 成 了 

2 群 G 从 二 全 于 阅 和光 有 等 价 的 加 细 , (当然 ,加 


和 


和 


“ 文 这 时 ， rp i Gi 为 G 之 这 样 的 正规 子 群 ,， 即 它 
是 含 在 Gi 内 的 G 之 最 大 正规 子 群 ， 叫 这 样 的 列 为 6 的 主 群 列 ， 
换言之 、 若 无 重复 项 的 不 变 群 列 的 各 项 是 合 在 紧 前 一 项 内 的 6 之 
最 大 正规 子 群 ,就 四 这 列 为 的 主 群 列 ， 于 是 定理 8 与 定理 7 之 
推论 则 变 为 

定理 10 A 区 住地 个 主 群 列 等 份 ; Ee 


a 
量 


附注 2 一 se )》 时 说 明 容许 子 群 为 正规 子 群 , 故 “ 容 许 正 规 ” 
中 “正规 ”一 字 为 多 余 的 , 正 因为 如 此 , 有 一 个 容易 引起 误解 的 地 方 
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需 先 提醒 注意 , 那 就 是 9- 合成 群 列 的 商 因 于 为 2- 单 群 怎 样 理解 的 
问题 . 设 G = Go> Gi> > Gi_1>Gi> 收 >G, 一 1 为 遇 - 合 威 群 
列 : 则 G 7Gi 为 98-- 单 群 , 即 如 Gi<H<G;_l 且 吾 为 容许 ( 即 为 0- 
的 ) 因而 闻 忆 6 之 及 不 存在 ， 即 Gi 是 含 在 G_: 内 的 如 之 最 大 正规 
子 群 , 故 Gi_1/Gi 应 为 6/G) 之 最 小 正规 子 群 ,于 是 Gi_1/G; 为 特征 
单 群 。 又 知 特征 单 群 不 必 是 单 群 ; 但 由 4&- 单 群 这 时 的 确切 意义 与 
通常 单 群 的 概念 一 致 、 故 发 生 误解 也 在 这 里 , 即 Gi_,/Gi; 为 0- 单 群 
指 对 2 = {G6) 而 言 的 , 亦 即 Cj-,yGi 无 G/Gi 的 真正 规 子 群 ,并非 
说 Gi_W/G; 本 身 无 正规 子 群 。 也 是 说 ， 单 群 的 意义 不 是 说 Cj_vyG， 
本 身 无 正规 子 群 而 是 说 6;_1/6; 无 61/6; 之 真正 规 于 群 , 这 就 与 我 
们 过 去 说 的 单 群 之 概念 容易 混 清 ,为 避免 误解 混 湛 计 ; 就 不 说 9- 单 
群 为 单 群 ,而 只 说 它 实 质 狂 的 启 义 ， 

故 据 附注 所 说 ,这 时 定理 7 的 实质 意义 是 

定理 也。 合 C 字 下 本 复 项 的 不 训 玫 列 


G= 6 了 CC 一 -了 GDDC 一 1 
为 主 群 列 的 充 要 条 件 是 每 商 因 子 Gi-:/G; 为 G/G; 最 小 下 下 扣 


下 


(二 ) 设 史 = 4ACG) 一 一 各 之 自 同 构 群 . 

这 时 ， 容许 子 群 是 通常 说 的 特征 子 群 《因而 “容许 正规 ”中 “ 正 
规 ”二 字 为 多 余 的 ), 8- 次 正规 群 列 变 成 了 由 群 之 特征 子 群 而 成 的 
降 链 。 于 是 ,由 定理 6 可 知 群 G 之 任 二 个 由 特征 子 群 而 成 的 降 链 
必 有 等 价 的 加 细 ， 这 时 的 9- 合 成 群 列 虽 做 转 征 群 列 , 换言之 , 由 
群 G 之 有 限 多 个 特征 子 群 而 成 的 无 重复 项 的 降 链 | 

G 一 GOGIDGDOIOG IG,= 1 《2 ) 

中 , 若 每 G; 为 含 在 Gi 内 的 如 之 最 大 特征 子 群 , 就 叫 (2) 为 @G 的 
特征 群 列 .由 是 , 当 G 有 特征 群 列 时 , 其 任 二 个 特征 群 列 必 等 价 ; 
有 具 任 一 无 重复 项 的 由 特征 子 群 所 成 的 降 链 必 可 加 细 成 一 个 特征 群 
列 ， 有 有限 群 必 有 特征 群 列 。 特 征 群 列 的 长 不 大 于 主 群 列 的 长 。 

判断 (2》 能 否 为 特征 群 列 , 需 先 解决 

引 理 5 。G 之 特征 子 群 为 其 全 形 HCG) 的 平 规 于 司 。 反之 ， 
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证 明 六 5 Na 4G, 则 从 GAH(G) 即 得 Nao 反之 ， 
若 M <H(G) 且 MSG, 则 因 对 任 a& 4(G) 必 有 hE H(G) 使 
1s E11CH(CG)) 上 且 对 每 mE MG 和 恒 有 2 二 m4 一 和 mhEM, 证 
明了 MCM, 即 M<<G. 证 完 . 

现在 可 判定 (2) 为 6G 之 特征 群 列 的 一 个 重要 结果 , 即 

定理 12 由 群 G6 之 有 限 多 个 特征 子 群 组 成 的 无 重复 项 的 降 


CE 


链 


了 于 ,全 HCO) 为 之 全 

证 明 设 6 一 GoDCDGD… 过 了 GD 一 1 为 G 的 特征 
群 列 ， 由 6G;< 4G 而 据 引 理 5 得 G; HCG), 因而 有 商 群 8CG)/ 
G;，、 且 同 理 有 Gi HC(G) 随 而 得 Gj/G; HCG)/G;。 如 车 
Gf/Gi 不 是 8H(G)/G; 的 最 小 正规 子 群 ; 则 如 

Gi<K<G RK KdHCGG) 
之 KK 必 存 在 ; 故 由 引 理 5 知 KG， 见 含 在 G;-, 内 的 G 之 最 大 
特征 子 群 不 是 G;, 与 假设 矛盾 ,不 可 . 

有 反之， 再 假定 Gi/Gi 为 H(G)/G; 之 最 小 正规 子 科 (i 一 1， 
2,，…>+)， 苟 若 这 时 链 G 一 GoD GD 一 GD DG DG, 二 1 
不 为 G 之 特征 群 列 , 就 至 少 有 一 个 i 使 得 像 

G; =k<G 有 KdAG 
之 K 是 存在 的 , 因 之 据 引 理 5 知 KH(G), 而 有 KK/G;H(G)G,, 
说 明了 Gy/G; 不 是 HH(G)/G， 的 最 小 正规 子 群 ， 与 假设 相 矛 盾 ， 
不 可 。 定 理 12 证 完 . 
附注 今 又 有 一 问题 , 即 链 (2) 为 6 之 主 群 列 的 充 轴 条件 是 每 

Gi_1/Gi 为 G/Gi 之 最 小 正规 子 群 ;从 这 一 事实 出 发 , 读者 可 能 会 猿 

测 (2) 为 6 之 特征 群 列 的 充 要 条 件 是 6G;_1/6; 为 G6/Gi 之 最 小 特征 

子 群 。 下 面 列举 一 例 说 明 这 猜测 是 错误 的 。 

例 ” 郑 虑 四 阶 循环 群 G = {a} 的 全 形 HCG). 
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这 时 ， of(4(G)) 一 2， 故 oCH(G)) = 8， 且 实际 上 如 令 

A(G) = {6}, RCG) = G = {a}, 则 

HCG) = A(G): R(G) = {a, 6}, 

而 其 定义 关系 a1 二 1 二 总 ,571ab 二 a 再 由 ACG)NR(G) 一 1 
可 知 BCG) 之 八 个 元 是 1, ea 5, 46, 43， 4b; 由 计算 易 知 
G 为 HCG》 的 唯一 个 四 阶 循环 子 群 ， 故 由 于 HC(G) 之 自 同 构 必 使 
它 的 四 阶 循环 子 群 变 为 四 阶 循 环 子 群 ,就 不 得 不 有 Gd 4HCG). 
再 令 Z(H) 是 HCG) 的 中 心 ; 则 ZC8) = {07} 为 2 阶 循 环 群 ; 但 
Z(H)< dH(G) 及 Z(H)SG, 故 车 令 Ho 一 H(G), H, 一 G， 
天 一 Z(H)，Hs 二 1， 由 于 每 BH; 在 Ho 内 的 特征 性 以 及 oCH;/ 
i) = 二 2 二 9,1;2), 故 知 HC(G) = 瑟 二 刀 定 已 二 一 1 为 
Fo 的 特征 群 列 , 但 Ho 二 HCG) 之 非 交 换 性 说 明 Ho/ 8; 二 HCG)Y 
Z(Z) 不 能 是 循环 的 , 故 由 oCHCG)/Z(H)) 一 4 即 知 Ho/H; 为 克 
莱 菌 四 元 群 , 因 之 Ho/8; 为 特征 单 群 , 于 是 太 ,/H, 不 为 Ho/H; 之 特 
征 子 群 , 故 当 然 也 就 谈 不 上 琴 /H 为 Ho/H; 的 最 小 特征 子 群 . 

上 例 也 说 明了 这 样 一 个 问题 即 当 4 三 中 4 本 <C 及 
B44<G 时 ， 则 B/4 不 必 为 G/4 的 特征 子 群 《 即 只 能 是 B/4 4 
G/4 而 不 能 保证 B/A < dG/A4)， 但 有 下 面 的 

定理 13 若 4446 且 B/4446G/4, 则 必 B<46. 

证 明令 GG/4, B=B/4. 设 o€ 4(G), 则 由 4 一 4 
可 知 陪 集 4g 中 的 元 经 映射 9 变 为 《48》 一 48 一 Ag"; 既 有 
(Adg) 一 4g ， 就 定义 G 一 G/4 在 G6 内 的 一 个 映射 了 为 

5: Ag (Ag = Ag(=(Ag)). 

因 对 每 g€G, 必 有 xi€G 使 zt 二 g, 政 (Ars) 一 Axs= 48， 
即 (4zs)2 一 Ag, 表明 了 蕊 之 每 元 48 能 为 映射 5 之 像 ， 改 上 映射 
5 是 到 到 CC 上 的 。 

XAgi= Apgy > gg! E A(—A) > (gpg) ~ gr(gIN € 
4 一 4) 盾 > Ag 一 dg Ag) 一 《483)， 即 5 为 1-1 映射 . 

最 后 ， 由 于 (Ag1: Ag27? 一 (Ag82) = Al(g182)" 一 Apgig? 一 
487， A 一 (Ap)CAg;P， 则 知 与 上 面 两 段 合并 可 知 8 为 避 的 
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一 个 自 同 构 .于 是 再 从 8<d<G 得 一 一 互 这 说 明了 : 当 &bE8B 
时 《45 入 一 4896 万 一 了 3 不 得 不 有 65"€ B, 见 B* 忆 8B, 故 由 
0 在 4CG) 内 的 任意 性 得 8B 了 <4G， 证 完 . 

ml 有 
条 为 全 形 HCG) 之 丰 习 列 的 部分。 《这 定理 当 你 包 让 了 G 有 和 
征 群 列 .) 

证 明 因 (G) 有 主 群 列 ,而 G4HCG), 故 易 知 商 群 HCG)/G 
有 主 群 列 ( 利 用 定理 10 易 证 ), 而 令 HCG)/G 的 一 个 主 群 列 为 

HCG)/GOKI/GIDOK/GD:. DK /GID!1, 
于 是 Ki/G 是 含 在 Ki/G 内 的 有 (G)YG 之 最 大 正规 子 群 (i 一 1， 
2 1 Ko 二 有 H(G)，Kin 二 G)， 玫 KK; 为 含 在 帮 ;i 内 
的 HCG) 之 最 大 正规 子 群 。 因由 定理 10 又 知 H(G) 沪 KD 
DK, 少 GD1 可 加 细 到 HCG) 的 一 个 主 群 列 ,为 
HCGIDKIO. OKIG(= Kn = Go) 


DGIDGD DIG, ,IG6,= 1, (3) 
故 据 引 理 5 知 每 G1: 了 4G, 这 说 明 
G 一 GoDCDC 了 了 GDG 一] (4) 
为 由 G 之 特征 于 群 组 成 的 无 重复 项 的 降 链 。 我 们 的 上 且 的 是 要 证 明 
(4) 为 6 之 特征 群 列 ， 


用 反 证 法 , 若 (4) 非 G 之 特征 群 列 、 则 必 有 一 i 使 G; 不 是 含 
在 G;_ 内 的 G 之 最 大 特征 子 群 ， 即 有 如 G 一 > 人 > G， 且 又 
N46 之 N 是 存在 的 ， 故 据 引 理 5 得 NHCG), 这 说 明 (3) 不 
是 H(G) 之 主 群 列 ,不 可 ， 芭 此 ,定理 14 完 全 获 证 . 

(=) 设 @ 一 ECG) 一 G 之 一 切 自 同志 的 集合 . 

这 时 , 容许 子 群 是 完全 特征 子 群 ， 叫 这 时 的 80- 合成 群 列 为 G 
之 完全 转 征 群 列 。 换言之 , 由 G 之 有 限 多 个 完全 特征 子 群 组 成 的 
元 董 复 项 降 链 

GG GOGDODGDDG, DC 一 上 

中 , 若 每 G6; 为 含 在 Gis 内 的 G 之 最 大 完全 特征 子 群 ， 就 叫 这 降 链 
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为 8 的 完全 特征 群 列 。 由 定理 8， 可知 住 二 个 完全 特征 群 列 等 价 ， 
且 任 一 无 重复 项 的 由 完全 特征 子 群 而 成 的 降 链 必 能 加 细 成 一 个 完 
全 特征 群 询 ， 因 以 后 不 用 它 , 卜 不 深入 讨论 ， 

问题 ” 若 降 链 G = G0 二 GG, 二 :GDDG, 二 1 为 G 之 主 
群 列 或 特征 群 列 , 试 证 Gi/G, 为 特征 单 群 . 

河 题 2 设 上 题 中 降 链 为 G 之 特征 群 列 , 试 利用 定理 13 证 明 
Gi /Gi 不 例 G/G; 之 特征 子 群 为 真子 群 

问题 3 若 4dd4d56, 且 8/4 dG/4; 试 证 B446, 
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第 二 章 ” 有 限 釉 零 与 可 解 群 


这 章 目 的 主要 解决 有 限 可 解 群 能 分 解 为 p- 群 之 积 ,从 而 说 明 
z~- 群 之 研究 在 有 限 群 内 的 重要 性 .有限 可 解 群 能 分 解 为 p- 群 之 
积 是 P. 霍 尔 (P, Hal) 的 上 作 ， 见 文献 [15，15，17].。 这 三 篇 文章 
虽 不 长 ,但 对 有 限 群 的 影响 很 大 ,到 目前 为 止 凡 属 有 限 群 的 某 些 重 
要 工作 或 多 或 少 要 牵涉 到 这 凡 篇 文献 谈 可 解 群 之 分 解 不 能 不 牵 
连 到 需 零 群 ， 因 有 限 圭 零 群 可 分 解 为 p- 群 之 直 积 这 结果 也 是 促 
使 P. 霍 尔 工作 的 一 个 原因 .由 于 交换 群 是 寡 拟 群 的 特例, 而 循环 
群 又 是 交换 群 的 特例 ,所 以 下 面 就 循环 、 交 换 、 代 零 、 可 解 群 的 分 解 
循序 涤 进 逐一 地 论述 , 从 而 使 得 p- 群 的 研究 在 有 限 群 内 的 重要 性 
显得 突出 ， 


$1 西 洛 (Sylow) 定理 


我 们 知道 : 有 限 群 G 之 子 群 鼠 的 阶 oH) 必 为 6 之 阶 olG) 
的 因数 .但 反之 ,车 普 为 oC(G) 之 一 因数 , 却 不 见得 G 人 恒 有 阶 w 的 
子 群 ， 例 如 四 次 交代 群 %《 阶 等 于 12) 就 没有 阶 6 的 子 群 。 可 是 
当 o《G) 之 因数 普 等 于 一 素数 或 一 素数 之 寡 时 ，G 确 有 阶 为 m 的 
子 群 ,由 之 可 得 到 有 限 群 中 的 西 洛 定理 ; 西 洛 定理 是 有 限 群 的 一 个 
很 重要 的 性 质 , 关于 有 限 可 解 群 的 ?. 霍 尔 的 三 篇 文献 《引言 中 述 
及 的 ) 也 是 由 于 西 洛 定理 之 启示 而 获得 的 、 

在 第 一 章 $12 的 引 理 1 中 介绍 了 可 迁 群 (对 置换 群 言 ) 的 概念 . 
但 不 见得 每 个 置换 群 都 是 可 迁 的 ,例如 由 置换 x 二 《1234)(5678) 
生成 的 四 阶 循环 群 {x*} 易 知 不 是 可 还 的 ， 不 为 可 迁 的 置换 群 叫 做 
非 迁 《置换 ) 群 ， 这 里 {=<) 可 使 被 置换 的 文字 1，2，3，4，5，6，7。 
8 分 成 两 组 : (1, 2, 3， 4) 与 15, 6;, 7; 8}; 而 {x) 中 确 有 置换 使 
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{1, 2, 3, 4} 中 的 文字 1 变 为 1, 2，3, 4 的 任 一 个 , 同 理 {2} 中 又 
有 使 5 变 为 5, 6, 7, 8 的 任 一 个 的 转换 ， 故 如 果 只 着 眼 于 文字 1， 
2, 3, 4 而 不 管 文字 5，6，7，8， 就 知道 {=} 为 1,2,3,4 上 的 可 
迁 群 . 当然 、 根 据 同 样 的 道理 也 知道 {x} 为 5, 6, 7, 3 上 的 可 迁 
群 。 像 这 样 的 两 组 文字 {1, 2, 3, 4} 与 {5, 6, 7, 8} 叫做 非 迁 群 
(x) 的 可 迁 系 ， 一 般 ,* 个 文字 1,2,3,-, "上 的 非 迁 置换 群 G 
恒 可 使 个 文字 1,2,3,.'……,7 之 集合 0 分 成 基干 个 两 两 互 不 相 
交 的 子 集合 之 并 集 《如 9 一 和 十 和 十 … 十 和 一 人 所 或 写 
久 


i=1 
为 > qi， 但 地 关 了 时 , 站 ;为 空 集 )， 能 使 同一 个 子 集 所 :内 
的 尾 二 文字 可 由 G 之 一 置换 得 变化 之 ,而 G 中 没有 置换 使 入 中 
的 文字 变 为 % 中 的 文字 (i < 门 ， 像 这 样 的 入, 人 3，…, Se 叫做 
非 迁 置换 群 6 的 可 迁 系 .。 因而 易 知 + 个 文字 1,2,，3,…,# 之 集 
合 吕 上 的 党 换 群 G 为 可 迁 的 充 要 条 件 是 0 只 能 分 成 一 个 可 迁 系 
( 即 QO 自身 汶 可 迁 系 ,或 0 一气 , 或 有 一 1)， 若 今后 恒 用 符号 |4| 
表示 集合 4 所 含 元 素 之 个 数 ， 则 显然 可 知 : ” 当 4 为 群 时 ， 就 是 


友 
14| = oC(4). 于 是 , 当 0 一 > Si， Simnsgi 为 空 集 时 , 即 得 121 一 
下 


fit=1 


2 上;|。 这 些 都 是 关于 非 迁 置换 群 的 基本 知识 。 现在 可 以 证 明 
下 面 的 

定理 1 设 o(G) 一 g 一 prn (为 素数 )。 则 G 必 有 阶 tr 的 
对 司 ， 且 G 中 阶 之 于 于 的 个 数 NCp) 又 有 关系 式 NCp) = 
1 (modp). 

证 明 《下 面 的 证 明 方 法 是 日 . 维 兰 德 〈H，Wiclandt) 给 出 
的 .) 

设 中 是 从 群 G 中 取 戎 个 元 而 成 的 集合 , 将 一 切 这 样 的 哎 组 
成 的 集 记 以 2， 即 2 一 {对 | MCG6,| 允 | 二 pr}， 显 然 有 120| 一 


(> 又 当 喷 E 8 有 时 ， 对 任 元 x € 6G 显然 也 有 观 x€ 8, 且 由 G 成 
群 之 理 又 知 若 珀 关中 (是 ， RE 8) 就 必 有 Wx 所 Wx (对 和 任 元 
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m 
*& G)， 这 说 明了 每 *e 6 对 应 于 集合 如 上 的 一 个 置换 (。， ) 一 


T(x), 3 跑 遍 0; 由 于 显然 有 关系 式 zy 一 T(zy) 一 T(s) .了 (7)， 
得 知 T(x) 成 群 (x 跑 遍 G) Go 而 实际 上 有 G ~ Go. 因 Go 为 吕 
a 故 可 将 0 分 成 为 置换 群 Go 的 若干 个 可 迁 系 (i 一 1， 

.，A)， 因 之 19| 一 2 li 但 由 于 Go 为 和 上 (i=1， 


2,… 不) 的 可 迁 群 ， 故 取 任 一 Pe, 后 ( 锦 是 取 G 之 某 产 个 元 

所 成 之 集 )， 则 据 前 章 $12 引 理 1 得 知 |%;| = 二 【G:4i], 但 4 一 
ks 

{xr = 二 和 ,+ EG}， 然 由 对 4 二 叉 又 知 了 二 U riid xi € 


%), 由 是 可 知 p=|m| =—kot AD 不 得 不 有 ol .Ai) = pi 
显然 o(4)) 二 产 等 价 于 || 一 1G:41] 一 0 Cmodpn)， 故 等 
式 o(41) 一 与 |3| 一 ”等 价 ,于 是 
ol = (5)= Ell Coodon), 


但 在 I&i| 一 ”时 ， pe 
对 .mn 二 mjAim7! 二 Bj 为 阶 等 于 p' 的 子 群 且 8; 显然 是 属于 可 
迁 系 S; 的 , 因 之 陪 集 8B,x 得 哆 遍 信 ;《 当 x 跑 遍 GG 时 )。 反之 ,每 个 
阶 为 pr 的 子 群 4( 即 oC4) = p*) 也 很 显然 是 属于 长 等 于 ”的 一 
个 可 迁 系 亚 一 {Ax|x€ 如 } 内 ， 又 可 证 明 阶 等 于 pr 的 二 个 子 群 也 
必 属 于 相 异 的 可 迁 系 内 : 事实 上 ， 设 o(41) 一 六 一 of 而 有 
A; 二 Ajx(x€G)， 则 1 一 ayx(4j€ 4;)， 因 而 x 二 en € A4;， 族 
4; 二 Aja7 1 一 Aj;。 故 长 为 # 之 可 迁 系 之 个 数 等 于 N(p'), 于 是 有 

人) DIS NG (nodpr), 0) 
再 选取 6G 为 px 阶 的 循环 群 , 则 因 这 时 有 NC(p") 一 1, 故 代 人 
(1) 中 得 
(5 ) mn (modpn), 
p 
因而 对 凡 阶 为 pr4 的 群 G, 所 (1) 趟 就 有 


» i2 。 


六 生 因 -NICt) (modpn), 


即 NCp") 志 1(modp)。 定 理 1 获 证 . 

特 当 定理 1 中 的 (x, p) = 二 1, 即 基 是 整除 o(G) 二 gg 的 Pp 之 
最 高 宫 (poCG)) 时 ， 则 叫 G 中 yy 阶 子 群 为 G 的 丁 洛 (Sylow) p- 
子 群 ,于 是 由 定理 1 即 得 

定理 2 (第 一 西 洛 定理 ) 若 素数 plo(G)， 则 G 必 有 西 洛 p- 

由 定理 1 当然 也 得 知 下 面 的 

定理 3( 歌 西 (Cauchy) 定理 ) 若 素 数 pjo(G》， 则 G 必 有 阶 

事实 上 ,由 定理 1 知 6 有 阶 子 群 ,而 阶 P 的 子 群 中 每 个 非 单 
位 元 的 阶 均 为 p, 故 G 有 阶 ? 的 元 ， 又 由 定理 1 知 G 有 NCp) 个 
P 阶 子 群 征 N(p) ee 1(modp)， 然 每 个 p 阶 子 群 又 恰 有 2 一 1 个 
P 阶 元 ;而 不 同 的 了 阶 子 群 叉 无 元 公共 ( 除 单位 元 外 ), 故 G 中 加 阶 
元 之 个 数 = (p 一 1) :NN(p) 三 一 1(modp)， 证 完 ， 

为 了 深 人 探索 西 洛 子 群 的 性 质 ， 先 引进 群 关 于 其 二 个 子 群 的 
两 侧 分 解 的 概念 ， 

a€Ed 

设 4,B 为 群 G 之 二 子 群 ,考虑 4xB 一 {2x6 | | (但 xé 
G).， 今 能 断言 当 x，yEG 时 ,或 4rB 二 A4yB, 或 A4rBNMAyB 
为 空 集 . 

事实 上 ， 若 arb, 一 4b,, 则 x 二 GT 42y bab1" 5 ayb (a 2 
ai!la € A, b ~ bb71E B), 因而 AxB = (Aa)y(25B) = AyB. 

于 是 G 可 分 解 为 一 些 形状 像 4xB(x€ G) 之 子 集 的 并 集 。 故 
当 G 为 有 限 群 时 就 有 


G 一 【人 j4xriB， 


t= 


且 当 = 关子 时 4x;B 门 Ax;B 为 空 集 ;并 且 由 于 群 G 满 足 消 去 律 , 故 
14xB8| 一 |x™A4xB|; 但 x7Ax 与 8 为 G 的 子 群 ,于 是 得 |4xB|== 
9 129+ 


一 一 一 一 


tAxB| — (A)0(B) 1 下 
|x™ AzxB| ae By 故 证 得 了 


下 


了 


G 一 U 4wB( 每 x1€G), 且 AxiB 站 AzxiB 为 空 集 (i 关 1j 


时 ), 并 有 
old) 0 B) 
1G| = ofG) 之 oer A BY 
据 这 引 理 1, 不 难 证 明 下 面 的 
定理 4( 第 一 西 洛 定理 ) 设 6 为 有 限 群 ， 则 有 : 让 


和 


Np = [{G: NeCSe)] ms s 1Cmodp). 


证 明 由 引 理 1 有 G = U SpxiP(#,€ G), 因而 有 o(G) 一 


9(52) oP) wo 5 of) , 
> olxr!Spxi( NP) ry > oO( x iSprs NP)” 于 是 苟 若 对 


每 i 常 有 x71Spxi 作 P 一 已 则 -人 作为 p 之 倍数 ， 因 而 
Of CC 过 olP : 
2 -> a 亦 为 所 整除 ,这 显 与 9 为 G 之 西 洛 
p- 子 群 的 意义 相 了 矛盾, 不 可 . 故 必 有 一 i 使 x7iSpxifP 二 P, 邵 PS 
xzlspxri* 证 明了 i). 

如 取 P 了 为 G 之 西 洛 pg- 子 群 时 , 则 由 P 生 x7'Spx; 得 PP 二 x75pxj， 
证 明了 西 洛 子 群 的 共度 性 ， 即 i) 中 的 第 一 个 结论 获 证 ， 至 于 
[G:Nel5o)] 天 Imodp) 由 定理 2 即 得 . 

既然 G 中 西 洛 寻 子 群 互相 共 轰 , 故 由 定理 4 的 二 即 得 
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由 定理 4 吾 个 0 P 必 为 G 之 菜 个 西 洛 pp- 子 
群 Ss 的 子 群 。 然 PESr 当然 也 有 PENe(Ss*)， 人 反之 ， 若 PS 
NelSsp)、 则 因 So< Nekss)， 故 知 Ps 为 Nel5p) 之 子 群 ， 因 而 
有 olPSp) 一 CS - - A 二 p 之 备 且 宕 oC5,)， 故 只 能 是 
oCPSp) ofSp)， 不 得 不 有 PSp 一 955 即 POSp. 这 又 证 得 了 

定理 5 ”有 限 群 G 的 p- 子 群 P 包 含 在 C 之 西 洛 p 于 群 Sy 内 
的 充 要 条 件 是 P 包 含 在 s, 的 正规 化 子 轩 面 . 即 PC5p 寺 > PS 


定理 4 是 说 有 限 群 6G 至少 有 一 个 西 洛 关于 群 5p 包含 所 与 的 
p- 子 群 P, 今 问 : G 中 包含 了 的 西 洛 p- 了 于 群 究竟 有 多 少 ? 

出 定理 4 可知: 车 Sp 是 G 的 一 个 西 洛 产 子 群 ， 而 令 G 一 
了 >, Ne(S*) .ge, 时 ,就 知道 
= 一】 

SH gi'Spgis S58 本 gilSpg:> 人 “» 80") = B71Spgn C2) 

是 G 的 全 部 西 洛 p 子 群 因而 > 二 1(modp). 

我 们 现在 证 明 (2) 中 不 盒 P 之 5 的 个 数 《〈 即 G 中 不 含 ?的 

ne i ps 则 由 定理 5 知 PENo(SP)， 故 D 二 PN 
NoelS) 二 P,，[P:D] 二 pr 之 1 ( 即 14> 0)， 于 是 令 P 关 于 D 之 


隧 集 分 解 为 一 仿 ) Dx; 时 , 因 对 P 之 任 一 元 dxLde D) 有 


(dx ) SI adr,) 一 2r1SDxria 
且 由 于 *PSPxx 一 x718PPxt 之 充 要 条 件 为 *tzFle Nel5 由 );， 因而 
为 D, 即 不 得 不 为 《一 1, 故 知 仅 用 P 了 之 元 变 5 久之 形 所 得 
久 共 弧 之 个 数 从 等 于 和 #。 并 且 还 知道 这 样 一 些 与 58) 共 斩 的 
Xi ee ri Sr 区 SP 都 不 包含 
P(P > D—=>P > xzrIDr — x7PxifN rr Ne( SH x 
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= PN NA ISY xr,) —> PE N(x!ISY;) 
一 > PrPx; 《定理 5)). 

这 就 证 明了 G 之 全 部 ( 共 # 个 ) 西海 p- 子 群 中 (如 《2)) 车 有 一 个 
S 久 不 包含 P, 那 未 (2) 中 就 有 像 刚 才 说 的 仅 用 了 之 元 去 变形 5S 纺 
所 得 到 与 SPP 共 斩 的 p 信 之 1) 个 都 不 包含 

如 果 把 上 述 这 些 x7'5Px， zzl3Pra risprp [它们 都 不 
包含 Pl 从 (2) 中 去 掉 后 , 剩 下 的 还 有 不 包含 P 的 ;例如 说 PES， 
那 末 又 和 上 面 一 段 的 论证 完全 一 样 可 知 :” 仅 限于 用 P 了 之 元 变 5 
之 形 所 得 与 5 由 共 罗 之 个 数 也 等 于 之 军 且 都 不 包含 P. 

因 (2) 中 个 5 如 在 G 内 虽 互 共 和 丘 ， 然 若 只 限于 用 P 之 元 变 
形 却 不 必 共 罗 《今后 就 篇 称 对 P 言 不 必 共 辑 ), 但 由 于 用 了 之 元 去 
变形 所 得 共 轿 之 关系 也 满足 自 反 对 称 传递 三 律 , 故 对 P 言 可 将 (2) 
中 凡 不 包含 P 的 5 四 分 成 共 示 类 , 使 每 两 类 无 公共 元 ( 因 之 上 面 两 
段 所 说 的 光 1 TS)x1, ri!SH Ys “3 区 SH rp 与 由 5 用 PP 之 元 变形 
所 得 的 p*' 个 $ 外 无 相同 的 9 扩 )， 站 每 类 含 西 洛 子 群 之 个 数 均 为 ? 
的 赛 。 这 足以 说 明 G 中 不 含 P 为 子 群 的 西 阁 p- 子 群 之 个 数 等 于 
乡 之 倍数 ， 

由 是 , 因 G 中 一 切 西 阁 六 子 群 之 个 数 皇 1(Cmodp)， 故去 掉 不 仿 
P 的 以 外 (其 个 数 为 ?之 倍数 》, 含 P 的 个 数 也 必 一 1Cmodp), 故 
得 到 


时 


“定理 4 说 明了 有 限 群 机 p- 于 群 之 个 数 为 [CNe(sy)] 
ss 为 G 之 任 一 个 西 洛 pz- 子 群 ， 即 与 它 的 正规 化 于 Ne(S) 紧 
密 相关 ,然而 西 洛 子 群 的 正规 化 于 有 它 的 特征 , 即 有 

定理 7 若 有 限 群 G 之 子 群 瑟 省 有 9 之 西 洛 p- 子 群 So 的 正 
规 化 子 为 于 a Ne(Ss)EHE 


6=> NH) 一 
证 明 从 0 得 知 $s 也 是 玉 的 西 洛 p- 子 群 ， 
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故 若 x EE Ne 五)， 即 xx 一 五 , 则 知 x-i$px 是 xx 一 已 的 瑟 
洛 p- 子 群 ， 因而 由 西 洛 p- 子 群 的 共 轧 性 知 必 有 hE 日 使 x715px 一 
1Sph, 好 rp-IE NCSp) 忆 HH， 故 x E Bh 一 日, 证 明了 NeCBDS 
瑟 , 故 必 Ne(H) 一 及 ， 证 完 . 

群 G 之 西 洛 p- 子 类 与 6 之 正规 子 群 和 商 群 间 的 关系 表现 在 
下 面 的 

定理 8 设 5 为 G 的 西 洛 p- 子 群 . 着 NdG, 则 : 

G) NN ss 为 N 的 西 次 p- 子 群 ， 

(i) NSs/N 为 G/N 的 西 洛 p- 子 如 

证 明 GG 之子 群 4 为 西 洛 p- 子 群 的 充 要 条 件 是 oC4) 为 Pp 的 
瞧 及 ([G:4], p) 一 1 下面 就 和 用 这 性 质 来 证 明 《i) 与 (ii). 

因 N<G, 故 SoN 一 NS 为 G 之 子 群 ,于 是 o(CNS) 一 oCV) . 
olSp)/otN 站 Sp); 而 有 [SoN:Sp] 一 [N:Sp 丫 N], 故 ([N:Sp 败 N]， 
蕊 一 1, 因而 再 由 okSy 个 N) 为 如 的 守则 知 5p 作 N 为 六 之 西 洛 扩 
子 群 ， (i) 获 证 . 

又 [G/N:SoN/N] 一 【G:SpN]I[G:5Sp] 已 保证 了 有 ([ G/N: 
SpN/N], pp) 一 1; 而 SoN/N So 站 N 保证 了 o(SpN/N) 为 2 
的 寡 。 故 3?M/AN 为 G/N 的 西 洛 p- 子 群 ， (i) 获 证 . 

定理 8 之 证 明 的 关键 之 处 在 8* 与 NN 可 交换 ,从 而 保证 SpN 为 
G 之 子 群 。 故 条件 N < G 也 不 过 是 为 了 要 保证 5pN 一 NS* 而 使 
之 为 子 群 ,因而 N < G 之 限制 能 放宽 ,只 要 假定 G 的 子 群 N 与 6 的 
西 洛 p~- 子 群 55 可 交换 就 仍 可 得 到 定理 8 的 结论 G)、 故 又 有 

推论 设 s* 是 C 的 西 洛 pz- 子 群 如 果 G 的 于 群 N 具 NS 一 
SoN 之 性 质 , 则 SemN 为 N 之 西 洛 p- 子 群 ， 因 而 又 有 : 

(2) Sy Se. 为 Ze(3z) 的 西 洛 人 了 


唯一 的 一 个 西 洛 于 
关于 西 洛 子 群 与 正规 化 子 之 关系 ,还 有 下 面 的 
定理 9 ” 设 44GC 有 限 群 ), 则 有 : 

GD 当 8 为 G 之 西 洛 六子 群 时 ,总 
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No(Sp)A/A = NoalSpA tA); 

(i) 当 P 为 4 之 廿 洛 pg- 子 群 时 ,有 G 一 4 NetP). 

证 明 zx NCS;) 一 > CANS; A/ AXxA)= (xTlSpx)A/ 4 
= SpA/A 一 > Ne 人 (SA CTC Neos(SsA/A). 有 反之 ， YA € Ness 
(SAd/A) 二 > ypy "A 二 SoA 二 Jy'Spy 为 5pA 之 西 治 p- 子 群 ， 
故 由 定理 4 之 人)， 可 知 有 元 sals€ So, a€A) 使 y iSpy 一 
Csa) Splsa) = alslSps)a = am = ya € NelSy) 一 > 
yENc( Sr)A 一 > yA E Ned(Sp) + 414， 证 明了 Noja(SpA/ A)S 
Nel5s) - 4/4， 于 是 就 有 Ne(5p) :4/4 一 Nova(SpA4/A4). (i) 获 
证 ， 

又 gEEC 一 >8 Pg 为 gn'Ag 二 4 之 西 洛 p- 子 群 ， 故 据 定 理 4 
之 (ii) 知 有 元 a€ 4 使 gpPg 二 oniPa, 因而 ge!€ Ne(P), 即 gt 
Ne(P) .4 二 有 .NolP); 故 G 二 4 Ne(P)， 即 (ii) 成立. 

定理 4 曾 说 过 有 限 群 6G 之 西 洛 p- 子 群 的 个 数 Nsp 志 1(modp)， 
但 还 有 和 较 深刻 的 结果 , 即 

* 定 理 10 设 P,, Po s Ey ee 本 二 
N= eg > | 

证 明 取 G 之 任 一 个 西 阁 p- 子 群 P, 作 之 正规 化 子 NelP)， 


再 作 G 关 于 P, Ne(P) 的 两 侧 分 解 ( 引 理 1), 如 令 G 一 U Px;: 
NalP) (x 一 1), 当然 就 有 ( 引 理 1): 
ofG) = 3 ofP) ovVc(P)) (3) 


ft okxripr (1 NelP)) 

因 了 是 NolP) 的 唯一 的 一 个 西 洛 p- 子 群 ， 故 据 定理 4 之 (i) 
可 知 Ne(P) 的 p- 子 人 属 都 包含 在 P 内 , 随 而 弛 Pr 站 NeCP)SP 
这 结果 也 可 直接 利用 定理 5 得 到 ,于 是 , x7 Px; 站 Noe(P) 一 x71Pz; 门 
P， 故 代 和 人 《3》 中 得 

[G:NeCP71] 一 和 一 > LP:xr Px; MNP], 


tml 
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但 :> 全 工时 必 有 zxi&No(P)， 因 而 x7'Px; 了 PP， 于 是 据 题 设 应 有 有 
[P:x7!'Pxj 门 P] 之 p*, 故 得 N 二 1(modp*)， 定 理 10 证 完 . 

在 这 里 提请 读者 注意 一 点 , 即 当 5; 六 有 限 群 G 之 西 洛 p- 子 群 
时 ,对 之 正规 子 群 N 或 对 6G 中 具有 性 质 NS 一 5pN 之 子 群 N， 
园 可 保证 55 八 N 为 N 的 西 治 p- 子 群 ( 定 理 8 或 其 推论 ), 但 若 对 入 
不 加 任何 其 他 的 条 件 ， 而 上 只 说 和 为 G 之 子 群 ， 能 否 保 证 Sp 六 为 
N 之 西 洛 p- 子 群 呢 ?9 这 是 一 个 否定 的 答案 ， 例如 在 四 次 对 称 烙 
5, 《 阶 为 24) 中 , 令 下 一 (1234)，, 0 一 (12)(34), 则 $2 一 {x> o} 
是 4 的 一 个 西 治 2- 子 群 ( 阶 为 8); 显然 , N 一 {C12)} 是 所 的 一 
个 2 阶 子 群 . 容易 知道 SNN 一 1， 故 3 门 N 不 是 入 的 西 洛 2~ 子 
群 ， 

西 洛 定理 的 用 处 很 广 , 将 在 下 面 的 章节 中 看 出 。 今 仅 举 初 等 
数论 中 的 威尔逊 【Wilson) 定理 为 例 来 说 明 西 洛 定理 的 一 个 应 用 ， 
以 结束 这 一 节 . 

例 设 P 是 素数 , 试 证 (p 一 1D! 十 1 二 0(modp). 

证 明 考虑 ?次 对 称 群 5;， 易 知 Ss 中 阶 p 之 元 仅 为 了 项 循 
环 , 且 Ss 中 尹 项 循环 之 个 数 为 (b 一 1)!1。 因 每 个 ?项 循环 ， 如 
x 一 《1, 2,-.…, 记 一 1, p)， 可 生成 6; 的 一 个 pp 阶 子 群 《循环 》 
{<}， 而 {x} 中 除 单位 元 外 每 元 的 阶 又 是 p, 故 {z 中 有 ?一 1 个 
元 全 是 ?项 循环 . 然 ss 中 两 个 相 异 的 ?了 阶 子 群 又 没有 蜡 于 单位 
元 之 公共 元 ,于 是 Sr 中 人 bp 一 D1 个 了 项 箱 环 得 使 之 分 别 含 在 Ss 
中 (yp 一 有 D1/(p 一 1) 一 (p 一 2)1 个 ? 阶 子 群 内 , 凤 Sp 共有 (pg 一 2)1 
个 P 阶 子 群 ， 但 因 o(55) == p!, 故 pllotSs)， 即 65 中 加 阶 子 群 
全 是 西 洛 p 子 群 , 说 明了 Ss 共有 (p 一 2)! 个 西 洛 z 子 群 ,， 故 内 
西 洛 定理 就 得 (p 一 2)! 三 lmodp)， 两 端 乘 以 一 1 即 得 (p 一 
1)! 二 一 1(modp)， 证 完 ， 

问题 ! 证明 阶 45 的 群 为 交换 群 。 一 般 ， 当 p, 9 是 两 个 相 
邻 的 奇 素数 且 请 < 9 ,证 有 明 阶 zzd 的 群 为 交换 群 (假定 数论 中 在 x 
与 2x 之 间 有 一 素数 之 结果 为 已 知 的 )- 

问题 2” 设 p; 4 是 互 异 之 素数 ， 且 p 闫 1(modg) 及 gg 所 
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1(modp)， 证 明 阶 为 pg 的 群 为 循环 群 。 

间 题 3” 设 pr 中 oC(G), ?是 素数 ,县 G 中 阶 为 2 潍 的 元 公有。 名 
个 , 试 证 G 不 是 单 群 ， 

问题 4 ” 阶 为 200 的 群 不 是 单 群 . 

问题 5 设 有 限 群 G 之 p- 子 群 P 是 正规 的 , 试 证 了 为 G 之 每 
西 洛 六 子 群 S* 的 子 群 . 

问题 6 证明 阶 为 168 的 单 群 有 48 个 阶 为 7 的 元 ? 

问题 7 设 Hd6, 且 ([G:H],;p) 一 1, 试 证 @G 的 每 西 洛 
子 群 也 是 五 的 西 洛 p- 子 群 ， 

问题 8 ” 求 四 次 对 称 群 5 的 一 切 西 洛 子 群 . 

问题 9 ” 设 上 是 素数 , 且 户 委 ”< 2p， 试 证 ”次 对 称 群 6。 中 
凡 阶 为 之 置换 的 个 数 与 p 互 素 . 又 问 这 时 Ss 有 多 少 个 西 洛 p- 
子 群 . 

阅 题 10 试 作 群 之 右 正 则 表现 证 明 阶 为 2m (m 为 奇数 ) 的 
群 不 是 单 群 ， 

河 题 1! 设 吕 为 有 限 群 G 之 子 群 ， 试 证 必 有 G 之 一 西 洛 产 
子 群 S* 使 妃 门 S* 为 互 的 西 阁 p- 子 群 . 


§2. 有 限 循 环 群 的 分 解 


有 了 西 洛 定理 , 几 种 主要 类 型 的 有 限 群 (循环 、 交换 、 窜 零 、 可 
解 ) 之 构造 问题 就 能 够 解决 了 . 先 从 最 简单 的 情况 即 循环 群 来 谈 起 . 

设 G = {e} 为 有 限 循环 群 ,其 阶 o(G) = o(a) 之 素 因 数 分 解 
令 为 ofCG) 一 phph-…ph，G 之 每 子 群 的 正规 性 保证 了 G 只 有 唯 
一 个 西 洛 pr 一 子 群 Se 二 1，,2,-…,#), 且 Sp; 一 {4;} 为 水 阶 特 
环 群 。 因 每 gw G6, 故 从 (ph,p*) 二 1 得 5p 门 $5, 二 1 后 就 应 有 
{13 So 一 SS 一 5 XSp,， 其 阶 为 phip&h; 再 由 于 (plipY, p53) 二 1 
又 有 {Sp ，、5p,，Sp,} 一 Sp, X Sr X Sp,。 继续 这 方法 ， 终 得 直 积 
Sp X go. XX St 其 阶 等 于 o( G6) 一 ptp2'…'p 轨 ,不 得 不 有 
G 二 Sp XS5p, XXSpns 说 明了 G 可 分 解 为 西 浴 p- 子 群 (i 一 1 
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2,……-，z*) 之 直 积 。 又 这 样 分 解 之 表示 法 也 是 唯一 的 ,因为 G 只 有 
唯一 个 西 洛 p:- 了 于 群 Sp(i 一 1,2,*…, 2). 

于 是 得 到 了 下 面 的 

定理 1 有 限 循环 群 C 可 以 分 解 为 阶 等 于 瑟 异 素数 符 的 循环 


和 
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定理 1 的 实质 意义 是 说 有 限 循环 群 的 研 究 可 转 化 为 p-《 循 
环 ) 群 的 研究 。 本来, 有限 循环 群 的 性 质 在 前 章 $4 里 已 探索 过 , 现 
在 进一步 地 讨论 循环 p- 群 的 性 质 . 
， ”既然 有 限 循环 群 可 转化 为 循环 六 群 来 讨论 , 今 问 循环 p- 群 能 
再 分 解 为 真子 群 之 直 积 吗 ? 我 们 说 不 能 . 事实 上 , 若 G = {a} 是 
如 阶 的 人 z 为 素数 ), 则 据 前 章 $4 定理 4 可 知 G 中 一 切 异 于 11 的 子 
群 是 可 由 各 元 素 sy ez, ez ,et ”所 生成 的 循环 ( 子 ) 群 , 故 知 
G 中 任 二 子 群 必 有 一 个 包含 在 另 一 个 内 ， 这 当然 说 明了 G 之 任 二 
a 故 得 

交 有 有 的 术 所 向 题 是 定 因 1， 它 曾 胃 了 有 限 循环 群 的 研 究 归 根 
到 底 是 只 研究 循环 p 群 就 够 了 , 而 定理 2 只 不 过 是 补充 定理 1 
的 ， 它 是 说 明和 循环 p 群 的 村 素性。 因而 下 面 就 着 重 讨 论 循环 p- 
群 , 我 们 来 看 看 循环 p- 群 G 的 自 闻 构 群 44G) 是 什么 ? 

设 G= {a} 是 p” 阶 的 . G 中 一 个 1-1 上 映射 为 G 的 自 司 构 
之 充 要 条 件 是 a? 仍 为 G 的 生成 元 , 于 是 当 令 o 二 ai 时 (ks 为 正 
整数 ), 其 充 要 条 件 是 (%，p”) 二 1， 因 而 这 样 的 刀 之 个 数 等 于 
pp”) 二 pm 加 一 1) [对 模 p* 而 言 ]， 这 说 明了 4A4(G》 之 阶 为 
p”(p 一 1)。， 同 时 由 于 

dior 一 gr = (a) = Cato) = (a er = atr)te 一 qboke, 
式 中 0o，rTE€ A(G), 就 知道 

Rake = koe (modp”™), 
这 说 明了 映射 一 刀 是 4(G) 到 模 p” 之 既 约 剩余 类 和 群 上 的 同 构 
映射 . 然 由 数论 知识 已 知 : 当 2 为 奇 素数 时 , 模 p” 有 原 根 (Primitive 
root)， 即 有 一 数 & 使 g，8gz， 8 二 1 为 模 p” 之 既 约 剩 
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余 类 的 全 体 ; 当 ? = 2 时 , 则 模 2* 有 原 根 的 充 村 条件 是 六 < 委 2, 而 
在 吉之 3 时 2” 之 既 约 剩余 类 为 两 个 循环 群 之 直 积 ， 一 个 的 阶 为 
2"， 另 一 个 的 阶 为 2。 于 是 所 前 章 $11 定理 10, 而 由 本 节 的 定 
理 1, 就 证 得 了 

定理 3 sp 阶 循环 群 G 之 自 同 构 群 4(G)》 等 


于 阶 为 此 ,站 ,…，p 的 诸 循环 群 之 自 同 构 洛 的 意 积 ， 因而 


2(4(G)) 一 pC)， 然 而 “六 古人 Ce 为 素数 /中 隔 构 全 在 


GD 9 2 县 入 m>> 3 时 ,为 附 2 与 阶 2 披 阳 个 全 从 
直 积 。 

至 此 , 本 节 的 主要 问题 就 讨论 完了 。 但 醋 已 谈 到 有 限 循环 群 
的 实质 问题 就 是 循环 p- 群 ,我 们 索性 研究 一 下 从 产 群 的 角度 讨论 
有 限 群 为 循环 群 的 条 件 . 

本 来 ,前 章 $4 定理 6 已 说 过 : 如 果 对 ofG) 之 每 因数 4,CG 至 
多 有 4 个 元 满足 方程 x* = 1 时 , G 就 是 循环 群 。 所 以 如 将 ofG) 
分 解 为 素 因 数 ， 如 o(G) 二 ptips.…pir 时 ， 那 末 除 了 4 二 1 或 
4d 二 o《(G) 这 两 个 因数 用 不 着 需要 检验 以 外 ,我 们 需要 检验 o(G) 的 
(和 十 1 和 十 1 (十 1) 一 2 个 因数 , 工作 量 太 大 了 。 现 在 
问 能 否 削 弱 前 章 $4 定理 6 的 条 件 , 使 检验 的 工作 量 尽 可 能 地 少 些 
呢 ? 据 西 洛 定 理 , 文献 [18) 解决 了 这 样 一 个 问题 , 即 设 o(G) 一 
Ptip4-- "pr?， 如 果 G 至 多 有 pi 一 1 个 元 满足 方程 x 村 二 1, 但 
应 取 1，2,… 4 一 1 4i(i 一 12 2)， 则 G 必 为 循环 群 .这 
条 件 也 太 强 了 :实际 上 还 有 

设 otG) = pliph*… py 为 素 因数 分 解 如 果 G 至 多 


和 


由 全 1，2，-……，7P)， 则 避 必 为 久 环 群 ， 

证 明 设 55, 为 G 的 一 西 洛 关子 群 ,于 是 So 的 pi 个 元 全 部 
都 满足 方程 x 点 二 1, 故 GG 再 无 别 的 元 具 此 性 质 , 说 明了 G 只 有 唯一 
个 西 洛 p:- 子 群 ,不 得 不 有 5p, 4G. 然 由 引 1 又 知 G 有 阶 pn 之子 
群 互 , 且 右 又 必 为 G 中 一 西 洛 pr 子 群 之 子 群 ， 故 必 恕 CSa; 因 口 
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一 mn 一 i i 


之 全 部 如 站 个 元 都 满足 方程 * 光 -一 1， 故 由 题 设 得 知 不 属于 已 
的 元 必 不 满足 xp 一 ]， 因 而 从 ECSo 又 知 有 ae Sp, 而 ajéH， 
故 ai 同 六]1， 而 又 必 有 ash 一 1， 这 说 明了 ol a) ee ph, 关 
Sp 二 {qi) 为 循环 群 ， 由 是 ，G 一 5p, X Sp, X …… X St。 为 西 洛 
循环 子 群 的 直 积 ,而 易 知 元 素 a.4-*…as 的 阶 为 II 疗 二 o(G)， 即 
G= Laas 9. an} 为 循环 群 ， 证 完 . 
附注 ” 据 这 定理 4, 我 们 不 般 训 像 在 前 章 $4 定理 5 中 说 的 那 
样 必 须 检验 o(G) = pliphiepls 之 (入 十 1)( 和 二 1) 十 1) 一 2 
个 因数 ,而 只 需 检 验 oC(G)》 之 极 少 数 个 因数 就 行 了 ,实际 上 应 检验 天 
数 之 个 数 为 : 
(i 22 个 ?; 当 2 且 每 如 产 2 时 ; 
(ii) 2m 一 了 个 ; 当 ? 沁 2 且 有 “个 和 一 1 时 ; 
《过 ) 1 个 ; 汝 一 1 且 1 关 2 时 。 
第 Ci) 款 是 说 当 olG) = pr(432) 时 ， 只 要 能 断定 方程 交 ”一 1 
之 解 至 多 为 娠 -个 ,就 能 肯定 8 是 循环 和 群 (这 时 用 不 着 要 判定 方程 
xm 一 1). 
间 题 | 问 无 限 循环 群 能 否 分 解 为 两 个 真子 群 的 直 积 ? 
问题 2 ” 设 o(G) 一 过 的 po 为 素 因 数 分 解 (” 之 2)， 证 
朋 G 为 循环 的 充 要 条 件 是 G 有 指数 ph 的 循环 正规 子 群 (i = 一 1， 
2，-… > 办 )， 
问题 3 设 G 是 一 个 非 循环 的 p 群 。 试 证 至 少 有 一 自然 数 
使 G 中 阶 六 之 元 多 于 pp 一 1) 个 . 
问题 4 设 CG 为 办 群 . 试 证 G 为 循环 的 充 要 条 件 是 满足 方程 


xz 一 1 的 G 中 元 素 之 个 数 不 超 过 2 人 2 


$3. 交换 群 的 分 解 


循环 群 为 交换 群 的 特例 ,前 节 讨 论 了 有 限 循 环 群 之 分 解 ,本 节 
的 任务 就 对 有 限 交 换 群 的 分 解 予 以 探讨 ， 但 因 具 有 有 限 多 个 生成 
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元 的 无 限 交 换 群 之 分 解 问题 在 后 面 要 引用 ， 故 这 一 节 里 我 们 不 仅 
讨论 有 限 交 换 群 , 上 且 对 这 样 的 无 限 交 换 群 一 并 来 研究 。 所 以 本 节 
的 标题 叫做 交换 群 的 分 解 . 

先 讨论 有 限 交 换 群 

设 有 限 交 换 群 G 之 阶 o(G) 的 素 因 数 分 解 为 oCG) 一 
于 孙 2。 与 前 节 讨 论 有 限 循 环 群 完全 类 似 , 可 知 G 有 唯一 个 西 
洛 pr 了 于 群 SG 一 1 2,-…, 4), 并 有 G = Sp XS XXXSe， 
且 这 样 的 分 解 是 唯一 的 ， 故 得 

定理 1 有 限 训 的 区 全 分 时 汐 队 等 了 有司 素 区 村 的 四 洛 可 各 


a 


PE 


”由 这 定理 1, 下 冶 证 下 面 的 三 个 准 论 . 
推论 1 ”对 于 有 限 交 换 群 G 之 阶 o(G) 的 每 个 因数 4,G 恒 有 
阶 了 之子 玫 
附注 ”这 里 只 说 明了 阶 4 之 子 群 的 存在 性 ， 并 未 保证 其 唯一 
性 ,这 是 与 循环 群 有 区 别 的 : 先 提 请 注意 一 下 。 
事实 上 , 若 Z 一 他 pb 0< 委 上 入 委 和 2)， 则 据 $1 定理 1 
知 G 有 阶 六 的 子 群 B;, 且 由 $1 定理 4 又 知 中; 三 Se. 于 是 再 由 前 
章 $11 定理 5, 则 有 C= {Bi; Bi,-'*,; Bi} 二 BiXB,X.-.-XB, 
为 G 之 一 个 阶 z 的 子 群 .证 完 . 
推论 2 若 推 淮 1 中 olG) 之 因数 4 适合 (全 2,4) 一 
则 G 中 阶 4 的 王 群 只 有 一 个 ， 县 这 唯一 个 阶 的 于 侣 星 中 典 有 
性 质 ** 一 1 之 元 素 x 的 集合 . 
事实 上 ， 不 失 普遍 性 可 令 4 二 站 如 了 风 (< 办 一 1， 
和 一 1 以 及 G 之 交换 性 保证 了 (xy》* 二 1， 说 明了 G 中 其 性 质 
二 工 之 元 xx 的 集 互 确 为 C 之 一 子 群 。 然 当 7 一 1,2,-… ,外 有 时， 
又 显 见 Sr; 之 元 zx 都 其 性 质 世 一 1， 故 SpS 有 G 一 1 2 有 )， 
因而 Sp, X Sp, X -… X SptEH, WM dlolH) = h, 
若 还 有 六 |o( 疙 ) 二 8(j 一双 十 1 2) 则 由 $1 定理 3 知 
有 wxEH 使 oC2) = 二 py, 即 2 玉 二 1, 故 由 (py 4) 一 1 得 sz* 寺 1， 
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re ee ee es ee ers 


这 又 与 及 之 形成 的 假定 相 了 矛盾 ,不 可 ， 故 不 得 不 有 和 一 oH) 一 d， 
说 明了 G 中 具 性 质 x* 一 1 之 元 * 的 集 电 确 是 G 中 阶 z 的 一 个 子 
群 . 

但 因 G 中 凡 阶 z 之 子 群 之 元 * 又 满足 方程 x* 一 1， 故 这 样 的 
元 * 也 在 及 内 , 凤 证 明了 阶 4 之 子 群 又 只 限于 为 瑟 ， 推论 2 证 完 . 

推论 3 设 交换 群 G 之 阶 oCG) 分 解 为 + f 个 两 两 互 索 的 数 之 
积 ,如 0(G) ~ gg2* 81， Cg» 28) — 1 四 i 关 了 时 , 则 G 得 写 为 阶 
等 于 6 pv- 之 谤 子 于 的 有 各 ,是 这 表示 蜂 叭 -的 

事实 上 , 据 推 论 2 已 知 G 有 唯一 个 阶 g; 之 子 群 G;, 因 每 C;4 
G, 且 当 i 半 7 时 有 (g,， 8;) 一 1， 故 Gi 人 16; 一 1， 于 是 首先 有 
{Gi G1} 二 GG; 二 G1 X G;， 其 次 有 GG:G 二 Gi X G X G3; 
等 等 ,一 直到 直 积 G 二 G1 X G; X -+ X G,。 因 阶 g; 之子 群 6G， 
是 唯一 地 存在 , 故 这 表示 是 唯一 的 ， 证 完 . 

定理 1 的 意义 是 说 有 限 交 换 群 的 研究 可 转化 为 交换 p- 群 来 
讨论 . 故 若 对 交换 六 群 之 性 质 弄 清楚 了 , 则 有 限 交 换 群 之 性 质 也 
就 辣 明 了 . 因而 下 面 就 着 重 研究 交换 p 群 ， 

前 节 说 过 循环 p- 群 不 能 再 分 解 为 两 个 真子 群 之 直 积 , 但 交换 
z 群 私 样 ? 事 事实 上 有 


和 


证 明 设 交换 产 群 G 之 阶 o(CG) 一 加， 若 G 已 为 循环 , 杂 需 
讨论 。 故 假定 G 不 是 循环 群 ， 因 而 G 中 每 元 的 阶 都 是 p” 的 真 因 
数 ， 今 令 a 为 G 中 阶 最 高 的 一 个 元 素 , oCa) = 加 ,于 是 0 < 六 一 
二 且 G 中 每 元 的 阶 pr 都 有 4 所 mm 的 关系 ， 再 作 商 和 群 GE GA{a}， 
则 oCG) 一 pr < pr. 

用 归纳 法 ， 假 定 交换 p 群 之 阶 的 究 指 数 (p 知 的 ) 小 于 = 时， 
定理 2 之 分 解法 存在 ,于 是 有 

G= {a) Xx {a xX: x {a,}» (1) 
2; 表示 G 中 元 i 所 属 之 陪 集 的 简写 ， 即 a; 一 {a}a. 令 4i 之 阶 为 
zi， 如 at"' 一 1， 这 意 昧 着 a?" 是 属于 子 群 {a} 内 的 ea 之 最 小 的 
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正 宪 。 再 考 起 自然 同 态 
G~G= G/{a). 
由 af"E {4} 令 efr! 二 ai, 因而 有 
0” 一 (注意 必 有 mn 之 1)， 
不 得 不 有 p”|lsp”"i， sj 一 4p， 故 再 令 玉 一 4 时， 有 亚 一 
{ej2 一 《aja 一 4 0(5i)==pri, 即 部 "为 属于 {a} 的 6; 之 最 小 正 
得 ;但 又 因 痉 ”一 oia™2" 二 1, 故 必 有 ol51) 一 pr%*， 妊 已 知 = 
4i， 故 由 《1 式 得 
G= {b} x {6} x + x {5,}. C2) 
下 面 我 们 将 证 明 G == {a} Xx {b&b} xf XxX.… Xx {6}. 
事实 上 , 借 自然 同 态 G ~ G/{a} = 6, 如 令 G 中 任 元 x 在 6 
内 的 像 元 为 #, 则 由 (2) 式 可 知 
# = BiB Bt = Bhd bbe, 
不 得 不 有 
x 一 atbtibt, .btit, (3) 
即 证 明了 G 二 4a} (840452}*…{5}， 其 次 , 若 atbhb$ 和 -bit 一 1， 
则 从 高 群 和 一 G/{a1 而 言 , 显 见 有 收 : 政 :……B$: 二 1， 故 由 (27) 式 
知 每 如 :二 1， 凤 p"r|, 因而 录 一 1 故 只 一 1 说 明了 G 之 单 
位 元 1 写 为 如 (3) 的 表示 哇 是 唯一 的 ,因而 CG 中 每 元 x 写 为 如 (3) 
之 形 也 是 唯一 的 。 这 就 证 明了 站 积 
G= {a xX {by x {6} XX {6}. 
再 证 分 解 的 唯一 性 。 依 定 
G= {x) xX {rz} xX x {x,} = {1} X {y2} xX-£-.X {ys}， 
ozi) 一 pm 0(y1i) 一 pm， 并 不 失 普 遍 性 可 令 
[2 
我 们 的 目的 要 证 明 ” = 一 及 mi 一 pi 一 1 2 rr). 
用 反 证 法 , 苟 若 
1121 = 79 PR = fj Hj > #jy (4) 
并 令 G 中 各 元 mw 次 宫 所 成 之 集 为 5G, 则 呈 G 为 G 的 子 群 《前 章 
$53 同 题 1), 故 从 G 一 {yy} xf X .… xf 得 
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PNG = {y9"} X {9} X + Xx {p90} 
HD oNG) i pi 3 pr a “prj 一 于 Er ptmt te iy 
但 从 G = {xD X {x XX {x:} 又 知 
epG = {si} x [人 XXX {x9} xf XK 
即 oftz DG7) 一 pr pr + “pit pi 


一 D+ mt 
a i ss i 


于 是 不 得 不 有 
FG Dy Dm Dnt (mn) + 
故 利用 (4) 式 就 有 


0 = (mj — #0) + 
这 又 显 与 (4) 矛盾 ,不 可 。 同 理 , mj < wj 也 会 导致 矛盾 .因而 不 
得 不 有 mj 一 nj(j 一 1 2，…，), 而 最 后 也 必 有 + ~ * 定理 2 完 
全 获 证 . 

有 了 定理 1 与 定理 2, 可 证 

二 理 3 (有 限 交换 群 的 基本 定理 ) 有 限 交 换 群 6 可 分 解 为 


和 


证 明 设 (6G) 一 ptiph.……p”r 为 素 因数 分 解 . 由 定理 1 已 知 


G 一 9 X Sp, X :+ XSpns (C5) 
Sg; 是 局 之 唯一 个 西 洛 p: 子 和 群 。 又 由 定理 2 知 
Sp = {xa} X {xa} X -xX {xia} (6) 


{二 1 2: 7), 式 中 
oxn) 一 phi!, oxi) = pHs ol xias) 一 Bit， 

故 大 一 和 0 十 和 5 十 … 十 和 由 (5) 与 (6) 得 

G 一 {zra) xX: Xx {xx,} x {xa} xX: x {x2r,} XR 

X {xm} Xe XK {xotels (7) 

证 明了 分 解 的 可 能 性 . 

再 证 明 分 解 (7) 之 唯一 性 .为 今后 叙述 的 简单 且 又 不 损 普 遍 
性 ,很 定 
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Maha 
如 采 除 (7?) 外 ,还 有 
G={ys} X:.- Xx {yn,} X {ly} XXX {725 关 5 
Xx {yx} es Xx {ynsn}s (8) 
起 of 一共 of) = Pris oY,pi) = prihss 于 是 又 有 
ji 一 8 十 十 十 有 有 并 不 损 一 般 性 可 令 pa 之 pn 之 ……- 
> pin > 0C= 1,2,...,»). : 

因 {ya} X {ya} X … X {yim 的 阶 等 于 pfnt ts 一 ph， 
故 它 不 得 不 为 G 之 唯一 个 西 洛 zr 子 群 , 即 

Spi = {yn} xX {yi2} XxX-..* Xx {yisr}. C9) 
因而 据 《6), 《9) 两 式 而 由 定理 2, 应 得 

: hi ks HB {yy} {rj} Bh pi = hiis 
这 说 明了 《7) 与 (8) 的 一 致 性 (以 同 构 意义 而 言 ). 

定理 3 完全 获 证 . 

出 定理 3， 可 知 有 限 交 换 群 的 研究 完全 可 以 转化 为 循环 pp- 群 
来 讨论 。 不 过 这 时 任 二 个 循环 直 因 于 之 阶 不 一 定 互 素 , 好 可 为 同 
一 个 素数 之 寡 。 于 是 决定 循环 群 之 自 同 构 群 所 根据 的 前 章 $11 定 
理 10 就 不 能 直接 引用 来 决定 有 限 交 换 群 的 自 同 构 群 ,最 多 只 能 引 
用 到 本 节 的 定理 1 上 面 去 ， 换言之 , 决定 有 限 交 换 群 的 自 同 构 群 
之 关键 就 在 于 决定 交换 p- 群 之 自 同 爸 群 。 至 于 交换 p- 群 之 自 同 
构 群 宽 竟 怎样 2 这 个 间 题 留 在 讲 六 群 时 再 研究 ， 我 们 现在 仍 对 
交换 群 之 分 解 问 题 作 深信 的 探索 ， 

由 于 交换 p- 群 分 解 为 循环 p- 群 之 直 积 的 方法 只 有 一 种 , 故 当 
六 阶 交 换 群 分 解 为 阶 等 于 p", 2 gp 的 和 个 循环 群 之 直 积 
时 ,为 叙述 简单 计 ,就 叫 这 交换 p- 群 的 型 是 [ms #5，,……… ,nx], 或 虽 
它 是 [nt 坝 ，,* ,Rg] 型 的 ,但 

N00 (10) 

于 是 , 除 同 构 外 , 可知 如 阶 交换 群 中 总 个 数 《 即 互 不 同 构 的 如 
阶 交换 群 之 个 数 ) 恰好 等 于 自然 数 = 分 解 为 《10) 式 的 方法 的 多 
少 . 例如 有 三 个 8 二 23) 阶 的 交换 群 ,分 别 为 型 [3], [2,1], [1,1， 
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1]; 而 有 五 个 81( 一 3:) 阶 的 交换 群 。 其 型 分 别 为 [41，[3, 1]， 
E2,21, [25,1,1], [111 如果 交 换 p- 群 的 型 为 [1,1,…, 1] 时， 
就 叫 它 为 初 竺 交换 群 ; 有 推广 这 概念 , 即 当 有 限 交 换 群 G 分 解 为 
直 因 子 之 阶 全 为 案 数 的 循环 群 之 直 积 时 ,也 叫 G 为 初等 交换 群 . 
表 设 一 般 的 交换 群 G 之 阶 .olG) 的 素 因数 分 解 为 (6) 一 
Pp par, G 中 崔 一 个 西 洛 如- 子 群 令 为 Sp(i 一 1,2,:**, #)， 
于 是 . 
G— Sp X Sp X .xX Sp.. 
设 So 是 [12 ,iw ] 型 的 , 即 
Sor {xn} X {ri)} XXX- Xx {rin), 
ofzp) pl, Mi > hn > 0, 
hn 二 A 二 i di. 
于 是 可 将 这 些 p 填 排 成 下 面 的 样子 ,如 
pir, pin> wasoaeee piikr 
pl, pls, -2s pts (11) 


和 


使 每 行为 由 同一 个 素数 的 帘 排 成 的 . 
再 将 (11) enn 得 
一 Riopi 
本 疝 计 天 区 汪 病 : G», = {xu} X 人 Xx… X {xm}， 由 
于 各 循环 因子 之 阶 两 两 互 素 ， 改 这 直 积 G。 仍 为 循环 群 ， 得 由 
xuxa" "xnl 一 x1 生成 之 , 即 
Ge = {x1}, olx1) 一 21， 
同 理 , 再 将 《11) 式 中 各 行 的 第 二 个 数 相 乘 ,得 
#2 一 plpir pam, 
相应 地 又 有 一 个 #, 阶 的 符 环 群 GS txzj，ofta) 一 妨 ， 式 中 x 二 
xbxap “Xm《 注 意 ; 当 pz ,4w 中 有 为 零 时 , 就 从 x; 中 去 掉 
相应 的 xj, 例如 二 0, ?2a-…a22s 关 0 时 , 则 xz: 一 zxa…zxzo)y。 继 
续 这 样 干 下 去 :一 直到 《11) 式 中 的 数 用 完 为 止 。 
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因为 210 之 tn ht 2 A 2 故 wl|m《 注 意 : 舍 
在 mt 中 不 同 素 因数 之 个 数 不 少 于 含 在 六 中 之 个 数 )， 一 般 有 
mila-y 但 坟 一 pripdsie » «pani, 至 于 G= Gs X Gn XX 是 
很 显然 的 。 因 而 , 除 定理 3 外 ,又 有 

定理 4 有 限 这 攀 群 6 便 可 写 为 险 匠 于 ms my-…， 愉 的 特 
环 群 G6,,， Gs …，Gwk 之 直 积 : GG» X Go X。 ~ X Gri 
使 诸 w 间 有 关系 wm-:(i 一 2，-…， 从， 入 这 样 的 分 角 方 污 是 只 
一 的 . 

我 们 只 需 证 定理 4 的 后 半 部 (唯一 性 ), 因为 前 半 部 已 在 上 面 
谈 过 了 . 

事实 上 , 若 除了 G 一 Gs X G。X.… X Gu 外 ,还 有 GC 一 
Ge X Gn, XX Go 式 中 Gm = (i) 为 阶 循环 群 ， 且 
tmi | 7471 我 们 敢 断 言 到 一 RE m= ni, 

为 什么 呢 ? 用 反 证 法 ,车 xm 一 sj- 一 全 一 1》 二 > 11j9 
则 从 直 积 分 解 G 一 Gs x G, x …… X Gu 得 

GH Gai X CHX … 基 C 欢 ， 

式 中 Go 表示 G 之 各 元 之 凡 次 宪 而 成 的 子 群 , 余 类 似 , 故 


ep-a .aa 全 /dr 


但 从 直 积 分 解 6G 一 Cn i .x Gw 又 得 


Gi— Gi XG XXX 四 
故 又 有 
oC = .Dl. a 
ni; ni i (nj, mm) 


i a 


i=1 


因而 由 于 了 > 1 可 知 


(nj mi 
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2-1 
而 与 上 面 的 6) 一 ( 了 。 ] / +! 显 相 了 矛盾， 这 说 明了 不 可 能 


i=] 


出 现 tr = zi- Mj Hts Wi Wj 的 人 情况 ,同样 ,也 不 可 能 
出 现 my 一 p11 < 及 的 情形 。 故 结果 不 得 不 
有 对 每 言 为 mi = Hi 因而 p= 此 。 这 就 证 明了 定理 4 所 说 的 唯 
一 性 . 

从 定理 4， 易 知 避 中 元 之 阶 最 大 者 是 加， 上 且 G 中 每 元 的 阶 又 
为 办 的 因数 , 故 又 得 

推论 ”有限 交换 群 可 分 解 为 社 的 一 4 最 六 内 之 下 全 感 的 者 环 


和 


”有限 交换 群 之 分 解 讨论 已 完 。 育 来 讨论 具有 有 限 儿 个 生成 元 
的 无 限 交 换 群 . 无 限 群 中 有 纯 无 限 群 与 温 无 限 群 两 类 .每 元 的 界 
为 无 限 的 无 限 群 叫 印 无 限 群 ， 至 少 有 一 非 单 位 元 之 阶 为 有 限 的 无 
限 群 叫 混 无 限 群 . 

关于 纯 无 限 交换 群 有 下 面 的 结 论 , 即 


DE 
重生 


PE 


6~ {ao} X C2) x x {er), 
自然 数 " 申 G 而 襟 (U 7 为 6 的) 

附注 ”这 里 需 先 说 明 一 个 问题 ， 即 当 4G 具有 有 限 多 个 生成 元 
有 时 ,如 G= 一 fei rz 4n}, 则 生成 元 可 能 不 止 ay 9:，，，* 9x 这 一 组 
元 素 : 例 如 还 可 能 有 G={6, 5，,，，*, 56m} 于 是 G 之 生成 元 组 中 必 
有 一 组 所 含 元 素 之 个 数 是 最 少 的 , 像 这 样 的 一 组 生成 元 册 最 小 生成 
组 . 于 是 ， 若 04,01， or 是 6G 之 一 个 最 小 生成 组 , 那 末 不 论 5， 
B49>***9 bo 为 6G 之 尾 何 一 组 生成 元 , 但 有 请 兰 *。 当 然 ,G 可 能 有 多 
组 最 小 生成 组 ; 如 有 的 话 , 则 所 定义 即 知性 二 组 最 小 生成 组 必 含 相 
等 个 数 之 元 素 ， 亦 即 任 二 组 最 小 生成 组 是 由 相同 个 数 的 元 达 所 组 
成 .我 们 这 定理 $ 的 目的 是 要 证 明 c 必 有 一 最 小 生成 组 能 充当 定理 
中 的 Ci cy 
证 明 假定 任何 一 个 最 小 生成 组 都 不 能 充当 cl, cz， ……，cr 之 
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用， 即 对 任 一 个 最 小 生成 组 好 1? R232" 3 Ry 证 5 恒 可 在 G 中 找 出 一 
元 * 能 有 两 种 方法 表 写 为 41， a1,"…' ,44 之 昨 积 ,如 


x — adialie gj 一 Ayighe eA Vrs 
使 有 ?1; 志 vi 之 i 存在 ,内 而 G 之 单位 元 1 有 非 当 然 的 表示 式 
] = CR (12) 
《 即 [2 不 全 为 零 ), 出 是 有 -… 自 然 数 
a | ua 十 fel t+ t+ |p,l. (13) 


为 今后 叙述 简单 , 叫 # 为 关系 式 (12) 的 高 度 . 

婚假 定 了 任 一 个 最 小 生成 组 都 有 非 当 然 的 表示 式 《12)、 随 而 
有 相应 地 (12) 之 高 度 (13), 于 是 在 所 有 这 样 的 高 度 之 集中 当然 
有 一 全 最 小 的 正 整数 . 这 就 是 说 : 在 G 中 必 有 一 最 小 生成 组 ( 干 用 
就 令 a1， az …，eav 是 这 样 的 最 小 生成 组 )， 它 有 一 个 非 当 然 的 关 
系 式 《12), 使 所 产生 《13) 式 之 高 麻 天 是 最 小 的 , 即 由 as aa …， 
ay 组 成 别 的 非 当 然 表 示 式 所 产生 之 高 度 必 不 小 于 h, 或 者 由 之 
另 一 最 小 生成 组 如 ，5,…*，&。 组 成 的 任何 非 当 然 表 示 式 所 产生 
之 高 度 也 必 不 小 于 h. 

再 据 G 之 纯 无 限 性 , 可 知 (12) 式 中 至 少 有 两 个 人 不 
损 普遍 性 能 令 | jal 之 | xl > 0， 再 将 jn 写成 


Pa git pa C14) 
使 {pi| < jl 所 a 并 将 (14) 代 人 《12) 中 :得 
ati(afas) "ats "alr 一 1, 
即 
222 bir 一 1, (15) 


式 中 页 一 at bi 二 afa2y pa 一 03 br 4 
显然 ,由 于 G 一 人 el 2 *, an} 中 每 个 a; € {5b1, 2 bn} 
故 有 G 一 《2 总、 Bo); 即 21, 5,-……sbr 为 G 之 一 个 最 小 生 
成 组 。 但 《15) 式 中 的 三 关 0 即 说 明 (157 是 一 个 非 当 然 的 表示 
式 , 其 相应 之 高 度 为 
t= [of 十 [el 十 十 | nl， 
再 与 C13) 比较 由 于 pl 过 上 | 即 知 有 0 一 丰 < 4。 这 又 显然 和 


" 148» 


Oo —— pe 
te 1 


人 LU 


我 们 的 假设 “G 之 任何 一 个 最 小 生成 组 所 成 的 每 个 非 当 然 表 示 式 
产生 的 高 度 不 小 于 #” 祖 矛盾 . 细 察 矛盾 的 由 来 是 假定 没有 最 小 
et 5 之 要 求 使 然 的 ， 于 是 像 定 理 5 中 所 要 求 的 + 企 
元 素 cj， cz 确实 存在 . 

再 证 明定 理 5 中 分 解 的 唯一 性 . 

假设 还 有 G = {41) Xx {dz} Xx … X{fdJ)， 如 若 *>*， 则 
因 aeG 一 人 cxfcx: Xx {cr}, 故 


a; = Chiicdaie ss eari (2 一 1 2 …， 5)， 

于 是 ， 
1 = dxdzr. .de 一 II dii 一 I 《cliirciaf ss ehri)es 
i=] 
# 了 
2 SE PE Di 
= C1 1 让 ca t=1 cr ; 

从 线 方程 组 理论 ,由 于 


Dixi= 0 (j= 1,2,...»7) 
二 1 


是 含 : 个 未 知 量 xy x;,，…… ,xs 的 ?+ 个 整 系数 方程 的 线性 齐 次 方 
程 组 (s > +)，、 效 知 这 方程 组 必 有 一 组 不 全 为 零 的 整数 解 xi， 

"x: 区 有 一 组 不 全 是 零 的 整数 x1, x,，-'…, xis 使 

dfidiz* -di: ol], 

这 显 与 G 一 《4d1} x {4;) x ，…. X {4} 之 意义 相 了 矛盾 . 同 再， 
5 < 了 亦 不 可 。、 改 必 > 一 >。 定理 5 证 完 ， 

具有 有 限 多 个 生成 元 的 纯 无 限 交换 群 能 像 定 理 5 所 说 的 那样 
可 分 解 , 那 末 具有 有 限 多 个 生成 元 的 混 无 限 交 换 群 怎样 吧 ? 又 这 
样 一 些 无 跟 交 换 群 之 子 群 又 怎样 呢 ? 这 些 问 题 的 解决 都 有 赖 于 

- 弓 1 理 若 无 限 交换 群 ( 混 、 纯 均 可 ) 具 有 有 限 多 个 生成 元 , 则 其 
每 子 群 也 必 具 有 有 限 多 个 生成 元 . 

证 明 设 琅 为 无 限 交 换 群 G 一 (at，2a，-…，ao} 的 一 子 群 。 
当然 ,五 的 每 元 也 能 写 为 a1, a;,*… ,a 之 图 积 . 今 固定 一 自然 数 
(1 < 魏 丰 安 w), 并 考虑 吾 中 凡 能 表 写 为 


9 1 49 ， 


3 型 * 局 
p ss a es 本 ‘ae 


形 的 元 5 所 对 应 的 整数 zt 而 成 的 集合 Ci: 一 一 因为 又 若 二 
CE .a EH， 则 必 有 56! 一 ee .eH， 说 明了 
zs CRE CA 一 2K€ Cr 卜 Ci 为 整数 加 群 C 之 一 子 群 .但 C 是 
无 限 循环 , 故 Ci 亦 无 限 循环 , 因而 必 有 一 最 小 下 整数 7 使 Ci 一 


{rx), 随 之 有 BhE 日 使 训 一 agoauil air; 或 者 Ci 一 0 的 情况 

也 有 可 能 ， 这 表 朋 当 互 之 元 5 表 写 为 a4， ert1，"**， dn 之 震 积 时 ， 

ax 的 千 指 数 恒 为 0, 这 时 就 令 Bi 一 1 为 6G 的 单位 元 ， 
依照 上 面 的 办 法 , 令 纺 从 1 开始 一 直到 ”为 让 ,就 得 到 了 吾 的 


2 个 元 : 


pr = CT ual a abin, 
b, rm 2 了 Ca 四 他 
记 1 和 一 1 #3 
Ml] nmi Gn 
7 
pb, ee, fae 


当然 可 能 有 25; 二 1 的 5 这 时 + 一 0, 否则 r+; 之 0. 
今 能 断言 Co 2 ………，2 确 为 五 的 一 组 生成 元 . 为 什么 呢 ? 因 

车 x EH, 可 写 x 一 cite ai;i 由 于 zc C1 {711}, 知 有 整 洪 
V1 使 z1 一 rwvi (注意 71 一 0 时 必 有 zi 一 0, 这 时 就 令 m 一 0; 而 
ji 关 0 时 也 可 能 是 sz1 一 0, 这 时 当然 有 vi 一 0; 但 当 zi 计时 必 
有 + 0, 这 时 有 rlz3); 于 是 易 知 互 的 元 

下 wm qragye » aN (16) 
仅 为 gay 83，***， or 的 害 积 ， 从 mk C: 一 {r2} 又 知 有 整数 sv; 使 
tw 一 72V02《 当 然 在 +2 一 0 时 因 必 有 wi 一 0， 这 时 就 令 v; 一 0; 在 
r2 夺 0 时 也 可 能 是 一 0, 这 时 仍 令 v2 一 0; 至 于 当 w 守 0 时 因 
必 有 72 之 0, 这 时 有 +zjwz), 由 是 从 《167 式 知 五 之 元 

XDbi bit mm 0 “a 


仅 为 83 943 "3 tn 之 窜 积 , 
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Pe 


要 六 闪 RN 


用 这 种 方法 继续 做 下 去 ,最 后 达到 及 的 元 
roL "i? 四 "pa"* 一 5 加 
即 x 一 好 09. 2 证 明了 五 一 人 2 2 ,6s}， 证 完 
eb tein 


和 


数 必 不 相 过 这 无 限 交 疾 导 之 最 小 全 记 组 所 全 元 素 之 个 数 
据 这 引 理 可 知 有 有 限 多 个 生成 元 的 混 无 限 交 换 群 的 分 解 间 
题 , 妈 


和 


证 明 - 设 > 一 ee qd29"* "3 | 为 滥 无 限 交 换 群 。 将 G 中 凡 
阶 为 有 限 的 元 所 成 之 集 记 为 FE。 于 是 若 访 , hE 了, 则 有 自然 数 
与 和 使 站 一 工 一 其, 故 《j 一 1， 即 六 5 EBP 说 明了 环 是 
人 的 子 群 ， 故 据 上 引 理 , 知 F 亦 具有 有 限 多 个 生成 元 , 即 得 写 为 
下 一 《2 } 一 一 当然 还 可 限制 为 不 委 xn， 再 用 Ff 的 交换 
性 以 及 每 5; 之 阶 的 有 限 性 ,可 知 F 是 一 个 有 限 ( 交 换 ) 群 ， 

气 自 然 局 态 5 ~ G = G/F, 知 G 的 一 组 生成 元 在 G 内 的 像 
元 也 显然 是 G 之 一 组 生成 元 , 故 GG 具有 有 限 多 个 生成 元 .又 C 一 
G/F 还 是 纯 无 跟 交 换 群 : 事实 上 ,从 xEG 及 xEF, 若 (xF)" 一 
F, 则 x”EF, 故 olx”) 有 限 ， 因 而 olwx) 亦 必 有 限 , 与 ez 相 矛 
盾 ， 这 就 证 明了 之 纯 无 限 性 ， 故 由 定理 5, 得 知 

G = {8} xX {6} X ++ Xx (Em), (17) 
而 olB;) 一 co 。 一 一 当然 也 可 限制 mm 持 , 

再 利用 G ~ G 一 G/F 而 取 丈 在 G 内 的 一 原价 六 ， 于 是 
Bi 一 biR, 0(5;) 二 00. 今 作 民 二 {bi, 加 bn 则 是 纯 无 限 交 
换 群 : 因 从 x EK，x' = 1(1 半 0)， 则 当 令 zx 一 Bw 和 …brm 时 ， 
就 有 1 一 x 一 各 (644- bim, 故 据 G~G 一 G/F 确 有 寻 v 咯 1 
Bim 一 1， 再 由 (17) 式 得 一 4x 一 … 一 1m! 一 0， 不 得 不 
村 一 四 一 一 一 4% 一 0, 因而 x 一 1, 人 凤 说 明了 KK 之 纯 无 限 人 性 ， 

5 。 


XIEGPXF EE GFF =HB bm 一 
82 Bf ER, 故 如 一 天 FF， 然 玉 之 纯 无 根性 及 三 之 有 限 性 
当然 又 保证 了 天 门下 一 1, 因而 必 有 CC 一 天 X F, 定理 6 获 证 ， 

由 定理 3，4, 5, 6 即 得 

县 有 有 有限 多 个 生 威 元 的 蕙 下 限 闻 换 群 @ 恒 可 分 解 为 


人 x {a2) X .… x 0) x {bh1) 
X {b2} xX + x {6,), (C18) 
其 中 (a)}，……， (a,} 是 无 限 的 ， 而 {261},，……, (6,} 是 阶 分 别 为 素 
数 罕 名 '，… ,的 ; 且 自 然 数 与 诸 素 数量 2:，…, p: 都 是 由 
2 而 定 . 

或 G 得 分 解 如 (18) 形 ， 其 中 {a1}，.…，{a,} 是 无 限 的 、 而 
(6 …，(2)》 是 阶 分 别 为 mb …， zw, 但 具有 ;|m;-1 的 关系 
G 一 2 0 的 ;县 自然 数 "与 mh …，mr 均 由 G 叭 二 地 被 本 
定 ， 

利用 交换 群 的 分 解 得 知 一 些 有 意义 的 结果 , 今 举 二 例 来 说 明 ， 
以 结束 这 一 节 。. 

交 tea le a 若 


之 荐 > 抽 个 数 为 pA 自 它 们 六角 记 C 之 -了 司 
由 假设 知 
G={a} xX {ez} XxX: xX {ar} XH, 《19) 
式 中 oem 一 2 人 一 1 2 二) (olH),p) 二 1. 若 x*€G 且 
一 1, 则 令 x 一 altap**…a 克 A (hE) 时 就 有 
1 = Xf? = gian?- 本 
故 从 《19) 式 有 志 宇 0(modb 0 及 名 一 1， 因 之 必 有 一 1， 故 
一 0808- “ak， 1 0(modp*i!). (20) 
反之 ,适合 (20) 式 之 元 x 也 确 有 x* 二 1 之 性 质 ， 
这 就 说 明了 G 中 上 性质 x* = 1 之 元 x* 为 且 仅 为 (20) 之 形 . 
但 这 样 的 元 * 据 (19) 式 知 其 个 数 恰 为 pA《 因 每 ;有 PP 个 可 能 性 : 
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PP21， 2pu~t, 3p*i-!,: 5 力 ， pi™!1), 又 xf 二 1 二 yry i)? -= ] 
说 明 这 些 元 恰 组 成 G 之 子 群 .证 完 . 
癸 2 设 G 为 具有 限 多 个 生成 元 的 纯 无 限 交 换 群 ， 因 而 据 定 


球 5 得 写 G 二 {4) x (cj x … X {cs)， 今 取 G 之 = 个 元 
d; = eti itelis. 。 -cj 一 天 (一 于 2 3)。 
7 一 1 


试 证 ， G 一 (4 x {d] x ，…。 Xx {4,) 的 大 要 条 件 是 征 降 


hat sz -os 
的 行列 式 det4 一 土 1. 
事实 上 , 若 G 一 人 dj X (a2) Xx -xf{tdj; 则 
Ci oR {i = 1,2,.*.:., 1). 


于 是 有 
一 
人 1 j=1 
一 I tis EE 


故 从 G= {ct} X (cj x … X {cs} 的 直 积 分 解 的 意义 ,就 有 
1 〈 当 了 一 工时 )， 
2 CE | 0 《〈 当 了 关 守 时 )， 
因 之 , 若 念 矩 阵 Y 一 〈pi)， 则 上 述 这 些 关 系 式 即 表示 
vA—E 
为 # 级 单位 矩阵 ,; 故 det4 一 土 1. 
反之 , deth 一 土 ] 确保 有 VY 一 (1) 使 V4 一 E, 是 pi 都 是 
整数 ,因而 也 有 
cad (f= 1,2,."*, 7), 
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说 明了 G 一 (lb 中， -do 今 若 1 一 全 和 4， 则 以 


di 一 [入 代入 即 得 


j=1 


人 


到 
mo_ [] Chr aa 十 十 hgxp) 


i=1 
故 由 直 积 G 一 {ci} X {c2} X …* X {cs} 之 意义 ,不 得 不 有 
XXt 十 4x2 十 ~… "十 Asjxn 王 0 (j= 1, 2 n). (21) 


但 (21) 式 是 具 # 个 未 知 量 rt mm …，xs 的 个 线性 齐 次 方程 ， 
而 其 系数 之 行列 式 det(4;) 一 土 1 关 0, 故 方程 组 (21) 只 有 零 解 : 
一 0, 这 证 明了 G 之 单位 元 1 写成 did， 
du 之 罕 积 表示 只 有 一 种 , 即 没 有 非 当然 的 表示 式 , 因 而 有 直 积 
G = {di} Xx {ad) x :++ x {d,). 

证 完 ， 
问题 1 ”有限 交 换 群 G 为 循环 群 的 充 要 条 件 是 对 o(G) 之 每 
个 素 因 数 p, G 中 阶 上 之 元 恰 有 一 1 个 . 

问题 2 设 有 限 交 换 群 G 之 西 洛 p- 子 群 的 型 汶 [mt 1m;,*……， 
Mi]。 试 证 CE 恰 有 产 一 1 个 阶 p 的 元 ， 

问题 3 ” 设 交换 群 G 有 阶 m, 1 的 元 ， 则 G 也 必 有 阶 [mm, =”] 
的 元 ([m, x] 表 台 与 + 之 最 小 公 倍 ). 

问题 4 ”有限 交 换 群 G 为 循环 的 充 要 条 件 是 群 阶 o(G) 为 群 
G 中 一 切 元 素 之 阶 的 最 小 公 倍 . 

问题 5 设 oCG) 一 给 tj 为 素 因数 分 解 。 证 明 G 为 
交换 群 的 充 要 条 件 是 G 有 指数 等 于 pji (i 一 1，2,…, 7) 的 交换 
正规 子 群 . 

问题 6 ” 设 有 限 群 G 中 恰 有 一 半 元 素 其 阶 都 是 2, 而 另 一 半 
元 素 又 组 成 G 的 一 个 子 群 互 , 试 证 再 必 为 奇 阶 交 换 群 。 
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$4 客 零 群 


我 们 知道 : G 为 交换 群 的 充 要 条 件 是 其 换 位 子 群 G 一 【6， 
G] 为 单位 元 群 , 即 6 一 1G, G] 一 1， 今 从 换 位 子 群 的 概念 出 发 
来 考 感 更 广 一 类 的 窒 零 群 . 

先 从 定义 开始 ， 

定义 1 设 刀 , K 为 群 G 之 任 二 个 子 集 ， 用 符号 [H, K] 表 
示 昌 形状 及 为 刀具 -一 Th 人 之 元 所 生 友 的 G 字 了 群 (4e 有 ， 
keEK), 即 [ 妃 , K] 一 《[4， ]|hEH, XEK}， 于 是 ， 显 有 [H， 
K] 一 [K, H]， 又 对 群 G 之 元 x1，z2，"*，xn， 递归 地 定义 [x1， 
xz ze] 一 [[xiy-……，xe-1]，xe] ; 同样 ， 对 群 G 之 子 集 Hi, 
Hs*"*"» Hs 亦 递 归 地 定义 [五 Hi] = [[Fi,**, 
,ls H,]， 且 当 在 rE G 时 ,定义 Ka(G) 一 (ro mr]}， 
于 是 KI(G)} ~ G, KXAG)—G =1G, G]. 若 有 一 非 负 整数 * 
使 K+ G6) 一 {[x1> x2> “Xnmt1] Jlxi€ G}= 1， 就 则 G 为 # 类 寨 


“很 显然 ， 由 于 [zy 光 233“"“”? 2 严 【[xi， Xa]，x3ay xk+1]， 
即 知 对 一 切 的 k 常 有 KG)SEKEKCG). 且 易 证 KG)4 4 
C。 

关于 天 .CG)， 有 下 面 的 性 质 , 即 

定 环 Kn(G) = [K,(G), G]. 

证 明 因 [xxes ze+l] 一 [[xi :xzo]， Xr+1]s 故 显 有 
KasH(G)SLK.(G), G1。 另 方面 ， 若 令 前 章 $10 的 《2) 式 中 的 
4 一 [zzr xn] be [ri 一 rft9 则 得 
1 一 [1 re 一 [ab c] 一 5 [xyes rss ta] db [xs **, 
zj-1，x*wil]， 故 [fyrib- x] rar] E Ken(G); 但 [KG), 
G] = { {uw ‘Hrs gj]lgE€ C， 每 wi 一 [zt xzo] 形 或 [xy-…， 
xa]-! 形 }, 且 因 已 证 [ws, g]€ Krr《G》, 故 关于 用 归纳 法 不 难 证 
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明 [az uh，g] 《Kn(G)， 于 是 又 有 [KC(G), GE 大 CC)， 
证 完 。 
注意 天 .(G)V/RK。KGIEZCGKKG))》 与 [KGC)，C]SE 
Koti G) 是 等 价 的 , 故 由 定理 工 即 得 下 面 的 
再 注意 Kx(G) E 天 (G)》 这 一 事实 并 不 排斥 Kort(G) 一 
kK,(G) 的 可 能 性 ， 如 果 有 这 样 的 白 然 数 二 使 Kint6) = Ki(G) 
时 , 即 KG) 一 [KiCG), G1(《 定 理 1), 则 Kirnz(G)=[ Kin(G)， 
GJ] 二 [KiG)，G] 一 Ki(G)、 且 归纳 地 得 知 当 加 汪 六 时 恒 有 
Kmn(G) 一 Ki(G)、 故 客 零 群 的 实际 意义 是 说 : 当 群 G 有 一 个 如 
GCG KA(G) > KA(G) > KA(G)> -> KG) > Kn(G) 
一 1 (1) 
的 真正 的 递 降 子 群 列 能 经 有 限 多 次 可 达到 单位 元 群 的 ， 就 叫 G 是 
Cw 类 ) 震 零 群 。 由 于 上 述 推论 的 缘故 , 列 (1) 叫做 群 G 的 下 中 心 
列 ; 即 群 G 有 下 中 心 列 时 , hd G 为 究 稚 群 。 这 与 李 代 数 中 讲 暴 零 
李 代 数 的 概念 是 一 致 的 ,也 是 说 宪 零 群 概念 产生 的 由 来 . 
从 换 位 子 群 的 角度 出 发 ， 固 能 像 上 面 说 的 那样 引进 使 交换 群 
为 特例 的 寡 零 群 . 但 交换 群 G 的 另 一 个 特征 是 其 中 心 2(6) 二 G3 
至 于 1 < 二 Z(G) < G 时 ， 可 作 商 群 G/Z(G)， 而 再 考虑 这 商 群 
的 中 心 ， 可 能 会 磁 上 这 商 群 的 中 心 即 为 这 商 群 自身 ， 例 如 四 元 数 
群 即 是 这 样 的 群 ,其 阶 为 8( 前 章 87 定理 9 后 面 的 例子 ); 如 若 不 然 
( 即 当 这 商 群 之 中 心 不 等 于 这 商 群 自身 而 又 非 单位 元 群 时 )， 再 作 
这 商 群 关于 其 中 心 为 模 的 商 群 ;继续 这 样 做 下 去 ,可 能 经 过 有 限 多 
回 告 结束 , 即 最 后 所 达到 的 商 群 或 为 交换 群 或 再 无 中 心 了 ,只 这 两 
种 可 能 性 。 说 具体 些 , 令 Zo G) = 1, Z(G6) 一 Z(G), 而 一 般 当 
ZA(G) 定义 了 后 再 递归 地 定义 Zin( GY)/2(G)= 二 Z(G/2Zi(6))， 
则 可 能 有 两 种 情况 : 一 为 虽然 有 
1 < ZAG)/Zi-( GC) 二 G/Zi-(G), 但 ZkHCG)AZACG) = 1; 
另 - :为 有 一 自然 数 & 合 G/Z(G) 是 交换 群 ( 即 Z(G) 二 G). 
当 第 一 种 情况 出 现时 ; 即 1 之 Zk(G)7AZk-KG)<GAZR-LCG) 
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以 及 Zin( GY)/ZAG) 一 1, 就 有 
Zi G) Z(G) > Zi G) > Zi G) 2 
> Z(G) > Z(G) = 1, 

这 时 能 证 明 关 > 有 和 时 也 恒 有 Z(G) = Zi(G), 而 叫 这 Z(G) 为 
群 G 之 超 中 心 , 用 符号 SCG) 表示 . 

如 果 有 其 《使 ZKG) 一 G, 即 C/Zx-KG) 为 交换 群 , 那 末 这 
样 的 群 G 当然 也 是 交换 群 的 一 种 推广 《因为 & 一 1 时 G 就 是 交换 
群 ); 若 我 们 不 去 理 申 定 义工 而 叫 这 样 的 群 为 和 类 圭 零 群 , 兄 有 

定义 2 当 悦 6 有 如 

1 = Zo 6G) < Z(G) = 2(6) < ZAG) 一，…- 
< Zn G) ZAG) = 0, (2) 

而 nme 为 人 之 中 心 ee 一 0 1 人 一 1] 
出 G 为 m 业 于 地 带 | 

由 定义 2, 显然 可 知 6 为 1 类 虹 零 群 ( 凤 (2) 中 一 1) 的 充 
要 条 件 是 G 为 交换 的 ， 故 定义 2 中 的 罕 零 群 实 际 上 也 是 交换 群 的 
一 个 推广 . 

现在 需要 解决 的 间 题 是 定义 1 与 定义 2 的 一 致 性 . 换言之 ， 
当 (1) 式 成 立时 ,需要 证 (2) 式 成 立 ; 反 之 ,由 《2) 也 必 有 (1); 而 
且 2 一 二 

先 设 〈1) 式 成 立 ， 

因 1 = Kn(t0) 一 ZAG), 以 及 1 一 Kn(G) = [K,(G), 
G1 又 说 明了 K,《G) 忆 ZKG), 故 归 纳 地 假定 已 证 得 了 

Ke GEZAG) (<), 
则 有 [K,-AG)，G] 一 天 KG) ES ZG)， 即 对 每 gt€ G， 每 
rai 民 ,- 澡 ), 慎 有 [x,-;， gle Z(G), 亦 即 
gZiA G6) . xn-iZi(G) 一 xn-iZIG) ， SZIG)， 

故 zo-ZK(CG)EZCGAZG7 放 一 ZKC)MZKG)， WR KAG): 
Z…(G)AZKG)SZHCG)AZIG) 不 得 不 有 Ks,-(G)CC2in(CG), 
这 说 明了 由 归纳 法 已 证 得 了 : ”对 任何 的 i 一 0, 1, 2,''“,# 恒 有 
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KKG)EZ(CG)， 故 特 取 = 二 + 时 有 KI(G)S2Z,(G), 即 GE 
Z.《(G), 不 得 不 有 G 一 Z(G), 这 证 明了 (2) 式 成 立 且 实际 上 应 
有 着 < 扫 n”， 

再 设 (2) 式 成 立 ， 

这 时 ， 因 Zin(G)/Zi(G) = ZCG/Z.(G)), BD [Zin( 6), 
G]CZiAG) (一 0 1 2 ， 坟 一 1)) 故 令 大 一 六 一 1 时 得 

KA(G)=—=[G,G]~= {G6G, Z(G)]EZn(G), 

又 KI(G) 一 G 一 Zn《G)， 于 是 归纳 地 假定 已 证 明了 Ki(G) 夺 
Zn-i#(G) (1 忆 7 亿 吉 ), 就 有 

Kin(G) = [KAG), GJ]E{Zn-in(G), CjEZ。(G). 
这 说 明 用 归纳 法 完全 证 明了 KAG)CZw-n(G) (jij 所 m+ 1)， 
故 特 取 jj 一 m 十 1 时 有 Kmn(G) 和 2ZoG) 一 1， 不 得 不 有 
Km+1(G) 一 1， 即 证 明了 (1 式 必 成 立 且 实际 上 还 应 有 所 六. 

合并 上 述 的 论证 ,可 知 : 若 G 是 依 定义 1 而 言 的 ”类 者 零 群 ， 
则 依 定 义 2 言 G 也 是 帘 零 的 且 其 类 不 超过 定义 1 的 类 ;反之 ;如 必 
是 依 定义 2 言 的 wm 类 罕 堆 群 。 则 依 定义 1 言 G 也 是 窒 零 的 且 其 类 
不 超过 定义 2 的 类 . 于 是 ， 当 G 为 定义 1 言 的 * 类 宽 零 群 时 ， 那 
末 G 必 为 定义 2 之 m 类 第 零 群 日 有 m 筷 #， 因而 G 又 是 定义 1 中 
# 类 竹 者 群 而 有 2” 委 m， 不 得 不 有 mm 一 #, 并 G 为 定义 2 之 +* 类 
军 零 群 。 反 之 , 定义 2 之 萎 类 宪 零 群 亦 必 是 定义 1 之 ;类 的 第 埠 
群 ， 这 就 证 明了 定义 1 与 定义 2 的 一 致 性 . 

再 注意 列 (2) 中 Zin(G)/Z4(G) 一 Z(G/ZA(G)) 的 关系 ， 
就 叫 列 (2) 为 G 之 上 中 心 列 ， 于 是 , 当 群 < 有 上 中 心 列 时 , 叫 G 为 
寡 零 群 . 

于 是 又 有 

定理 2 和 军 零 群 的 上 中 心 列 与 下 中 心 列 有 相等 的 长 ， 而 这 长 
就 是 备 军 的 闪 

下 面 我 们 将 对 罕 堆 群 作 一 般 性 地 论述 ， 但 先 要 解决 一 个 重要 
问题 , 即 非 交 换 的 寡 零 群 是 否 存 在 ， 若 不 存在 这 样 的 群 , 那 末 一 
论述 全 是 废话 . 


?1158 * 


ee 9 PE 


站 元 数 群 就 是 有 限 非 交 换 的 军 零 群 的 一 个 实例 ， 引 进 定 义 2 
时 已 说 过 , 且 它 为 2 类 寡 零 群 ， 至 于 无 限 非 交换 的 幕 零 群 的 存在 ， 
可 参看 下 例 . 

例 1 二 对 名 上 的 于 全 是 1 的 复数 块 P 上 的 一 切 = 级 上 (或 下 ) 三 角 


PE 


米 1 


* 
1 Fy 1 已: 
= 1 a 8 1 
.1 by. 
0 > 0 
1 1 
为 6G 中 任 二 元 ,于 是 
1 —2 来 ， 1 —2, *| 
1 —# 1 一 上 
ml! 1 - es ， ”一 1 * 2 
村， = 
0 We 0 : 
1 1 
1 0 * 
1 a, 
故 [wy Bl ra fap 一 1 区 ， 说 明了 K,(G) [ec， G] 
"i 1 
0 Ps 
} 


之 元 为 6 中 这 样 一 些 和 矩阵 即 在 主 对 和 角 线 上 方 的 第 一 个 附 对 角 线 中 之 数 全 是 
零 ， 再 归 钠 地 假定 & + KG) 之 元 是 6G 之 这 样 一 些 矩 阵 , 即 在 主 对 角 线 上 方 的 
第 一 ;第 二 ，…, 第 : 个 附 对 角 线 中 的 数 全 是 零 也 就 是 说 当 

三 < > 到 萎 Kr{G) 


时 《Ci; 表示 在 第 i 行 第 i 列 处 的 数 为 ! 而 别处 的 数 全 是 零 的 * 级 矩阵 )， 
则 每 个 5; = 1 4;; 一 0 人 > 站 2 一 ii 一 "一 6 一 0。 因 之 ， 


有 
< ”一 > dCii 中 每 个 二 一 49 8 二 0 (>) 而 十 if 一 而, 二 二 一 
irj=1 


Gi, i 一 0， 全 = di,ititle 故 再 取 8 | 之 BisCis E G ( 即 每 玉生 一 下 
je 
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2 一 0G> 门 )) 则 知 8 一 人， 21Ci 中 每 5 一 1 8 一 0G> 六 而 ,4 一 
加 
一 4,z413 于 是 ;Kia(G) 一 KG)，G] 的 每 个 生成 元 可 写 为 
ca Bax 一 之 ) 而 :区 ,squo 瑟 jiCi 一 2 BijCisy 


jt TyrPel jit 


式 中 Eis > Girb ,dv b,j. 再 利用 dij 二 Bi = 站 2 bis Se 0 (i>7))， 可 
FW 


简化 gi; 之 表示 式 而 有 


Ril Ss >， BisBs un dy ty (3) 
Iommij 


故 不 得 不 有 gi; 一 00> 廊 以 及 gii 一 天 ii 二 1。 车 再 利用 关于 4i3， 
5ij9 i39 5i1 间 的 上 还 另外 一 些 关系 ,很 容易 从 《3) 式 效 知 : 
有 二 1 一 ii+z 一 ”一 + 一 0, 


事实 上 : 当 4 一 1 2 时 ,op 一 iu 一 0 故 由 (3) 得 


Bi, i+2 一 >) Binbu,ira (4 一 15 2 ，。。5P) 
[人 
1 4 一 全 
但 令 全 = 寸 。 又 有 
A, 
>, 和 一 6 8 二 >， bisbs jC —> 了， bisbss = Giss 


js jl frsp jmd 


于 是 得 gj,in 一 0 人 (4 一 1 2's 41); 
又 据 (3) 有 


Ri 寺 >， Biibivdav Dy, itrt 
IMCoei+t 二 1 


Bie 十 Bsa 
= iitti1 + di,itttt = 0。 
这 就 证 明了 KC6) 中 的 元 素 是 @G 之 这 样 一 些 矩 阵 , 即 在 主 对 角 线 上 方 的 第 
一 ; 第 二 ,…, 第 4 第 + + 1 个 附 对 角 线 中 的 数 全 为 零 。 因 而 由 归纳 法 证 朋 
了 Ks(G) = [Ks_1(6), 6] 一 1, 即 G 是 不 超过 =” 一 1 类 的 蛤 零 群 , 
下 面 论述 案 零 群 的 一 般 性 质 , 末 讨论 以 前 , 先 要 对 定义 1 及 定 
义 2 中 所 引进 的 天 KG) 与 Z(G) 间 的 关系 弄 清 楚 . 为 此 , 先 谈 
引 理 1 车 X,Y, Z 为 群 G 之 子 群 , 而 K4G 且 [Y，2， 
XICK 及 [2Z, X,Y ]GK, 则 必 有 [X,Y, ZK. 
证 明 ”由 维特 恒等式 (前 章 $10 定 坦 5), 有 
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一 1 


yx, y ls gg] : sly, 2 ls, x]e: x ils. x 
夏令 入 1: 置换 为 y, 就 有 
多 [xy sy 
于 是 由 [Y, Z, XJ]CK,[Z, X,Y]CK 及 KG 可 知 
2 人 [3 1 2 i, x]s EK RK zr!lz, x !, yl]x€ Kk, 
故 必 y[x，y，z]y 1€ kK, [x, yz2] Ey'Ky 一 天 , 即 

[ 蔷 , Y ,2Z ] 忆 KK。 证 完 ， 

引 理 2 若 递 降 串 及 一 Hi 忆 甩 宇 H; 忆 *… 中 每 Hi4G 县 对 
会 何 的 i 昼 有 [LICHos 工 为 G 之 于 群 。 那 末 对 任 ; 与 者 
有 LH,, KAL)ISEH,s. 

证 明 当 i=1 时 ， KtL) > 而 [LH;, KL)) 2 [H., 
工 ] 王 号 + 是 题 设 。 这 说 明 引 理 2 在 7 一 1 时 成 立 。 今 归 纳 地 假 
定 [H;:，K;-(L)]Hisj-1 对 任何 i 者 成 立 ， 于 是 由 于 [上 ,Hi， 
Kj-A(L)]= [LL, Hil, Ki-(L)] = [[H;, L], Ki L)IE!LH. 
Kj-(L)IEH;s; RR [Hi, KA(L), LI = [[H;, KA(L)], LE 
[Hitj;-ty 上 L] 己 His;， 而 利用 引 理 1 就 有 [K;_iL), LL, Hi:] CHir;, 
但 [Kj-t(ZL), 荆 ] 一 天:(L) (定理 1), 玖 [Hi, KAL)] 一 [K,(L)， 
8B;] 一 [KA(L), 工 ， Hj;] 全 Hi#ys 即 用 归纳 法 完全 证 明了 3 引 理 2. 

由 是 除 定 义 1, 2 及 定理 1 中 所 说 的 XAG) 与 ZXG) 间 关 系 
以 外 ,还 可 以 证 明 下 面 的 重要 关系 , 即 

定理 3 i) [Ki(G), Ki(G)]CKiiA(G); 因 之 当 G 为 "类 徊 
要 群 时 , 则 KKG) 为 交 的 的 当 1 > ”时 ， 

ii) [KC(G), ZAG)]EZ-(G), 但 在 7 < 时 令 Z(G) = 
1。 因 而 特有 [KAG), ZAG)] 一 1， 即 Ki(G) 之 每 元 与 ZG) 
之 每 元 两 两 可 交 扫 ， 

证 明 令 引 理 2 中 的 ~ (A(G),、L 一 6G, 利用 定理 1 即 得 
i) 之 证 明 . 

再 令 引 理 2 中 的 甩 实 瑟 之 …: 之 Hi 一 1 每 Hj;=Z1_:(G)， 
一 G, 于 是 [H;, LI]= 【2AG), GI]EZIA(G) mm Hin, 改 
据 引 理 2 知 对 任何 的 :, i 恒 有 [LH KAG)]SHisi, 特 令 t = 1 一 j 
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时 就 有 已 一刀- 一 ZKG) 及 Hui 一 Hiiri 一 Z;-K(G)， 故 
[Z(G), KAG)]S2Zj- 必 6G), 即 得 ii 之 证 明 ， 

当 群 G 有 有 限 多 个 生成 元 时 ,还 有 

定理 4 设 群 G = {x ,x1) 时 , 则 对 任 * 知 KiCG)/ 
天 KG) 为 由 形 如 [yl1，3jz，…， 捧 JmodKin( G) 之 元 所 生成 ， 但 每 
7 都 是 从 zt mt 由 加 出 的 即 和 y= 蘑 xi 且 明 i 夺 7 而 
3 Ys 有 可 能 。 

证 明 在 环 一 1 时 ，KKG)AK 人 KG) 一 GAIG，G] 为 由 形 如 
timod[ G，G1 之 元 所 生成 是 显然 的 ， 说 明定 理 4 在 多 = 1 时 确 成 
立 。 今 归 纳 地 假定 定理 4 在 一 1 时 成 立 ， 因 六 KG) 为 由 形 如 
C 一 [a 4k-1s 04] 之 元 所 生成 《ae G)， 这 里 的 每 C 一 
[La “3 CK-1] ， at] 中 之 Lai; ”> 2&-1] EKt-KG)， 故 据 当 纳 法 
的 假定 得 知 far-…, of] 一 wz rw 而 每 ;1 一 土 1, 每 wi 
为 形 如 [fy yx] 之 元 (每 yi 一 某 zx;), w€ KKG)， 于 是 ,每 
C 一 [dot ww qr], 再 利用 前 章 $10 的 (2) 式 得 知 每 C 一 
[wfiws ap， 和 ars wl ew ar] [utiwr wy or) 
(modKit(G)).。 然 路 一 妇 rP xm 引 一 十 1 ， 且 国 每 6 
Kim(G)， 故 反复 利用 第 一 章 $10 的 (2) 与 (3) 式 ， 得 知 关 于 模 
Kir( GG) 言 , 每 C 等 于 诸 换 位 元 [$， X75] 之 积 . 

但 [wi x = (Cur): [ay Cux) 1 一 (udx)Ta x](ur)-! 
[ss xj-[ay zx] 一 [Crx) 1，[as x Titi]: [us x] 3 [tt, xrJ(modKi+ 
(GG)), [ul, rx] = wr lel oo dlr, w]e [x, #]ulu, [x, 
uj]:w!ism[r, uu] = [dx] (modKin(G)), 同 理 有 【xw, *-!] 寺 
[4; rz] (modKin( G)), 总 之 有 [到 xz?] = Iw, xz ]2(mod 天 ki 
《G)). 因而 得 知 KG) 为 凡 形 如 [sy *] 及 [xs xy] 区 modKt+i 
(G)) 之 元 所 生成 ， 出 KAG)/Kin(G) 是 由 凡 形 为 [y1,*…*-…， Ya—ls 
yx] (modKir( CG)) 之 元 所 生成 . 证 完 . 

注意 定理 4 中 的 + 《〈 即 G 之 生成 元 之 个 数 ) 不 必 一 定 为 有 限 
数 , 即 当 ”为 匹 限时 ,定理 4 仍 成 立 (证 明 方法 完全 一 样 ), 故 据 定 
理 4 又 得 
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推论 站) 若 群 G— {M), 则 KG) 一 {fy > yi], Kin 
(G)|y: EM) 

ii 若 G = {a,5), 则 KAG) 一 [G,G] = {[a,b],KKG)); 
因而 KG)/ KG) 是 循环 群 

下 面 再 讨论 寡 零 群 的 一 些 基 本 人 性质， 我 们 知道 换 位 于 群 
K.(G) 二 1G,G] 为 G 之 完全 特征 子 群 ,而 中 心 ZG) 一 Z(G) 只 能 
为 G 之 特征 子 群 ,不 必 是 完全 特征 的 。 一般 地 讲 ,K,(G)<46 
(上 面 已 说 过 ), 今 又 可 断言 恒 有 ZAG)o 4G. 

事实 上 , 若 归 纳 地 假定 Zk(C) 马 <CG 后 , 当 we4CG) 时， 由 
[ZKG)，G]EZCG) 即 得 [ZKC) GEZCG) = Z(G)， 
即 [Zin(G》，G]SCZi(G)， 这 无 异 平 是 说 ZAHKG7] .Z(G 
ZAG)ICZ(G/ZA(G)) = ZrCG)/ZAG), 不 得 不 有 Zin(GY》 导 
Zin(G), 即 Zir(G)4 6G, 故 由 归纳 法 证 明了 每 ZG 46,， 

由 是 ,可 知 G 之 起 中 心 SCG)< 6G. 

帘 零 群 G 是 指 G 有 上 、\ 下 中 心 列 , 且 这 二 个 列 有 相等 的 长 ,再 
引进 中 心 烈 这 个 概念 于 下 . 

定义 3 设 导 有 一 个 下 可 列 

l= A 和 A A 人 A=6, (4) 

使 每 Aif AAs SC ZG/A) ( 即 与 之 等 从 的 是 [Ain, CJSE 41》 
就 叫 列 (4) 为 G 的 二 个 中 心 列 , 而 叫 * 为 列 (4 的 长 

当 G 有 中 心 列 C4) 时 , 则 因 Ki(G) = Go= 4,, KCG) 一 [G， 
G] 一 [4 Gj 对 4,-1, 故 归纳 地 假定 KG 一 [KK(G)，G]D)S 
4 后， 就 得 KG) 一 [KGC)，G]E[I4r G1]SEAsi， 
而 用 归纳 法 完全 证 明了 :对 任何 的 1 恒 有 Kj;(G)SSAsn-;. 于 是 , 取 
1 一 上 十 1 时 ， 就 有 天 SC) 一 1， 这 说 明了 G 为 类 不 超过 * 的 莓 
零 群 。 反 之 , 当 G 是 窒 零 群 时 ,其 上 (下 ) 中 心 列 自然 都 可 以 充当 G 
的 中 心 列 。 故 证 得 了 


和 


和 


特 诛 玫 之 各 取 商 训 部 是 你 的 ， 交换 群 之 子 群 及 商 群 都 
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交换 的 ， 寡 索 群 怎样 呢 ? 实际 上 ,也 有 下 面 的 
”定理 6 罕 零 群 的 子 群 与 商 群 也 都 是 宕 零 的 ， 而 且 它 们 的 类 


证 明 设 为 "半生 容 妊 ,因而 有 下 中 心 列 

G= KI(G)> K(G)>- -> K,(G) > Kn(G) = 1, 

{一 ) 设 五 为 G 之 子 群 . i 显 见 对 任何 ;入 
及 XH)SK;(G), 放 必 有 下 ,nH) 一 1, 即 据 定义 1 知 互 为 类 不 
超过 ”的 每 零 群 . 

(二 ) 设 和 NdG 而 作 商 群 G 一 G/N， 显 有 KK(G) 一 KKCG)AN， 
Ki(G) 一 [G/N，G/N] 一 KG) . N/N， 故 归纳 地 假定 
KA(G) 一 KA(G)，N/N 后 ， 又 得 Kin(G) 一 [KA(G), 6] 一 
[KA(G), G] .NAN 一 Kin(G).N/N; 于 是 也 必 有 K ,nlG) 二 1， 
说 明 GG 是 类 不 过 # 的 寡 零 群 ， 证 完 

交换 群 之 子 群 恒 为 正规 的 ， 可 是 窒 零 群 之 子 群 不 必 青 是 正规 
的 了 .例如 CG 是 由 主 对 衣 线 上 的 数 全 为 1 的 复数 域 P. 上 的 一 切 三 
级 上 三 第 矩阵 所 成 的 2 类 寡 零 群 (参看 例 1), 考虑 由 


1 1 1 
a=|0 1 1 
0 0 1 


生成 的 循环 子 群 日 二 {a), 于 是 映 的 元 为 且 仅 为 


1 k K+ 1 
2 
“lo 1 大 
0 0 1 
1 1 0: 
形 ( 靶 0); 用 G 之 元 -| 1 ;| io 
0 0 1 
1 一 1 11 《人 1 10 
ea | 1 -20 1 0 1 
\o 0 1/\0 0 0 


1 
0 0 1 
显然 不 为 五 的 元 , 即 五 不 是 C 的 正规 子 群 . 
虽然 寡 零 群 C 之子 群 瑟 不 见得 为 G 之 正规 子 群 ， 但 其 正规 化 
子 确 比 袁 大 , 妈 有 
定理 7 。” 需 零 群 的 真子 群 恒 小 于 其 正规 化 子 。 
事实 上 , 设 吕 < CC,G 为 宕 零 群 , 作 G 之 下 中 心 列 
G= Ki(G)> KA(G) >-.…> K,(G)> Kn(G) = 工 》 
于 是 由 KI(G) 一 C 裤 刀 及 五 KG) 一 1 得 知 必 有 一 自然 数 
1 委 上 魏 2) 使 
H> Kt(G) 及 HPKAG), 
因而 [KG), HIE[IK(G), 6G] = Kn(G)EH, 
由 是 不 难 证 明 KKG)SCNc(H), 因而 Ne(H) > 五 。 证 完 . 
由 定理 7 又 得 下 面 的 二 个 推论 ， 
推论 1 ”和 宪 零 群 的 每 个 极 大 子 群 是 正规 的 ; 故 其 指数 为 素数 


PE 


4 A 本 
一 | 。 


本 


事实 上 ， 若 刀 为 得 零 群 G 之 极 大 子 群 则 由 定理 7 得 五 去 
Ne 日 ) 忆 6, 故 据 五 之 极 大 性 不 得 不 有 Nec(B) 一 C, 即 HAG. 据 
妃 之 极 大 性 又 知 商 群 C/ 妞 除 单 位 群 外 再 无 真子 群 ， 故 G/H 为 素 
人 一 [GC， I 
中 的 一 项 

事实 上 ， 设 肪 为 窒 零 群 G 之 子 群 ， 作 G 之 下 中 心 列 G 一 
KG) > KA(G)> .> K(G)> Kn(G)— 1. 当 H=G 或 
五 一 1 时 ,结论 显然 , 故 只 需 考 虚 1 < H < G， 由 于 必 有 一 自然 
数 : (1 之: 之”) 使 

H> KG) 及 HEPKAG), 
所 定理 7 之 证 明知 KG)SNc(8) 一 下， 因而 同 理 又 得 [KK 


= T65 * 


(0G), HIEIKA(G), G1 = KA(G)IEH', BW KA( GIENe( HI)= 
六 ,继续 做 下 去 ,最 后 可 得 
G = KI(C)EH, = Ne(H,), 
式 中 互 == 印 过 本 所 人 和 和 Hi 和 BH 出 Hi; = Ne(Hi)) 
由 是 不 得 不 有 已 :一 G ,或 早已 有 某 H; 二 Ne(Hj) 二 G6 (<)， 
这 说 明了 有 数 7 使 
1 一 万 一 下 二 再 一 一 号 一 下 一 6 
中 每 BH; 一 Ne(Hi), 基 上 列 为 G 之 一 次 正规 群 烈 ， 证 完 , 
只 注 ”对 有 限 群 言 ， 定 理 7 及 其 推论 1 与 推论 2 的 逆 也 成 立 . 

下 节 再 讨论 . 

团 零 群 的 子 群 轻 必 为 次 正规 的 ， 那 末 固 零 群 的 正规 子 群 又 怎 
样 呢 ?我 们 说 究 堆 群 的 正规 子 群 必 含 有 中 心 元 , 即 

定理 8 等 夫 群 中 任 个 站 间 位 的 正规 子 登 与 愉 G 之 中 
心 的 交 也 太 于 1, 即 1 < NdG 时 ,就 有 N 站 ZK(G) < 1 

丝 这 定理 8 更 深刻 的 结果 是 下 面 的 

定理 9 设 1 一 ZKG) 一 ZKG) 一 Z09) 王 ZKG)<… -之 

ZG) TZ (6) 一 G 为 宕 零 群 6G 的 上 中 心 列 , 若 1<VdG， 随 
而 学 ~ 间 旬 束 雪 全 和 ZXG) 及 NCZmCG), 则 有 如 
N= NNZNG) > NNZ:G) > NNZFA CG) > 
> NNZ(G)> NNZA(G) 1 
的 -个 天 重复 项 的 正规 群 到 

证 明 wdGc>[c,NICEN, 又 NGEZNKG)>[G, NIS[Gc， 
ZiHG)JEZIGC) 故 [1G,NISENInZIG)。 

但 NEZAG)>N:ZAA(GICZAG)TN ZA GZ-AGOSE 
Z(G/Zj-A(G)) 一 ZAG)/Z;-X《G), 这 说 明了 16, NGZiKG)， 
故 1G, jcNnZzi-KG) 因而 再 与 上 面 一 段 的 结果 合并 就 得 到 

NNZ2AG) > NNZ,( 6G); 
青 利用 NZXAG) 就 有 
As 《5) 


ee a 各 es 人 
一 一 一 一 一 一 一 一 < cm ， 


NEZiHCG) 之 性 质 时 ,就 有 (5) 式 . 

然 wnZ(G)dG， 且 MTZKGJGZKCG)， 而 (5) 式 恰 又 说 
明 NN ZAG) 守 2ZjA(G), 故 把 NN ZAG) 看 作 上 看 的 NN, 就 又 能 
得 到 与 (5) 式 相 对 应 的 式 子 

NnZz(KG)>(VnZKG))nZiCG) 
> (NNZAGNDNZ)-:G), 
即 NNZAG) > NNZ2)-(6) > NNZ,-AG). 
再 考虑 入 站 2;-KGX AG), 仿 上 述 论证 ,又 可 得 
NNZ;A(G) > NNMNZ;-A(G) > NMN2,-A G). 
用 类 似 的 方法 一 直 继 续 到 N 门 Z(G) 一 1 为止 , 故 得 定理 9. 证 
TDC 

以 上 所 谈 , 都 是 从 一 个 已 知 的 罕 零 群 出 发 来 考虑 它 的 子 群 、 商 
群 的 性 质 。 现 在 反 过 来 , 设 有 一 群 G( 不 管 G 是 否 为 乱 零 的 , 也 不 
管 G 是 有 限 或 无 限 ), 我 们 来 讨论 G 中略 零 子 群 间 的 关系 ， 

首先 应 注意 的 是 : 设 N4G, 即 令 N 与 G/N 都 是 短 零 的 , 我 
们 也 不 能 保证 G 是 寡 零 的 ， 例 如 G 一 ,为 三 次 对 称 群 时 , (三 
次 交代 群 )<45，， 这 时 和 与 Sa/ 不 仅 都 是 窜 零 的 而 且 还 都 巧 笑 
环 的 ,但 g; 确 非 宪 零 群 ( 因 Z(S) 一 1). 

今 设 G 是 群 。 若 44dG,8d6,; 则 Dm ANMBdG 及 C= 
A4B<dG。 又 知 : 当 4,8 中 有 一 个 是 循环 ,或 交换 ,或 材 零 时 , 那 末 
也 显然 分 别 也 是 循环 , 或 交换 , 或 短 等 的 ， 然 而 C 怎样 哆 ? 显然 ， 
即 令 44 与 都 是 循环 的 ，C 也 不 见得 为 循环 的 ，pr 阶 初等 交换 群 
就 是 这 样 的 例子 ， 不 仅 不 见得 为 循环 的 ， 而 且 C 还 不 见得 是 交换 
的 ， 四 元 数 群 玉 一 (rz, y) 就 是 这 样 的 例子 《定义 关系 为 x** 一 1， 
x yy )， 因为 {x} kK, {y) 4K; 可 是 便 能 斯 言 C 是 短 
i 即 只 要 4, 8 都 是 千 零 的 就 行 了 。 即 有 
正规 子 群 . (文献 Da 

证 明 设 44G, B84G, 且 4 与 8B 都 是 窜 等 的 . 令 C== 4148B， 
显 有 C4G, 今 只 需 证 C 之 窒 零 性 ， 
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由 定义 ， 可 知 天 区 人) KC(AB) = {[c, cp cs]| ei € 
4B}, 故 ci ajbis di € A, bi€ B, 下 面 我 们 要 证 基 [ci cr 
cn] 等 于 形状 像 w 一 [zy oz vs] 的 一 些 换 位 元 的 乘积 (每 vi 
或 为 一 a€ 4 或 为 一 bE B). 

当 7 一 1 时, 结论 显然 正确 . 今 归 纳 地 假定 在 # 一 1 时 结论 
是 正确 的 . 十 是 利用 4, 8 之 正规 性 得 

fe ccn] 一 [fc com], anbs] 
= [wz ws anbn] 
mp [ip 
《前 章 $10 的 (3) 式 ) 
= [ww tes On) wloniwibn. oj absn] 
一 【az Ws B, ][ witw2: ta] 
《 式 中 1, 为 由 元 5, 所 诱导 的 4B 之 内 自 同 构 : 1 《148B)). 
再 利用 前 章 $10 的 《2) 式 ,又 知 
[tw tes ba] = iw1, ba] wwel wa ws bn] 
= [wr ,bn sw ws Bb ]. 
继续 做 下 去 ,最 后 可 将 [cu …-，c,-b cs。] 表 写 为 形状 像 [lw，e 妨 ] 
及 [zw， 5&4)] 的 一 些 换 位 元 的 筠 积 ,而 每 个 [w, aw] 或 每 个 fw, 5x ] 
这 时 都 是 [ob v2，…… ,vo-ty vn] 形 的 而 有 六 一 某 zac4 或 基 bE 
了 3， 故 据 归 纳 法 完全 证 明了 我 们 的 论断 . 

于 是 若 令 4, 8B 的 类 各 为 :、:, 则 上 述 的 论断 就 证 明了 这 样 一 
个 事实 ， 即 天-《4B)》 一 《[z zt tp， vi€ 4 或 B}。 但 
因 [py vy va] = [vs va] va [os ly; 而 
mo ，vVn-t 中 若 有 天 个 >E 4， 则 易 知 [zt , vn] € Ki(A4)， 
同 理 若 v1,-…,v,-! 中 有 名 个 vv€ B, 易 知 [v1y* ,v1] € Ka(B); 
然 由 于 KCA4) 44 及 4G 又 得 KiA)dG, 同 理 Ki(B)q 
G; 故 当 [ol vi] EKiA) 时 ,着 vs€B, 则 [vis Vly 
zj € KiCA4), 而 若 we 4 就 有 [mm vots vn] € Kt); 同 
理 当 [vs vo-1]€ KA(B) 时 ,也 知 [zi Vn—l13 va] E KiCB) 
或 KKB)。 总 之 ; 当 w，,"… ,vw-il 中 有 外 个 属于 4( 或 B) 时 , 则 
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[wy vot va] EKi(4) 或 Kin(Ad) (或 KiB) 或 Kirx 8))， 
因而 特 取 站 亚 5 十 :十 1 后 则 因 这 时 viy*…， vs-1， pa 中 至 少 
有 :十 1 个 属于 4 或 至 少 有 :十 1 个 属于 B, 玖 [vy***，vVs-1s 
vn] KA4) 或 Kix《KB), 至 少 必 有 一 出 现 ; 但 不 论 为 何 ， 由 于 
Kr A) -1 Kr B), 故 恒 有 [vr alo tn] 1. 这 说 
明了 昼 有 ,ym(4B) 一 1, 即 48 为 之 零 的 . 证 完 . 

从 证 明 的 过 程 还 知道 C = 48 的 类 不 超过 4 之 类 与 也 之 类 的 
和 。 故 由 妇 钠 法 又 得 

推论 1 群 G 中 有 限 和 个 过 要 正邦 于 本 倍 各 作为 几时 和 


推论 2 有限 多 个 寒 零 群 的 车 积 是 宕 零 的 . 

我 们 知道 当 G/M 与 G/N 均 为 军 零 时 ， 易 证 G/MN 为 里 
零 的 ,这 是 由 于 G/MN 二 (G/M )/(MN/M ) 的 绿 故 .但 G/M mmN 
怎样 呢 ? 据 前 章 $11 的 定理 9 因 有 G/M NNCG/M X G/N, 故 
知 /Md NN 也 是 知 零 的 ， 人 
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昌 注 推论 3 也 可 直接 证 明 于 下 。 G/M 之 害 零 性 说 明了 有 

,4(G) 刁 村 ， 同 理由 6/N 之 罕 堆 性 又 有 Ki(G)EN ( 即 设 G/M 

与 G/N 的 类 各 为 > 与 3)， 于 是 令 = 一 max(+， z) 时 就 有 Kat:(5)C 

MNN, 即 G/M NN 是 寡 堆 的， 同时 还 证 明了 G/M NWN 的 类 不 超过 

G/M 与 G/N 的 类 的 最 大 的 . 

关于 群 G 之 商 群 ,又 有 

定理 11“ 设 44G， 则 6/4 为 罕 委 的 这 村 条 件 是 有 一 自 和 
数 7 使 K,.{G)CEA. 

事实 上 , K,(G)C4 与 (614) = Ks(G)414 一 1 等 价 , 故 
Tv 

我 们 在 定义 2 中 由 上 中 心 人 刚 引 进 震 零 烙 之 意义 时 ， 曾 经 介绍 
过 超 中 心 这 个 概念。 就 是 说 , 当 G 为 筹 夫 时， 作 其 中 心 ZKG) ~ 

?169。 
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Z(G), 再 作 商 群 G/Zx 6) 之 中 心 Z(G/ZA(6)D=ZX GZ G)， 
复 作 G/Zs(G) 之 中 心 ZCG/Z2《G)) 一 ZAG)/ZXAG), 继续 这 方 
法 , 必 只 能 经 有 限 回 达到 商 群 G/Z.(G) 为 交换 的 , 即 有 一 自然 数 < 
使 Z(G) 二 G. 于 是 , 当 G 和 非 暴 零 时 , 则 上 述 逐 步 作 商 群 之 中 心 的 
和 手续 就 有 两 神 可 能 性 : 一 -为 可 能 延至 无 限 而 无 止境 , 一 为 可 能 有 
一 自然 数 < 使 G/ZAG) 之 中 心 Zeon《G)/Z《G) 为 单位 元 群 , 即 
Zin(G) 一 Z(G), 因而 当 上 之 c 时 恒 有 Zi(G) 一 ZAG)， 在 后 
者 的 情况 时 , 上 ZG) 为 G 之 超 中 心 , 表 为 8G) 这 在 介绍 定义 
2 以 前 就 已 谈 过 。 今 为 避免 前 者 的 情况 发 生 , 我 们 只 讨论 满足 极 
大 条 件 ( 对 子 群 言 ) 的 群 ,而 引进 下 面 的 

定义 4 设 G 是 (对 子 群 言 ?满足 极 大 条 件 的 群 . 于 是 作 它 的 


和 


和 


风量 中 心 雪 为 MG 

显然 , 超 中 心 SG) 一 G 的 充 要 条 件 是 G 为 客 零 的 , 故 当 C 非 
窜 零 时 , 超 中心 SCG) < G. 超 中 心 5(G)<d dG 早已 讲 过 ， 又 超 
中 心 SGc) ~ 1 的 充 桔 条件 是 G 无 中 心 . 

易 证 超 中 心 SCG) 恒 为 宪 零 的 : 事实 上 , 设 有 Z 人 G) 一 %G)， 
即 Z(G)<ZAG)==Zox( 6G)=-…， 于 是 KA5SCG))=[5(CG)， 
SCG)] ES[G，2ZA(G)] SG Z(G)， 而 一 般 常 有 Kn(5(G)) 一 
[KASCG)),，S(G)] GE [ZaG)，G]E Ze-(c)， 故 结果 有 
KSCG))SEZoG) 一 1， 不 得 不 有 Kn(SCG)) 一 1, 即 SCG) 
是 医 零 的 。 

又 由 超 中 心 之 意义 , 易 知 Z(G/5S(G)) 一 1， 反之 ;车 NG 
且 e ZCG/N) = 二 1， 则 从 [G, ZAG)] 一 1 因 已 知 Z(G):N/NC 
Z(G/N) 一 1, 故 Zx(G)， N= 二 N, 即 Zx((G)SEN; 于 是 再 归纳 
地 假定 ZK(G)ERN 后 ,又 从 [G，ZKC)1SZi-G) SEN 得 
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ZAG)-N/NCSCZCG/N) 二 1, 即 说 明了 ZAG)SN; 故 用 归纳 法 证 
明了 SC(G)==ZA《G)EN. 这 就 说 明了 超 中 心 SCG) 是 G 之 这 样 的 正 
规 子 群 , 即 以 之 为 模 的 6 的 商 群 无 中 心 的 最 小 正规 子 群 . 

但 在 Z(G/N) 二 1 = Z(G/M) 时 ， 若 令 也 一 MPnw， 则 
DAG 而 又 有 商 群 C/ 了 ,于 是 若 8DEZ(G/D)， 那 末 对 任 + € G 
”应 有 [g,z]eD= 一 MnNEM 及 EN, 故 8M 'xM= 二 xM ' gM， 
区 有 gM € Z(G/M ) 一 1， 不 得 不 gE M, 辣 理 有 g € N， 因 而 最 
后 可 知 gE MNN 一 也 ,8D 一 也 ,如 ZCG/D) 一 1， 这 说 明了 凡 
能 使 商 群 无 中 心 的 一 切 正 规 子 群 之 交 而 以 之 为 模 再 作 的 商 群 也 仍 
然 没 有 中 心 ， 

总 括 上 述 , 证 得 了 下 面 的 

定理 12 。 清 足 极 太 条 件 的 登 6 《等 史 有 限 何 6》 之 起 中 心 


和 


”关于 有 限 群 的 起 中 心 友 守 机 正规 子 群 疝 的 进一步 的 探索 留 在 
下 贡 内 再 谈 ， 本 节 到 此 结束 . 

问题 1 设 1 一 4 和 <4<d4< < 4 一 加 为 
罕 零 群 G 的 任 一 个 中 心 列 ， 若 G 之 子 群 H 忆 4;， 则 二 之 正规 化 
子 Ne( 昌 )4Ain 证 之 . 

问题 2 非 交 换 群 6 为 2 类 罕 零 群 的 充 要 条 件 是 G 一 [C， 
6G]EZ(6). 

问题 3 设 G/4 为 暴 零 群 , 日 4 上 2(G), 试 证 G 为 各 零 群 ， 
且 其 类 或 等 于 G/4 的 类 或 较 之 多 1. 

间 题 4 非 交 换 窜 零 群 的 中 心 决 不 能 为 这 群 的 直 因 于 . 

问题 5 令 I? = 1G) 表 G 之 内 自 同 构 群 ， 再 递归 地 定义 
1 中 为 1? 的 内 自 同 构 群 。 试 证 G 为 曙 零 的 充 要 条 忻 是 申 链 

I C， 7 ， 0 “ys I®), 着 全 

经 有 限 多 项 以 后 可 达到 单位 群 . 

问题 6 试 取 CC 一 6，,4 一 % ,了 一 人 12)) 为 例 来 说 明 群 
4 之 二 个 智 零 子 群 4, 5 中 只 有 一 为 正规 时 ， 积 4B 不 一 定 是 划 
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零 的 ， 

问题 7 设 G 对 子 群 言 满足 极 大 条 件 。 试 证 G 为 帘 零 的 充 要 
条 件 是 由 6 ~ H(<1) 恒 有 ZCH) < 1( 即 G 之 任何 非 单位 的 同 
态 像 恒 有 中 心 )， 

问题 8 设 G 为 霸 堆 群 ， 那 末 当 G ~ 厂 , 而 对 为 刀 之 极 小 正 
” 规 子 群 时 ,就 伍 有 MSZ(H); 又 背 1 < Nd6G, 也 恒 有 [N, 6G] < 
N, 

问题 9 ”直接 利用 下 中 心 列 的 意义 证 明定 理 10 的 推论 2《 有 
限 个 寡 零 群 之 直 积 为 老 执 的 ), 并 证 它 的 类 等 于 直 因 子 中 类 之 最 大 
者 . 


$ 5. 有限 寡 零 群 的 分 解 


前 节 泛 论 了 宪 零 数 的 一 些 基本 性 质 。 这 节 的 任务 是 解决 有 限 
宪 零 群 的 构造 , 即 证 明 有 限 宪 零 群 可 分 解 为 p 群 之 直 积 , 从 而 说 
明 pg- 群 在 有 限 群 研究 中 的 重要 性 .同时 也 应 对 有 限 回 零 群 的 特性 
给 以 羡 明 ， 

首先 问 : 怎样 一 些 非 交换 的 有 限 群 是 寺 零 的 吧 ? 前 节 已 说 过 
四 元 数 群 玉 二 {a, 8} 是 阶 8 二 23 的 非 交 换 蜂 零 群 《2 一 1， 
a2 一 上 ,ba 一 a3)、 实际 上 ,有 下 面 一 般 的 

定理 1 p- 群 必 为 军 夫 群 

证 明 设 o(G) 一 yp". 于 是 Z(G) > 1( 第 一 章 $7 定理 9), 因 
而 商 群 G/Z(G) 之 阶 拓 中 的 大 二 w; 然 z 一 1, 2 时 确保 证 了 C 
之 寡 零 性 《 因 这 时 G 已 为 交换 的 ), 故 归 纳 地 假定 阶 为 之 蜂 的 大 
指数 小 于 # 的 疡 群 为 宪 零 的 ， 于 是 G/Z(G) 是 笑 零 的 , 故 G 也 必 
为 寡 零 的 (前 节 问 题 3), 因而 由 妇 纳 法 证 明了 定理 1. 

产 阶 的 群 为 交换 的 , 故 作 p”" 阶 群 之 上 中 心 列 时 ， 其 长 最 多 
为 # 一 1, 而 得 


和 


姑 群 既 为 寡 零 的 ,于 是 像 这 样 一 些 群 的 直 积 当然 也 是 宏和 零 的 ， 
“172. 


今 问 其 逆 成 立 否 ? 也 就 是 问 有 跟 寡 零 群 能 写 为 p- 群 之 直 积 吗 ? 这 
是 一 个 肯定 的 答案 , 即 


和 


证 明 设 5 是 有 限 寡 夫 群 c 的 一 个 西 洛 #" 子 群 。 者 Sp 一 6， 
则 G 已 是 pg- 群 了 。 故 需 讨 论 的 是 Sr 和 G， 于 是 G 之 需 零 性 保证 
了 Ss < Ne(so) 一 于 (前 一 节 定 至 7). 但 由 引 的 定理 7 又 知 
NeA(BH) ~ H， 于 是 再 利用 前 节 定 理 7 就 得 号 一 G， 即 sq 
NelSp) 一 C。 这 就 是 说 ,对 o(G) 之 每 个 素 因 数 p, G6 只 有 唯一 个 
西 洛 太子 群 9 《当然 是 正规 的 )、 故 G 可 写 为 它 的 西 洛 子 群 之 直 
积 , 且 这 样 的 表 写 法 自然 是 唯一 的 ， 

据 这 定理 2, 可知 有 限 罕 鹤 群 的 研究 的 本 质问 题 还 是 要 研究 
p- 群 ， 这 又 显示 了 p- 群 之 重要 性 。 定理 2 是 这 节 的 主要 问题 , 利 
用 它 可 解决 有 限 群 为 究 零 的 许多 充 要 条 件 ， 例 如 前 节 的 定理 7 及 
它 的 推论 1 与 推论 2 之 道 对 有 限 群 言 也 都 是 成 立 的 。 即 有 

定理 3 ”有限 群 为 究 零 的 充 要 条 件 有 下 面 三 个 等 价 的 : 


(iD 和 全 于 玉 让， 

证 明 当 G 是 需 零 时 ,前 一 节 的 定理 7 及 其 推论 1 与 推论 2 已 
说 明了 条 件 (0); Gi), Gii) 的 必要 性 (这 时 还 用 不 上 G 之 有 限 性 )， 
故 只 需 证 条 件 Ci), (ii),( 过 ) 的 充分 性 。 当 然 , 下 面 只 考虑 otG) 为 
非 素 数 突 的 情况 . 

设 条 件 (i) 成 立 。 这 时 取 G 之 某 西 党 p- 子 群 5,， 由 于 Sp 之 G 
而 据 条 件 Qi) 得 ge 二 Net5p); 再 由 $1 的 定理 7 又 知 

Noel Nel Sp)) 人 Ne(l Ss), 

故 据 条 件 (i) 不 得 不 有 Nel5p) 一 G, 即 5 4G. 这 说 明了 对 olG) 
之 每 素 因数 p, G 恒 有 唯一 个 西 洛 六 子 群 , 即 G 为 笑 零 的 . 

设 条 件 《ii) 成 立 ， 这 时 ， 荷 若 Nol5p) < G， 则 令 妃 为 含 
Ne(Ssp) 的 G 之 一 个 极 大 子 群 , 即 Ne(sp)E 吾 < G, 且 玖 在 G 内 为 
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极 大 的 , 则 由 条 件 (ii) 得 态 4G, 即 Ne(H) 一 G; 但 另 方面 由 4$1 的 
定理 7 又 应 有 Ne(D) = 日 << G; 这 二 个 结论 显 相 了 矛盾 . 故 不 得 
不 有 Nal Sp) 一 C, 即 Soqc， 仍 说 明了 cG 之 寡 零 性 . 

设 条 件 (iii) 成 立 。 这 时 ， 荷 若 Nel5p) 二 G, 则 担 假设 条 件 
(iii) 得 知 如 

1 < NSp) <A REG 
的 G 之 次 正规 群 列 必 存 在 , 故 由 Ne(5;) 相 4 以 及 Na(55) 二 41 确 
知 NeCNe(5p)) > Nek5p), 但 由 $1 的 定理 7 又 保证 了 
No(Nel Sp)) 一 Nal Sy), 

这 二 个 结论 显 相 矛 盾 , 不 可 。 故 不 得 不 有 Ne(So) 一 G， 即 SoC， 
也 说 明了 G 之 罕 零 狂 . 

我 们 知道 交换 群 中 任 二 元 是 可 交换 的 ， 但 蹇 零 群 显 然 无 这 性 
质 , 但 有 
元 可 交换 

实际 上 ,还 可 将 条 件 削 弱 而 有 

定理 4° 和 不 同 素 


证 明 令 i 一 p8p" "pr 为 素 因数 分 解 . 

(一 ) 设 G 是 寡 零 的 . 令 x*，yE€G, olx) = pli(h; < ai), 
o(y) 一 pji(p; 所 Qj), 1 寺 j, 于 是 必 有 *€ Sp 7 Spjs 但 Sy 与 Sp, 
分 别 为 6 的 唯一 个 西 洛 p:- 子 群 与 西 洛 pj,- 子 群 , 故 从 直 积 $5,X Se， 
之 关系 确保 证 了 zy 一 yx 

《二 ) 设 G 中 凡 阶 等 于 不 同 索 数 徊 之 二 元 可 交换 ， 

这 时 ， 取 GG 的 某 西 洛 产子 群 ys 后 ， 则 因 G 之 西 洛 9- 子 群 5 
在 4 了 时 必 有 SsCZc(5p), 因而 当然 有 Ss 三 NelSp)， 这 是 说 对 
任 4 六 户 时 都 有 这 样 的 关系 ; 至 于 5,CCNAA(5p) 自明 。 改 不 得 不 有 
olG)}olGeSp)), RG Nel5p)s 或 5, 了 守 G， 因 而 6G 为 突 零 的 ， 

定理 4° 获 证 ， 

所 第 一 章 $4 的 问题 7 已 知 有 限 群 的 任何 元 素 可 写 为 阶 等 于 
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互 异 素数 寡 的 一 些 元 素 的 和 溢 积 ， 故 从 阶 等 于 互 异 素数 四 的 二 元 为 
可 交换 之 假定 能 很 容易 地 推 知 阶 互 素 的 二 元 必 可 交换 。 因 而 证 明 
了 定理 4? 后 ,定理 4 也 易 明 ， 

前 一 节 定理 7 的 推论 1 还 解决 了 这 样 一 个 问题 ， 即 任何 苦 零 
群 G 的 换 位 子 群 6 一 [G, G] 一 定 为 之 任 一 个 极 大 子 群 的 子 群 ， 
因 之 当然 是 G 之 所 有 极 大 子 群 之 交 的 子 群 . 弗 拉 梯 尼 《Frattini》 
首先 对 这 个 灾 给 予 重视 ， 因 此 习 锚 上 叫 这 样 的 交 为 G 之 弗 拉 梯 尼 
子 群 。 注 意 一 个 无 限 群 可 能 没有 极 大 子 群 , 故 一 般 界 说 下 面 的 

定义 “ 群 G 与 它 的 所 有 根 大 子 群 的 家 叫 仇 G 的 弗 拉 梯 尾 子 
群 , 恒 表 为 @CG)， 

于 是 ， 当 无 限 群 G 没 有 极 大 子 群 时 ,才能 产生 &G) 一 G 的 现 
象 ;对 于 有 限 群 G, 恒 有 8(G) 一 G， 

由 于 前 节 定 理 7 的 推论 1 中 两 个 附带 的 结果 很 重要 ,特地 写 为 

定理 5 设 群 G 为 军 堆 的 , 那 末 : 

(2) 0 这 根本 于 (外 字 在 ) 的 掉 玫 来 闻 : 
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G" 一 [G， cs 

今 问 定理 5 的 逆 定 理 怎 样 ? 关于 性 质 (i) 的 逆 已 不 是 寅 零 群 
了 ,而 是 超 可 解 群 ， 这 留 在 下 山里 去 讨论 。 现在 只 谈 体 质 (ii) 的 
遂 , 即 设 群 G 有 GG’ 一 [G, G]EBCG), 问 G 怎 样 ? 这 时 设 M 是 G 
的 任 一 个 极 大 子 群 ( 如 存在 )， 则 从 2(G)SM 及 假设 G' 和 4$(G) 
得 G'SCM, 因而 M46G, 于 是 当 G 为 有 限 阶 时 ,根据 定理 3 的 (ii) 
能 保证 G 是 容 零 的 。 夏 得 

定理 6 人 G' 一 


人 


a 


oc6). 
弗 拉 梯 尼 子 群 的 概念 对 于 寡 零 群 的 研究 既 已 显示 了 如 定理 6 
所 述 的 这 样 的 重要 性 , 故 不 得 不 引起 重视 ， 在 下 册 里 专门 再 讨论 
它 , 现 在 只 列举 群 G 之 弗 拉 梯 尼 子 群 8(G) 的 几 个 主要 性 质 , 以 备 
引用 .94G) 之 主要 性 质 是 下 面 的 
17S ， 


定理 7 (i) 对 任何 群 C, 伍 有 %G)< 46. 
不 论 4 为 嫩 G 之 任何 子 集 , 汪涵 全 人 对 于 和 


Er 
CE 


GC ~ @(G) 0 - 

(i) 当 0CG) 为 有 限 群 时 ,2(G) 必 时 符 夫 的 . 

证 明 (i) 若 C 无 极 大 了 群 , 则 BCG) 二 G、 如 G 有 极 大 了 于 
群 , 则 任 ck 4(G) 必 使 6G 之 极 大 子 群 M4 仍 变 为 G 之 极 大 子 群 MM”， 


故 从 8(G) 一 LR M 得 BG = NM"CEH(G),. 

Cii) 设 G 一 < x*€ BG); 苛 若 G 寺 {4}, 风 xeft 了， 
且 G 中 必 有 包含 4 之 极 大 子 群 昌 ({4}SH 二 G), 这 瑟 当 然 是 @ 
之 极 大 子 群 , 故 x+ 《BCG)SH, 因 之 6G 一 (x, 4}GH, 旺 与 五 拓 G 
相抵 ,于 是 只 能 是 G 一 {4}， 反之, 设 从 G 一 {x, 4) 和 恒 得 6G 一 
{4); 苟 若 x*EDCG), 则 G 至 少 有 一 和 级 大 子 群 M 使 xEM , 因 之 必 有 
M 过 {rx,M) mmG, 故 把 这 好 充当 4 时 , 虽 有 G 二 (x,，M}= {x， 
分 ， 但 确 无 @ 一 (4] 一 M ， 与 题 设 矛 盾 , 不 可 , 故 不 得 不 有 + 
$(G). 

Gi)》 设 5; 为 @8(G) 之 任 一 个 西 洛 p- 子 群 ,， 因 8(G)4 4G 
《(iD 已 证 ?)， 故 任 *<G 恒 致 rr St GCC)r 一 BCG), 说 明 
XiSp# 为 下 G) 之 西 洛 p- 了 于 群 , 于 是 有 a € 8B(G) 使 

Sp 一 a xr-!lSpr)a — (ra) Sp(xa), 
即 xa ENc(5o)，xz ENcl5o)， D(CG)， 不 得 不 有 吕 一 No(Sr) 
9(G), 故 据 (i) 得 G 一 Nel5s), 即 S<c, 故 当 然 有 So 本 DG)， 
因而 8(G) 为 宪 考 的 (定理 2)。 证 完 ， 

以 后 再 专门 来 讨论 弗 拉 梯 尼 子 群 ,本 节 到 此 结束 . 

问题 1 设 oCG) 一 php 名 -…… psr 为 素 因 数 分 解 。， 试 证 G 为 
军 零 的 充 要 条 件 是 G 有 指数 为 pg = 1,2,-…,#) 的 正规 子 群 . 

问题 2 ” 有限 群 G 为 容 堆 的 充 要 条 件 是 :， 当 o46) 一 mr 县 
(my 7) 一] 了 时 ,6G 必 有 阶 区 的 正规 子 群 ， 
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问题 3 对 于 有 限 赛 零 群 C 之 阶 o(G) 的 每 个 因数 4，@ 恒 有 
阶 的 子 群 ， 再 以 三 次 对 称 群 5 为 例 , 说 明 其 逆 定 理 不 成 立 。 
问题 4 ”有 限 群 G 为 宕 零 的 充 要 条 件 是 : ”只 要 clo(C) 县 


(7, 。) 一 【时 ， 那 未 6 中 具 性 质 * 一 1 之 元 z 的 集合 是 阶 


的 子 群 ;因而 也 是 唯一 的 ， 

问题 5 ” 阶 不 含 素 因数 之 平方 的 圭 零 群 是 循环 群 . 

问题 6 ”假定 对 o(G) 之 每 个 素 因 数 p, G 恒 有 一 合成 群 列 其 
中 有 一 项 为 西 洛 六 子 群 , 试 证 C 为 寡 零 群 . 

河 题 7 有限 群 C 为 笑 零 的 充 要 条 件 是 : 只 要 plo(H) 及 
G ~ 及 时 (p 为 素数 ), 妃 就 有 -一 个 异 于 1 的 正规 p- 子 群 . 

问题 8 有 限 群 G 为 窟 零 的 充 要 条 件 是 ; 当 G 中 元 * 与 ?的 
阶 为 之 车 时 (z 为 索 数 ), 则 {x,y}) 为 宪 零 的 。 由 是 有 限 群 G 为 
知 零 的 充 要 条 件 是 由 任 二 元 x, y 生成 的 {x*, y) 是 宕 零 的 . 


$6 可 解 群 


我 们 知道 宗 零 群 的 概念 是 交换 群 的 推广 ， 所谓 @G 为 汽 零 的 是 
说 有 一 自然 数 # 使 得 

G—K(G)> KA(G)> .> KG6)> KntG) = 1. 
显然 ; 换 位 地 群 6G ~ [【G, G] 一 KXAG); 如 令 G” 一 [GG'], 又 
有 G” CLKXG)，G] 一 KKXG); 故 若 递归 地 定义 Ge+b 一 [GO， 
GD] 为 6 中 之 换 位 子 群 ,并 归纳 地 假定 已 证 明了 6 中 CK;n(G), 则 
有 GS? 了 =[G0H,， GD]SCLKi4A(G),，G] 一 天 CCG)。， 故 完全 证 明 
了 : 对 任 自 然 数 上 恒 有 GCKinCG), 因而 GEKA(G) 一 1， 
不 得 不 有 GCt 一 1 或 许 早已 有 Go 一 10 < 2 )。 这 是 说 ， 若 C 

为 4 类 和 大群 , 则 有 一 自然 数 此 委 ”) 使 

Ge GV >G>0>- > OD >GL ee 1, (1) 
式 中 GT? 二 [G3, GO] 因 列 (1) 中 每 项 为 它 紧 前 一 项 的 换 位 
子 群 ， 故 叫 列 〈1) 为 6G 之 换 位 群 列 。 并 将 G 中 称 为 6G 之 第 次 措 
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位 子 群 ， 于 是 G 之 第 { 次 换 位 子 群 就 是 G 的 换 位 子 群 C 一 TGC， 
G]. 

总 之 , 宕 零 群 必 有 换 位 群 列 ， 反 之 ,有 换 位 群 烈 的 群 不 一 定 为 
党 零 群 :例如 G 一 6 为 三 次 对 称 群 时 , 易 证 G' 一 中 为 三 次 交代 群 ， 
因而 是 交换 的 , 故 有 G" 一 1, 说 明了 G 一 5 为 有 换 位 群 列 的 群 ; 
可 是 G 一 6, 又 的 确 不 是 寡 零 的 , 因 它 的 中 心 为 1， 于 是 ， 有 换 位 
群 列 的 群 之 范围 较 蹇 零 群 之 范围 广 得 多 , 叫 这 类 的 群 为 可 解 咯 ， 

可 解 群 的 概念 来 源 于 方程 之 根 号 可 解 性 ,这 在 佑 罗 瓦 《Galois》 
方程 论 中 是 很 重要 的 , 故 特地 写 为 下 面 的 

定义 1 ” 若 群 G 有 如 (1) 式 的 换 位 群 列 ， 就 叫 C 为 有 步 可 解 
登 (或 4《 步 亚 交 热合 ). 

于 是 ,可 解 群 的 步 为 1 的 充 要 条 件 是 它 为 交换 群 。 又 窄 零 群 
是 可 解 的 ,但 反之 则 不 尽 然 ， 在 这 里 应 提请 注意 的 一 点 是 , 当 我 们 
从 群 G 开 始 , 逐次 地 作 第 1 次、 第 2 次、…、 第 i 次 换 位 子 群 时 ,可 
能 会 出 现 某 ; 使 Gd-b > CG 中 一 G14 的 现象 ,这 时 容易 验证 : 当 
i > f 时 , 恒 有 GD a Gi 

我 们 知道 等 零 群 不 仅 是 可 解 的 ， 而 且 其 类 + 与 其 步 间 的 关 
系 是 记忆 1， 然 《 与 + 之 关系 尚 有 更 精细 的 结果 , 即 

定理 1 = 类 宁 零 群 G 为 步 可 解 群 时 的 = 与 4 之 关系 是 


证 明 首先 解决 Cecxz(G) 事实 上 i 一 1 时 成 立 ， 因 
G' 一 [G,G] 一 Ki:(G). 今 假定 已 证 得 了 GEKCGJ)， 于 是 就 
育 
GHD 一 [6GP GETIKAC) KGCIEKHKG) 
一 KxzCG)， 
故 由 归纳 法 可 知 GCKy(G) 对 任 i 都 成 立 ， 
今 设 :为 不 等 式 27 之 2 十 1 的 最 小 正 整 数 解 ， 即 2 守 n 十 
1 > 2 则 因 GCKy(G)S Kn(G) 二 1, 故 不 得 不 有 Go 一 1， 
之 (GG 之 步 )， 证 完 . 
再 回忆 换 位 群 询 C1)。 因 Gd 46 中 , 故 启 传递 律 知 每 


-7B* 


GOdd46G, 于 是 (1) 当然 是 G 之 次 正规 群 列 ， 也 是 6G 的 正规 群 
列 ， 且 每 商 因子 G3/G" TD 为 交换 群 ， 这 说 明了 可 解 群 必 有 一 次 
正规 群 列 (或 必 有 一 正规 群 列 ) 使 列 中 每 商 因 子 为 交换 群 ( 换 位 群 
列 已 充当 了 这 样 的 列 )。， 今 反问 : 凡 具 有 使 每 商 因 子 为 交换 群 的 
次 正规 群 列 或 正规 群 列 的 群 一定 是 可 解 群 吗 ? 答案 是 肯定 的 , 实 
际 上 有 

让 国人 Sl 个 性质 是 等 价 的 : 


人 
相生 和 生生 
和 


和 


证 明 “全 (ii 自明， 因 换 位 群 列 即 可 充当 Gi) 中 的 正规 群 
列 。 又 〈 这 一 (证 》 也 显然 ， 因 为 《ii 中 的 正规 群 列 可 充当 《证 ) 中 
的 次 正规 群 列 。 故 需 证 的 是 《ii) 呈 (iD: 事实 上 , 设 

CC mm CD CID>G CD Co 一】 
为 @ 的 次 正规 群 列 且 每 商 因 子 Gi/Gitt 是 交换 的 ， 于 是 , 从 G/Gi 
之 交换 性 可 知 G 一 [G, G]SGi, 再 归纳 地 假定 G4 三 G, 后 再 利 
用 Gi/Gini 之 交换 性 ,得 

GY oo [G0 GOIELG,, Gi} 一 GE Gi 
故 由 归纳 法 证 明了 GCGk 对 任何 自然 数 万 常 成 立 ， 不 得 不 有 
Go) 一 1 或 许 早 已 有 了 GY 一 1(m < 2)， 即 说 明了 G 有 换 位 群 
列 , 故 (ii) 一 (证 完 ， 

这 定理 2 也 说 明了 G 为 可 解 的 充 要 条 件 是 定理 2 中 的 《ii) 或 
《ii) 成立 ， re Oe 
群 列 或 可 解 正 规 群 列 , 即 下 面 的 

定义 2 站 重合 定 寺 2 中 条 件 《ii) 与 《ii) 的 列 分 别 册 做 群 


间 


站 
Po EE 


rd 


寺中 


关于 可 解 群 之 子 群 与 商 群 ,又 有 
定理 4 ”可 解 群 之 子 群 与 商 群 都 是 可 解 的 ， 且 它们 的 步 都 不 


和 


证 明 设 互 是 * 步 可 解 群 G 的 一 个 子 群 。 于 是 从 呈 EG 得 

到 一 [ 瑟 ,万 JETG:,C] 一 CG, 再 归纳 地 假定 BEGGW 后 又 可 知 
HOUTD 一 [Be ， BOD1EEGG)， G1] Pe G+D, 

故 由 归纳 法 证 明了 号 SG 对 任何 自然 数 起 成 立 ， 于 是 HG 
Gm 一 1, 而 不 得 不 有 五 拉 一 1， 说 明了 五 是 可 解 群 ， 且 其 步 至 高 
为 =- 

再 令 NdCc， 考虑 商 群 CE 一 C/N， 因 为 愉 一 CG .NAN， 且 
据 归纳 法 易 证 Gm 一 GON/N, 故 Gom = GWN/N 一 1， 即 证 明 
了 G/N 至 多 是 了 步 可 解 的 。 证 完 。 

定理 4 是 说 当 G 可 解 时 , 若 NdG, 则 NN 与 G/N 皆 为 可 解 的 . 
反之 ,其 逆 也 成 立 , 即 有 

定理 5 设 NdG。 若 NN 与 G/N 都 是 可 解 群 , 则 G 也 是 可 解 


有 


站 


“证明 令 EG = G/N, G I 之 力 各 与 *。 于 是 ，1 一 
GI 一 GIN/N 说 明了 GNECN, 故 GHICND 一 1， 即 GT) 一 
1， 证 完 . 

由 这 定理 5 又 得 

推论 1 设 群 6 之 两 个 可 解 子 群 4 8 中 有 一 个 是 正规 的 ， 
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事实 上 ， 如 A446G, 则 因 C/4 = a 下 B/4 由 B 之 可 
解 性 (定理 4) 保证 了 C/4 可 解 , 因 而 由 定理 5 知 C 可 解 。 证 完 . 

于 是 又 有 

推论 2 ”有 限 多 个 可 解 群 之 直 积 是 可 和 解 群 . 


附注 这 里 有 几 点 要 说 明 一 下 . (一 ) 定理 5 中 G 之 步 有 可 能 
等 于 为 与 G/N 之 步 的 和 ， 例 如 三 次 对 称 群 各: 是 2 步 可 解 群 , 三 次 
交代 群 2 与 S,/ 纪 都 是 一 步 的 ( 即 皆 为 交换 群 )。 二) 推论 1 与 
§4 的 问题 6 一 比较 ,也 说 明了 可 解 群 与 军 堆 群 之 差 宣 . (三) 推论 2 
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辕 可 由 推论 ! 诱 得 ,但 我 们 可 用 前 章 $11 的 定理 7 直接 证 明 这 推论 

2, 并 还 知道 直 积 的 步 等 于 直 因 子 步 中 最 高 者 . 

关于 究 零 性 有 §4 的 定理 10 之 推论 3, 对 于 可 解 性 也 有 类 似 的 
结果 , 即 

定理 6 若 G/M 与 G/N 都 是 可 解 群 时 ， 那 末 G/MN 与 
G/M NN 也 者 是 可 解 的 . 

证 明 由 G/MN 之 (G/N)/CMN/N) 而 据 定理 4 可 知 
G/MN 是 可 解 的 . 又 MN/M 之 N/M nN 与 MN/M CG/M 保 
证 了 N/M NN 的 可 解 性 ( 因 G/M 可 解 ), 故 从 

G/N ~ (G/M NN)/AN/M NN) 
而 据 定理 5 又 知 G/M NN 是 可 解 群 . 证 完 . 

已 知 宕 零 群 有 中 心 , 而 可 解 群 不 一 定 有 中 心 , 例 如 三 次 对 称 群 
就 没有 中 心 。 当 然 , 中心 是 交换 正规 子 群 ,可 解 群 一 般 虽 无 中 心 ， 
但 有 

定理 7 ”可 解 群 必 有 异 于 1 的 交换 正规 子 群 . 


例如 G 为 * 步 可 解 群 时 ， 则 C” ”就 是 G 中 异 于 工 的 交换 正 
规 子 群 。 


罕 零 群 的 每 真子 群 必 小 于 其 正规 化 子 , 因 而 极 大 子 群 是 正规 和 的。 可 和 解 群 
则 无 这 性 质 , 例 如 三 次 对 称 群 名, 为 可 解 的 , 但 其 二 阶 子 群 {(12)} 的 正规 化 
子 仍 为 1(12)}。 虽 不 敢 说 可 解 群 之 极 大 了 于 群 是 正规 的 ， 但 有 限 可 解 群 之 极 
大 子 群 具有 几乎 正规 之 特性 。 先 从 定义 开始 . 

定义 3 ， 设 4 是 群 G 之 一 子 群 如果 G 有 两 个 正规 于 群 N 与 N, 使 

(i) G= AN 及 (ii) ANN=N, 

成 立 ,就 叫 4 在 G 内 是 几乎 正规 的 (或 叫 4 为 6 之 凡 乎 正规 子 群 ). 

显然 ;正规 子 群 一 定 是 几乎 正规 的 ,例如 当 4<4G 时 ,在 定义 3 中 取 NN= 
Gs Ni = 4 就行 了 。 但 反之 ;几乎 正规 不 一 定 是 正规 的 ;例如 全 三 ,时 二 阶 
子 群 {(12)} 确 是 G 之 几乎 正规 于 群 、 因 为 取 N = 所 ,及 NN, 二 1, 显 见 定 义 
3 中 《i) (ii) 两 条 成 立 ? 可 是 {(12)} 不 为 6 二 与, 之 正规 于 群 . 

又 定义 3 中 N= N, 的 充 要 条 件 是 4 二 GC、 事实 上 ;从 N= 入 得 N= 
N= ANN, NCA, 收 A= AN= CG; 反之 :从 4 一 如 又 知 A=&= AN, 
NECA, 故 A4NN= 二 NN,BRN,=N, 
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我 们 知道 有 限 群 6 为 夫 零 的 充 要 条 件 是 。 当 4 与 8 是 C 中 任 二 个 相 令 
的 于 群 ( 即 如 4 <C < B 的 子 群 c 不 存在 ), 则 4 在 B 内 是 正规 的 。 素 实 上 ， 
由 于 4 为 B 之 极 大 子 尽 , 故 从 B 之 协 零 性 (6 为 宕 霍 时 ) 得 4<18; 反之 , 着 所 
云 条 件 戌 立 ， 则 G 之 每 极 大 子 群 叉 应 有 N<1c, 即 G 为 篇 零 的 。 对 有 限 群 为 
可 解 的 ,只 需 将 正规 改 为 几乎 正规 ,也 有 类 似 的 结论 , 即 有 

定理 s 有 限 群 c 为 可 解 隐 林 蚂 条 人 是: 当 4 与 9 是 中 任 二 个 相 


“证 明 先 设 G 是 可 解 的 ， ee 
正规 于 烙 ( 例 如 单位 元 群 ), 故 由 8 之 有 限 性 得 知 4 含 有 8 的 一 个 极 大 正规 地 
群 N.s 即 如 NN, 守 4 及 1 全 N1<IJB 的 之 极 大 正规 子 群 N, 至 少 有 一 个 (N, < 
B)。 但 了 B= B/N, 为 可 解 的 ， 故 一 B/N， 有 异 于 1 之 交换 正规 子 群 六 一 
N/N, (定理 7); 于 是 N, <N<JB; 再 耻 N 在 B 内 的 极 大 正规 性 就 不 得 不 有 
NA4, 故 日 之 子 群 4N>4, 于 是 从 4, 8 之 相 邻 性 得 B 一 AN， 另 方面 ,;N 丰 
有 二 >N>ANNDDN:; 但 交 王 ww 之 交换 性 保证 了 [ww，]SEmw， 故 
4 nN <IN (前 章 $10 定理 2)， 因 之 由 4mnRNSL 得 短 4nN<ALN = 8, 说 
明了 4 包含 8 之 一 个 正规 子 群 4nN, 且 4NnN2N,， 所 以 再 据 N, 是 这 样 的 
一 些 正规 子 群 (3 的 ) 中 之 极 大 的 假设 就 不 得 不 有 4NN = Ni. 这 已 经 证 明了 
有 4 在 内 的 几乎 正规 姓 。 必 要 条 件 获 讶 ， 

再 假定 定理 8 中 的 条 件 成 立 , 来 证 明 G 是 可 解 群 ， 事实 上 ，G 之 有 限 性 
说 明 G 有 合成 群 列 

GCG=G>G> PGP > Ga = |, 
即 G1_1/Gi 是 单 群 ， 苟 车 Gt_VG 非 交 换 ; 则 Gi-w/G 不 为 素数 阶 的 循环 焙 ， 
故 如 1L<GiofGi<Gi_7G: 之 子 群 Ginf/9; 必 存 在 ,于 是 从 Gi_ifGi 之 有 限 性 可 
令 Giof/Gi 为 Gi_1/Gi 之 极 大 子 群 , 即 Ci 与 Gj_ 为 恕 中 二 个 相 邻 的 子 群 ， 因 
而 由 题 设 知 Ge 在 Gi_, 内 是 几乎 正规 的 , 即 有 RN<Ici… 与 Nicci-: 使 得 
Gi 二 Gio*N 及 GiofiN 一 Ns, 
由 是 就 有 
Gi_t/Gi = GiofG1* NGi/G; RK Gof CiNNG/G = NGi/Gs; 
以 这 二 个 等 式 再 利用 Gin/ Gi<Gi_s/Gi， 马上 又 得 知 NiGi/G; <NGi/G4， 但 
NGi/Gi 与 NG;i/G; 都 是 Gi;_1/C; 的 正规 子 群 ， 故 由 Gi_1/Gi 之 单纯 性 就 
应 有 
NGHHGI = Gis/Gi 及 NGi1G = 1, 
因而 工 = NiCiyc = Giof GINNGI/Gi = CoGinc el 一 CeGis 这 里 执 
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本社 以 


与 Giof/6:>1 矛盾. 
故 Gi_1/G; 必 为 交换 的 , 即 


全 一 CoCo CC = 


为 G 之 可 解 次 正规 群 列 ,故人 可 解 . 
定理 8 完全 获 证 . 
由 这 定理 3, 即 得 下 面 的 
推 沦 、 有 限 可 角 习 之 极 大 于 天 是 几乎 正规 于 居 
既然 可 解 群 之 真子 群 的 正规 化 子 有 为 该 真子 群 自 身 的 可 能 ， 
所 以 不 能 说 可 解 群 的 每 于 群 必 出 现在 原 群 的 一 次 正规 群 列 内 ， 但 
可 解 群 的 正规 子 群 又 怎样 呢 ? 我 们 说 可 解 群 的 正规 子 群 不 仅 当 然 
要 出 现在 一 正规 群 列 内 ,而 且 实际 上 尚 有 下 面 更 精细 的 结果 , 即 
定理 9 可 角 玫 每 正规 子 避 必 为 一 个 可 解 正规 嫩 列 的 一 
项 ， 
证 明 设 G@ 是 可 解 群 且 NOG.， 于 是 列 
G>N>!] (2) 
显 为 @ 之 正规 群 列 ，C 之 可 解 性 又 保证 G 至 少 有 一 个 可 解 正规 群 
列 , 如 
G= G0> Gt>G> > Gm> GK 一 1， C3) 
即 每 CQG 一 Go 且 Gi Gin 基 交 换 的 . 
据 前 章 $14 的 定理 9, 则 知 (2) 与 (3) 有 等 价 的 加 细 , 分 别 令 
GO 《147 
二 
G= G0>>0>>0> G1>6s> .…. 
So SO (5) 
因为 GayGH 一 12,……, 41) 为 交换 群 Gj/Giri 之 子 群 ， 
故 也 必 交 换 , 于 是 再 从 
GMAGiS(GmnAGHDAGaHAGiaD 
又 得 知 Ga/Gixr 为 交换 的 , 即 (5) 是 GG 之 一 个 可 解 正规 群 列 ， 因 
之 由 《4), (5) 之 等 价 性 则 知 (4 为 @ 的 可 解 正规 群 列 。 证 完 。 
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9 多 证 朋 力 法 又 得 知 下 面 的 


Dc 


a 
定理 10 ”有 限 群 G 为 可 解 群 的 充 要 条 件 是 C/8(G) 为 可 解 群 。 


和 


事实 上 ,c 之 可 解 性 保证 了 G/B(G) 之 可 解 性 ， 反之 ， 由 G/e(c) 之 可 
解 性 以 及 SC(c) 之 圭 零 性 , 据 定 理 5 又 得 G 之 可 解 狂 .证 完 ， 

本 节 泛 论 了 一 下 可 解 群 的 很 基本 的 一 些 性 质 ， 目 的 为 下 节 讨 
论 有 限 可 解 群 之 分 解 时 的 引用 。 至 于 可 解 群 之 性 质 的 更 深入 的 探 
索 , 留 在 下 册 内 再 谈 。 本 节 到 此 结 来 . 

问题 1 ”计算 四 次 对 称 群 5 的 换 位 群 列 ,而 直接 证 明 64 之 
可 解 性 ， 

问题 2 域 P 上 = 级 满 秩 上 三 角 和 矩阵 之 集合 是 一 个 不 超过 a 
步 的 可 解 群 . 

问题 3 ” 非 交 换 可 解 群 G 的 换 位 子 群 G' 不 能 为 C 的 直 因子 ， 

问题 4 ” 设 群 G 满 足 极 大 条 件 。 试 证 G 为 可 解 的 充 要 条 件 是 
G 之 任何 非 单 位 的 司 态 像 值 有 异 于 1 的 交换 正规 子 群 . 


$7. 有 限 可 解 群 的 分 解 


这 节 的 任务 是 研究 有 限 可 解 群 的 构造 ， 即 讨论 它 可 表 写 为 怎 
样 形状 的 寻 群 的 积 以 及 这 样 表示 的 唯一 性 之 意义 ,从 而 再 一 次 说 
明 pp 群 在 有 限 群 中 的 重要 性 。 这 节 也 是 本 章 的 主要 问题 ， 

当然 ， 为 解决 有 限 可 解 群 得 分 解 为 p- 群 之 积 以 及 分 解 的 唯 
一 性 ,还 必须 讨论 有 限 可 解 群 的 进一步 的 性 质 ,以 便于 讨论 分 解 时 
有 所 依据 . 

设 G 是 一 个 有 限 可 解 群 。 于 是 G 之 可 解 性 保证 了 有 如 

C 一 Co>G>GC> >>GGnm1 
之 可 解 次 正规 群 列 ,因而 G;-1/ Gi 是 交换 的 (i 一 12 92) 又 
Gi-VGi 之 有 限 性 保证 了 它 有 合成 群 列 
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- 划 \E - 避 


Gi-VG; 一 Gi-in/ Gi > Gf/ Gi > G2/ Gi > 
> Gi Ri/ Gi = 1， 
当然 Cj-ui/G; 也 是 交换 群 ， 由 是 , 则 知 下 面 的 列 
G 一 Co>> Ga> > Grn(=G0 > 
> GG) > Go ol。 
> Galikn (=G,.)= 1 
为 G 的 一 个 合成 群 列 , 且 人 列 中 每 商 因 于 
Gi Gv (Gini/ GD/ Gi nn/ 67)) 
是 交换 群 ( 有 限 阶 的 ), 因而 为 交换 单 群 , 故 不 得 不 为 素数 阶 的 循环 
群 . 
反之 ， 凡 有 使 合成 商 因 子 为 交换 单 群 《因而 为 素数 阶 的 循环 
群 ) 的 合成 群 列 之 群 据 前 节 定 理 3 ns 
故 总 括 起 来 ,就 有 
定理 1 “有限 群 G 为 可 解 的 充 要 条 件 是 它 的 合成 高 因 于 外 为 
素数 阶 的 循环 群 . 
推论 1 “及 有 合成 避 列 的 可 解 玫 必 为 有 限 玫 
推论 2 有限 可 钨 玫 的 任 二 个 可 解 次 让 却 嫩 列 一定 能 加 细 成 
一 个 可 种 合 成 玉 列 
上 面 是 从 合成 群 列 的 角度 来 考虑 的 , 若 从 主 群 列 来 考 霹 ,又 有 
下 面 的 


和 


入 


”证明 先 设 有 限 群 是 可 解 群 ， 于是 ，G 有 可 解 正规 车 列 
G—=G>G>G>>G > OG. 1, (C1) 
即 每 Gi:4G 且 Gi-yG, 是 交换 群 。 G 之 有 限 性 保证 了 CG 有 主 群 
列 , 故 操 第 一 章 $14 的 定理 10 知 (1) 可 加 细 到 G 之 主 群 列 , 如 
G 一 如 GD >G'…'H>KZ 
沁 Ci> > Go 一 1. 
因而 BR/K 是 交 < 的 群 (前 节 定 理 9 的 推论 ). 但 H/K 又 必 为 互相 同 
构 的 若干 个 单 群 之 直 积 (前 章 $14 的 定理 11)， 于 是 由 其 交换 性 得 
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身 ! H/K 应 为 若 和 于 个 同一 素数 阶 的 循环 群 之 直 积 , 即 吾 / 为 初等 
交换 p- 群 , 随 而 oCH/K) 为 素数 的 展 。 证 明了 条 件 的 必要 性 - 

反之 ,再 假定 有 限 群 @ 之 主 群 列 

GCG= Bo>B>..……> Bi> Bn 1 (2) 

的 每 商 因 子 8B;-1/8,; 之 阶 为 素数 军 .。 于 是 由 于 B;-1/B; 为 互相 同 
构 的 单 群 之 直 积 ,就 知道 每 单 群 之 阶 只 能 是 素数 宕 ,这 种 可 能 性 只 
有 在 阶 为 素数 时 , 即 每 单 直 因子 为 素数 阶 的 循环 群 , 因 之 B;-1/B; 
为 交换 的 《 实 为 初等 交换 的 ), 说 明了 列 (2) 是 G 的 一 个 可 解 正 规 
群 列 , 故 G 是 可 解 群 ,证 明了 条 件 的 充分 性 。 

定理 2 完全 获 证 。 

如 注意 证 明定 理 2 之 条 件 充 分 性 的 过 程 ， 人 
G 之 主 群 列 的 存在 性 , 故 实际 上 有 

推论 1 凡 有 让 群 列 县 主 群 列 之 每 商 因 和 为 素数 窄 阶 的 悦 一 
定 是 有 限 可 解 群 . 

我 们 知道 群 C 之 主 群 列 中 倒数 第 二 项 是 G 之 一 个 极 小 正规 子 
群 , 且 反之 当 G 有 主 群 列 时 , 则 其 枉 一 个 极 小 正规 子 群 又 必 为 G 之 
某 主 群 列 的 倒数 第 二 项 , 故 由 定理 2 又 得 

推论 2 有 限 可 解 群 的 极 小 王 规 陡 嫩 为 彻 等 家 的 p- 群 ,因而 


推论 3 和 有 当 玫 字 李 小 下 站 半 于 加 凶 习 与 为 和 等 诡 于 
三 者 是 等 价 的 . 

事实 上 , 若 有 限 群 G 之 极 小 正规 子 群 对 为 可 解 群 , 则 因 这 时 M 
必 为 特征 单 群 ( 第 一 章 $11 的 定理 13) 故 气 M 之 可 解 性 应 有 M 一 
IM,，M] 二 M 而 再 从 对 ' 人 <dM 就 不 得 不 有 M' 一 1, 这 说 明了 
对 是 交换 的 ,于 是 据 前 章 $11 定理 t2 之 推论 2 即 知 M 为 初等 交换 
的 。 反之 ，M 之 初等 交换 性 当然 说 明了 MH 的 可 解 性 .证 完 ， 

由 这 推论 3 又 可 证 

推论 4 设 M 是 有 限 群 G 的 二 个 极 小 正规 子 群 . 若 M 是 可 解 


和 


“的 ， 那 未 当 G 之 一 个 根 太 子 群 3 不 含 M 时 ， 则 5 为 M 的 补 于 群 : 


a 16 。 


一 ~ rr 


So—= MS, MINS- 1, 

证 明 M6 一 > MS 为 C 之 子 群 , 故 从 对 中 而 得 3 到 M3 
后 , 再 据 S 在 G 内 的 极 大 性 就 有 G 一 M5， 于 是 再 从 D= MNs 
<15 以 及 M 的 交换 性 《上 推论 3) 又 知 D = MN 几 Sd M ,不 得 不 有 
D 一 M 站 S<M5S 一 G; 大 再 由 必 在 G 内 的 极 小 正规 性 以 及 DD 二 M 
(…M 咎 $) 就 知道 D 一 1; 即 MNsS 一 1， 证 完 . 

上 面 是 从 有 限 群 之 合成 群 列 与 主 群 列 的 存在 来 讨论 它 为 可 解 
群 之 充 要 条 件 。 下面 再 从 子 群 存在 的 角度 来 研究 有 限 群 为 可 解 的 
充 要 条 件 . 

我 们 确 知 有 限 群 G 的 每 子 群 吾 的 阶 oC 有 H》 必 为 之 阶 ol 6) 
的 因数 . 但 不 敢 保证 对 于 o(G) 之 每 个 因数 4,G 常 有 阶 a 之子 
群 ， 本 章 $1 的 症 洛 定理 解决 了 这 样 一 个 问题 ,由 不 论 G 是 任何 有 
限 群 ,只 要 o《 G) 之 因数 普 适合 


GD) (m， 全 2) 一 1，(i mm 为 素数 的 等 


这 两 个 条 件 时 ， 那 末 G 确 有 阶 w 的 于 群 ， 且 这 样 的 子 群 必 互 相 共 
纶 ， 且 它们 的 个 数 = 1(modm)， 又 即 令 丢掉 条 件 (让 而 只 保留 
GD 时 ,也 敢 保证 C 有 阶 m" 的 子 群 ， 今 问 。 不 管 (i), (ii 两 条 件 
是 否 成 立 ,只 要 mw|o(G), 而 对 G 自身 加 上 某 些 限 制 后 就 能 保证 G 
有 阶 mm 的 子 群 ,这 办 得 到 蚂 ? 我 们 知道 当 G 为 短 堆 群 对 ,的 确 是 这 
样 的 ， 即 只 要 |o(G),G 就 常 有 阶 mm 的 子 群 (35 的 问题 3)。 可 
是 , 当 G 一 般 为 可 解 时 ,这 答案 又 是 否定 的 ,例如 四 次 交代 群 %% 是 
可 解 群 , 阶 为 12, 但 它 的 确 没有 阶 6 的 子 群 。 于 是 会 问 。 对 有 限 
可 解 群 6 之 阶 。(G) 的 因数 中 应 附加 怎样 的 限制 时 ,才能 保证 G 
有 阶 王 的 子 群 呢 ? 我 们 说 只 要 ( m， 呈 6》) ~ 1 就 行 了 .这 也 训 
是 说 ,将 oG) 之 因数 "保留 适合 (i) 的 条 件 ,而 只 将 条 件 Gi) ( 定 
量 的 》 改 为 G 是 可 解 的 这 个 定性 的 条 件 ， 那 末 G 也 必 有 阶 帮 的 于 
群 不 仅 如 此 ,而 且 还 知道 其 逆 定 理 也 正确 。 说 具体 些 ,有 下 面 重 
要 的 


申 下 过 7 = 


定理 3 设 G 是 有 限 群 。 则 G 为 可 解 群 的 充 要 条 件 是 : 内 要 
分 解 oC G) 一 mn 使 (mm 9 一 工时 ,G 就 有 阶 刀 的 子 群 。 又 当 G 
为 可 解 群 时 ， 凡 阶 兽 的 子 群 必 氏 各 相 共 罗 。 《文献 [15]， [161， 
[22],[23]) 

先 证 条 件 的 必要 性 。 

设 G 是 可 解 群 . 由 G 之 有 限 可 解 性 , 得 知 G 有 合成 群 列 使 列 
中 商 加 子 都 是 素数 阶 的 循环 群 , 故 有 互 人 G 使 1G: 互 ] 一 (素数 )， 
因 之 

mn ~— o(G)— Pp. olH), (3) 
故 从 (ms, #) 一 1 可知 或 pjm 或 p|ln, 二 者 必 有 一 且 仅 一 ,下 分 两 
款 讨论 . 

(一 ) pln， 这 时 ，(m%w*, pp》 一 1， 而 出 Ca 得 知 mjaCfP。 因 
之 9( 昌 ) 二 mn', njn， (mm, 2 ) 一 1, 于 是 若 用 归纳 法 假定 凡 阶 小 
于 olG) 的 可 解 群 确 有 定理 3 所 说 的 性 质 , 则 由 oH) 二 oCG) 及 
互 的 可 解 性 ,就 知道 妞 有 阶 普 的 子 群 , 即 说 明了 G 中 阶 w 之 子 群 的 
存在 性 。 再 若 邓 为 G 中 阶 普 的 任 一 子 群 , oCM》 一 m, 则 由 HIG 
得 知 HM 为 6 之 子 群 , 且 有 

二 二 oH): olM) Ex 71 rm 二 
| 


即 w .M71”? 疏 从 (4m, #)=1 知 应 有 六 一 of 五 人 M), 


由 是 必 有 HNM 一 M，MCH， 说 明了 G 中 阶 m 之 子 群 也 必 是 
的 子 群 ， 故 据 归 纳 法 的 假定 得 知 G 中 凡 阶 和 的 子 群 在 吾 内 都 互 为 
共 频 ,于 是 在 G 内 当然 也 互 为 共 辑 。 故 在 jn 时 ,条件 的 必要 性 确 
获 证 . 

(二 ) plm， 这 时 ， es 于 是 由 归 
纳 法 的 假定 可 知 刀 有 阶 亚 的 子 群 , 且 如 中 凡 阶 袜 的 于 群 都 互 
相 共 昂 ， 今 设 M 是 中 阶 的 一 个 子 群 (eu, XAM) 一 至 )， 
并 令 [HNACM)] 一 于是 抽 中 阶 > 之 于 群 之 个 数 等 于 有 
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它们 组 成 瑟 之 一 个 共 斩 子 群 类 ， 因 对 任 *E G 有 
x MzxCx-'Hx 一 五 ， 


故 z-5Mr 亦 必 为 上 述 的 有 & 个 之 一 , 即 上 述 的 大 个 子 群 也 必 组 成 G 
中 一 个 共 斩 子 群 类 ， 因而 就 有 [G:NelM )] 一 各 olNeCM )) = 


但 从 LH:NnCM)] = 又 知 oCH) = 二- olNA(M)) = 4 
x 于 ， 改 有 一" 一 : 1 2 kln, 因而 oC(Ne(M)) 一 mm 

-又 中 (mn sk 于 是 又 利用 归纳 法 的 假定 得 知 在 不 > 1 时 ， 
人 有 阶 闫 的 子 群 , 因而 G 有 阶 ; 的 子 群 。 至 于 在 = 1 时 ， 
有 NeM) = G, 即 MdG, oC(G/M) = mp: 辽 一 pm。 且 因 (bp， 


za) 一 1， 改 据 西 洛 定理 可 知 G/M 有 阶 ? 之 子 群 P/M ， 不 得 不 有 
o(P) 一 m, 仍 说 明了 G 有 阶 m 之 于 群 。 总 之 ,在 P|m 时 ,由 归纳 法 
证 得 了 G 便 有 阶 w 的 子 群 . z 
再 着 9 与 9 是 G 中 阶 w 的 任 二 个 子 群 , 作 D = 8 人 H, D, = 
台 门 五 ， 并 令 4 二 olDD)， di 一 oD,), 则 因 be 故 90H = HQ 
是 G 之 于 洛 ; 但 oC9) 一 ml 一 oH) 当然 说 明了 8 牛 H, 于 


是 日 < HO， 因 之 由 于 ? 是 素数 以 及 p 一 [G6:H] = [6G:H9] 
x [HO:HI!, 则 知 必 有 [G:H0O]==1, 即 G 一 HEO， 则 理 又 有 G = 
HQ1， 再 比较 阶 又 得 知 ma— L/P 一 nt 即 4 ~ 


二 di 于 是 再 一 次 利用 归纳 法 的 候 定 可 知 忆 与 有 在 所 内 共 斩 ， 


区 有 >x《 瑟 使 xDix 二 D，。 故 从 D,<d9, 得 Ddx-:Q,x, B 因 之 
x OxEN(D). XDAO—> 0ENAD). 下 击 青 细 分 二 小 款 ， 

(Qi) Ne(D) < G。， 这 时 ， 据 归纳 法 的 假设 得 知 8 与 +19,x 
在 Nc(D) 内 共 斩 , 因 而 当然 说 明了 8 与 9, 在 G 内 共 珀 . 


《ED) NeAD)= G， 这 时 ， DAG, 但 


Ss 
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pr 而 有 (p,#) 二 1, 故 据 西 洛 定理 由 于 of(87/D) 一 户 一 olx™!1Q,x/ 
D) 可 知 0/D 与 x™'0,x/D 在 G/D 内 共 罗 , 即 有 Y& G 使 
yD) (QO/D): (yD) = rx/D, 
因 丽 对 任 ; € 0 时 恒 有 
(yD): (DD) (yD) 一 xx 了 

之 a € 0 (是 随 :而 变 的 ), 即 ym'sy € xxD, 故 y7'Qy 尺 
x ux， DD 二 x™Qwx, 由 是 从 它们 的 阶 相等 就 可 知 y™'Qy 二 x x， 
也 说 明了 8 与 9, 在 6G 内 共 轿 . 

总 之 , 条 件 的 必要 性 完全 获 证 ， 因而 只 需 再 解决 条 件 的 充分 
性 .为 此 , 先 叙 述 几 个 引 理 ， 

引 理 1 ” 设 有 限 群 G 之 二 个 子 群 的 指数 互 素 (如 1G 本] 一， 
[G:Hi] = 12, 且 (zs 2) 一 1). 那 末 就 有 : 

Ci) ST 《G 一 RY 


和 


Dl] = i1, 保 D 一 ni, 


hs 但 名 pe 和 0 , 
证 明 设 oG)= =- 有 从 攻 ht = hf 及 (fs i2)=1 得 知 & 一 


[hs 向 ] 一 一 和 与 名 之 最 小 公 倍 。 于 集 妃 且 含 G 中 个 元 , 故 
“hg, hag 一 a， { 肌 , 反 ]， 不 得 不 有 (如, 后 ) 所 a (大 丰 一 
(hs 可》 [后 ]); 另 方面 ， 从 al 名 及 al 久 又 得 al( 加 ， 及 )。 故 
4 所 (有 名); 于 是 得 a 一 《hh, 负 ), 证 明了 (ii). 因而 子 集 已 
合 元 素 之 个 数 为 “2 。 一 | 一 [h, 为 ] 一 g， 不 得 不 有 
6G 一 Hf1, 证 明了 (i)， (ii) 之 正确 性 可 参看 前 章 53 问题 5， 也 
可 直接 证 明 于 下 ; [6G:D] 一 [6G:H,|i:D] 二 i Pe 


Ln 


pi _ A h, spr 
CR iD 同 理 [G:D] 了 2 (二 Ch 2 梳 站 
nh2， 下 由 《Pay 12) 一 1 及 (Fs, hi2) 一 1] 即 得 三 一 如 与 入 > 有 员 ， 这 


”9D ， 


就 是 说 [Gi:D] 一 ia， 即 Ci). 

从 这 引 理 1 可 知 它 的 几 个 逆 定 理 ， 即 在 有 限 群 G 之 二 个 子 群 
Hs Hi 中 令 oCH) 一 性 [GH =i(j~1,2),D= HN HH, 
o(DD) 一 wy， 则 有 : 

推论 1 若 o(D) =a 一 (h, 抽 ) 朋 CG=HiHss 则 (i, 初 一 ] 
且 [G:D] = ii, 

推论 2 车 oD) — a =— (hh, hb) 且 [G:D] = 1i2s 则 《ns 
i)—1 有 G6G= HH,. 

这 都 容易 证 明 , 从 酷 . 

附注 读者 可 能 问 : 着 6 = HH 且 [G:D] 二 时 ,能 保证 

Ci 吉 ) 一 【 吗 ? 随 而 有 oCD) = = (h, 如 ) 吗 ? 答案 是 否定 的 ， 

令 述 于 下 。 首先 注意 6 = HH, 与 [G:D] = is 这 二 条 不 是 独立 

的 . 因 从 G = BE 得 [c: 有 ] = [ERa:E] = [HH,:D], 同 还 也 有 

[6:8,] = [#,:D], 故 [BD] = 二, TD] = i,， 于 是 可 知 [G: 

D] = [6G:H][9,:D] = bi 反之 , 人 队 [6:D] = i 得 i 一 上 6: 

DPD] = [G:F 1R.:DI = RDI 故 [5S,:D1 = 有、 辐 理 [8,: 

D] 一 六 ， 因 之 HH 含 G 中 元 守之 个 数 为 鱼 全 二 一 

o(G), 不 得 不 有 6 一 已 应 . 所以 C 一 刀 太 与 [6G:D] 和 wii 车 有 

一 则 必 有 另 一 ; 这 是 阿 题 的 关键 。 正 因为 是 这 样 ， 容易 列举 一 例 说 

明 G = HH 而 (5; 坟 )t， 例如 GG 二 台 i, HH 一 后: 万: 王 内 为 

训 莱 茵 四 元 群 时 就 是 这 样 触 例子 。 所 以 说 上 瑟 的 间 题 有 有 一 个 否定 

的 答案 . 


推广 引 理 1, 及 有 

引 理 2 设 配 ,Hi,*…， Hi 是 有 限 群 G 之 《个 了 得， 富 们 交 
指数 9 237 "> 是 两 两 互 素 的 ， 则 有 : 

Gi) GCG HH : “Hs 

Gi) FEG:D] =iiaiity 人 但 D = 各 Hi; 


j=1 
(iii) ofD) 一 a 一 (Ps 和 4) 为 名 有,"…*， 所 之 最 大 
公约 ,但 ;一 oH)). 
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不 难 用 归 钠 法 (关于 子 群 之 个 数 如 去 证 明 , 今 从 略 . 

引 理 3 设 o(c) 一 广 亿 人 p 与 ?是 豆 异 的 素数 是 都 与 不 互 
寄 ,>> 1). 若 G 有 阶 为 je 4 的 子 群 好 ， 且 有 指数 分 别 为 的 守 
与 4 的 寡 之 二 个 真子 群 ， 则 G 不 是 单 群 . 

证 明 因 oC(H) 一 p «qf, 故 玉 是 可 解 群 ( 证 明 见 第 三 章 47)，, 于 
是 有 4H 且 o(4) 为 素数 逢 (定理 2)， 可 不 失 一 般 竹 令 of 4) 一 
(0 < 天 1 委 c)， 据 题 设 有 8 一 C 且 [6G:9] 一 Yu 委 中 ， 故 
0(0) 一 恩人 于 是 吕 的 西 洛 p- 子 群 So《5s 守 0) 也 是 C 的 西 洛 
p- 子 群 ; 又 因 如 4S3 久 的 C 之 西 阁 p- 于 群 5 必 存 在 , 故 由 .S* 与 
5 多 在 G 内 的 共 绒 性 知 有 x & CG 使 x-'Sr 一 5 多 因 之 得 4CS 一 

ziSprCx Or 一 9. 但 [G:0] 一 [6G:0.] wg 与 [G:H] ~ 
互 素 , 故 有 G 一 HO,( 引 理 1), 因而 8 在 G 内 的 共 d 得 用 五 之 元 
去 变 8 的 形 得 到 ; 然而 4EOC 及 4 4 又 产生 了 对 每 XE 有 有 
4 一 jp ， 故 .4 包含 在 与 9, 共 绞 的 任何 子 群 内 ， 因 而 
4CD ,但 D 为 与 9, 苍 的 一 切 子 群 之 交 , 不 得 不 有 D <G，。， 出 
是 再 从 1 一 4SDS9， 二 6 及 DG 可知 G 不 为 单 群 。 引 理 3 
证 完 ， 

现在 来 证 明定 理 3 中 条 件 的 充分 福 。 也 就 是 说 , 只 要 能 分 解 
o(0G) 一 g 一 mn 使 (m,n) 一 1 时 ,GG 必 有 阶 r 的 子 群 , 据 此 来 证 明 
G 是 可 解 群 . 关 于 群 阶 用 归纳 法 , 即 假 定 这 性 质 对 于 阶 小 于 oCG》 
的 群 是 成 立 的 ,再 将 8 一 o(G) 分 解 为 素 因 数 ,如 

g = 0G) 一 php pr. 
可 令 7?2( 因 + 起 2 时 G 确 是 可 解 的 一 一 见 第 三 章 $7)。 由 题 
设 ， 知 忆 有 指数 为 pit 的 子 群 Bils 一 .1， 0 r)， 即 o(Bi) Ei 
g/p?1， 故 由 引 理 2 当 令 D = Bs 站 BN-… 人 门 B, 时 得 知 0CD) = 
pmp3。 又 B, 与 By 之 指数 分 别 为 bf: 与 pss， 于 是 据 引 理 3 知 G 
有 正规 子 群 M 佳 1 < MM < G(M 6). 

今 能 断言 形 是 可 解 群 . 因 从 M 4 G 得 知 M B; 为 G 之 子 群 , 故 
[五 一 [ad1d 人 了 ]， 于 是 从 

pi [G:B]= [G:MB.][MB,:B,] 
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= [GMBI[M:M Di 
得 [M:MNMB] 二 ph (4 委 a); 但 从 MnmnB3EB 得 Co(M 从 
B80), pi) 一 1， 故 结果 必 有 poCM7， 因 而 oCM) 一 phiph per; 
再 分 解 o(M ) 一 mn’ 使 (mz) 一 1， 可 不 失 一 般 性 能 令 一 
Pp pi (Ci 所 7), 再 令 MNBi 一 Ci, 则 [M:C,] 一 名， 故 据 
引 理 2 可 知 oC 站 一 人间 C) 一 pjip……pi 一 mm、 证 明了 M 有 
阶 m' 的 子 群 。 然 oCM) 二 8g 一 ol(G), 故 操 归 纳 法 的 假设 知 条 为 
可 解 群 . 
又 可 断言 G/M 是 可 解 群 。 为 什么 昵 ? 因 从 
oM) = plipi:- -prr 
知 oC G/MD 一 pfrp 和 pfr 故 由 
MB/M ~ BB/MNB,= B/C, 
知 
ol MBi/M) == o(Bi)/o(Ci) = (g /pF)/ CoM AD) 
= olG/M )/priY, 
就 说 明了 G/M 有 指数 为 好 一 的 子 群 MB;/M; 于 是 若 分 解 
o G/M) 一 min! 使 (m1, n1) 一 ] 时、 可 不 损 普遍 性 得 令 了 91 一 
pr ps pp， 由 31 理 2 则 知 G/M 之 子 群 M Bn/M 由:…: 
门 M B,/M 的 阶 等 于 mw, 即 说 明了 G/M 有 阶 w 的 子 群 , 即 G/M 
满足 定理 3 中 的 条 件 ， 然 由 "aM < oC0) 而 据 归 纳 法 的 假设 
知道 G/M 为 可 解 群 . 
M 与 G/M 之 可 解 性 当然 保证 了 G 是 可 解 的 。 定理 3 完全 获 
证 . 
i he an 一 些 的 
推论 没 o(G) 一 夺 27 为 群 G 之 阶 的 素 因 数 分 解 ， 则 


只 


6 为 可 解 的 充 要 条 件 是 G 有 指数 pr (i -1 2 …，) 的 子 几 ， 


事实 上 ,车 G 为 可 解 群 时 , 则 由 定理 3 中 条 件 的 必要 性 确 知 C 
有 阶 的 于 侣 HH;， 证 
ee A ee 2, yr) 使 [GIM;] = pri， 财 当 令 
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cfG) 一 mn, (m,n) 一 1 时 ,可 不 损 普遍 性 能 假定 一 好 ip， 
2?:， 由 3 引 理 2 确 知 D = Mn 人 一 作 M ,之 阶 等 于 pfp pr 一 
1 故 据 定理 3 中 条 件 的 充分 性 得 知 G 是 可 解 群 证 完 ， 

现在 可 解决 本 节 的 中 心 问题 , 即 有 限 可 解 群 得 分 解 为 p- 群 之 
积 的 可 能 性 与 唯一 福 ( 文 献 [17])， 先 谈 

定理 4 (有 限 可 解 群 之 分 解 的 存在 性 定理 ) 设 G 是 有 限 可 


和 
ss oe sv 


0 Ce - re 

证 明 由 G 之 有 限 可 解 性 ，、 知 G 有 指数 等 于 p38 的 子 群 已， 
Ci 一 1, 2,"…,， 1)《 定 理 3 的 推论 )， 再 令 

P= NH;= HN NANAnaN NH, 
jsei 
(一 1，2 7) 

操 引 理 2 得 知 TG:P] 一 oCG)/p?t， 即 ofPD) = pri, 说 明了 只， 
Ps P3s*** >, Pr 分 别 是 G 之 西 洛 Pi~» Pr» pw- 子 群 . 能 断言 
P, Pi,***, PP, 满足 条 件 (iD 与 (ii). 

例如 考虑 Pi 与 P 时 , 据 引 理 2 确 知 M 一 H; 介 … 几 Hs 的 阶 
oCM) 一 pp 然而 PCM 与 PCM 以 及 PNP 一 1 说 明了 子 
集 PP 已 包含 了 MM 的 全 部 pfip 交 个 元 素 ， 不 得 不 有 MM 一 PP 即 
PP: 为 G 中 阶 ztp3 之 子 群 ， 改 必得 PP 一 PP。 同 理 ,PP; 一 
PP. 即 性 质 (i) 获 证 . 

又 条 件 (ii) 实际 上 是 条 件 (1) 的 必然 结果 : 因为 PP 一 PP 
说 明了 PP 为 子 群 且 阶 oPP3) 一 pFip2:， 故 再 利 用 PP 一 PP 及 
PP 一 PP 又 知 《PPDPs 一 PAPR)， 妈 PPP; 为 子 群 而 有 阶 
APPP) 一 2 人 0 = prpsp3'、 继 续 下 去 ， 最 后 可 知 
PiP:…… -P, 为 子 群 而 有 阶 o(PiP… Po) = prp?t rp 和 一 0(G), 不 
得 不 有 G 一 PP.…-P。。 证 完 。 
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从 定理 + 的 证 明 过 程 已 看 出 《ii7 不 过 是 (i) 的 附 产 物 . 然 《i 
人 
定理 5 设 有 限 群 C 之 阶 o(G) 一 加 2 人 


则 G 为 可 各 的 市 条 件 是 至 少 有 - -组 西 洛 pp-、pz-、*-…， pr- 


于 知己 ，P- “FF, 使 其 中 丙 丽 可 交换 (PP 一 PP， 

事实 上 ， i 已 知 这 样 的 一 组 两 两 可 交 
换 的 西 治 子 群 确实 存在 。 故 需要 证 明 的 是 条 性 的 充分 性 , 即 设 P， 
P，,"…,P, 为 G 中 一 组 西 洛 pr p:-，**…， ps- 了 群 ， 两 两 可 交换 ， 
则 | PiP; 一 P,P;, 而 来 证 明 G 之 可 解 性 .这 也 不 难 , 因 为 根据 PP; 一 
PP; 而 像 证 明定 理 4 之 (i) 那样 得 知 Mi 二 PPisPin'*…*P, 为 
子 群 卫 其 阶 一 tp8j， 即 [G:M,] 一 p91，、 改 据 定 理 3 的 推论 得 


知 G 是 可 解 群 。 证 完 . 


附注 像 定理 4 或 5 中 的 一 组 西 洛 fp.-,， 2-， "9 如- 子 群 P,, 
P,…, Ps 则 做 G 的 西 洛 基底 。 于 是 G 为 可 解 群 的 充 要 条 件 是 G 有 
一 组 西 洛 基底 。 又 若 G 之 子 群 鼠 的 指数 等 于 西 洛 p 子 群 2 的 阶 ， 
即 [G:H] = o《$))。 则 《oCH)，o(5))) 一 1， 因而 有 6 一 85 及 
HNsS, = 1 说 明了 五 为 3 的 补 子 群 ， 通常 阳 太 为 6G 之 西 洛 产 补 . 
如 果 对 有 限 群 6 之 阶 的 每 个 素 因数 ”, G 都 有 西 洛 ?- 补 ， 我 们 就 说 
G 有 西 洛 补 系 ,因而 据 定理 3 之 推论 可 知 6 有 西 党 补 系 的 充 要 条 件 
是 G 为 可 解 的 。 于 是 有 限 群 乙 有 西 洛 基底 与 有 西 洛 补 系 是 等 价 的 ， 
即 有 一 则 必 有 另 一 ;而 这 二 者 都 是 G 为 可 解 群 的 充 要 条 件 。 故 要 解 
决 的 问题 是 : ”由 有 限 可 解 群 ec 的 一 组 西 洛 基底 怎样 形成 6 的 一 组 
西 洛 补 系 。 以 及 由 G 之 一 一 组 西 洛 补 系 又 怎样 形成 < 的 一 组 西 咨 基 
底 。 这 可 由 下 面 的 定理 得 知 . 


定理 6 设 有 限 可 解 群 G 之 阶 的 素 因 数 分 解 为 


BD 量 和 


若 Sp,， pp 为 G 之 二 组 西 洛 基 底 ， 则 I Sn 一 M, (i= 
1 


1, 2 #2) 为 G 之 二 组 西 洛 补 系 。 反之 ， 大 Mi 4 
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为 G 之 一 组 西 洛 补 系 ， 则 MAf ;一 局 (j= ls +3°**, n) 必 为 G 
Fj 
的 一 组 西 洛 基底 . 


事实 上 ， 从 证 明定 理 5 中 条 件 之 充分 性 的 过 程 已 证 明了 
II Spi:™— MM; 为 阶 等 于 II ps 之子 群 ; 则 [Gi:M;] = pFis 故 M1， 


ji i 二 
Ma 于 ,为 如 之 西 洛 补 系 。 反之 ， 从 证 明定 理 3 之 推论 中 条 
件 之 充分 性 的 过 程 已 看 出 门 M; = P; 之 阶 等 于 p$、 即 已 为 西 
洛 pj;- 子 群 (这 也 可 以 从 引 理 2 得 知 )， 今 能 断言 已 , P，,*……,Ps 为 
6G 之 王 洛 基底 , 即 它们 是 两 两 可 交换 的 ， 例 如 以 了 与 忆 言 , 因为 
-= MN MMMN MECM3N :NN M,.~= H, XP— M,N 
Ms 站 -站 MM 所 Mi 几 -… 由 Ms, 二 日 , 故 子 集 PP,SH; 但 据 引 理 
2 已 知 o(H) 一 pfrp*, 而 PP; 含有 A 
说 明了 群 如 之 子 集 PP 确 包含 了 HH 的 全 部 元 素 ,不 得 不 有 一 
PP、 因而 有 PP; 一 PI， 定 理 6 证 完 . 

有 限 可 解 群 寻 有 西 洛 基底 ,但 西 洛 基底 可 能 不 止 一 组 . 今 癌 : 
有 限 可 解 群 G 之 两 组 西 洛 基底 间 的 关系 扑 样 呢 ? 我 们 说 以 等 价 的 
意义 而 言 是 唯一 的 , 即 有 

定理 7 《有限 可 各 群 之 分 解 的 唯一 性 定 吾 ) 有 限 可 各 莘 G 
之 任 二 组 王 洛 基底 是 等 价 的 。 说 具体 些 , 着 PP,…， P, 与 91 
QO 0, 是 G 的 两 组 西 治 基底 ， 则 必 有 元 x & G 使 x™Pix 一 0 
《人 = 2 4). 

证 明 用 归纳 法 假定 定理 7 对 于 阶 小 于 o(G) 的 可 解 群 是 成 
立 的 .由 G 之 可 解 性 知 G 有 指数 为 素数 的 正规 子 群 日, 不 损 普 遍 
性 可 令 [G:H1 一 户 ， 于 是 o( 妃 ) 一 222 pi 且 五 本 cG. 因 
PN 是 HH 的 西 浴 p,- 于 群 ; 故 o (PN HD) 二 p?i(i 兰 1 时) 及 on 
妞 ) 一 Bl, 于 是 当 i 半 1 时 有 PMH = Pi, 即 P,SH. 同 理 ， 
QEH GI) 及 of ONH) = ph"!'， 今 令 PP 一 PNH, 9, = 
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= prip3: 个 元 ,这 


Q.NH, 则 因 i 半 1 时 有 已 三 万 , 故 据 狼 氏 律 2 得 知 PP 一 PP 
HH) 一 HNPiP， 即 PP, 为 子 群 《*… PP 一 PP;)， 因 之 有 已 五 二 
BP,. 这 说 明了 B,, Ps P, 为 可 解 群 下 的 一 组 西 洛 基底 . 局 
理 , 2， 9,，,"…*， 9。 也 是 五 的 一 组 西 洛 基底 . -于 是 ,由 于 oC(H) < 
ot G), 据 归 纳 的 假定 ,有 加 € 豆 使 训 10h 一 Pi(i 和 1) 及 
hiOh 一 B,. 

若 令 全 104 一 RI,， 则 由 91，Q2，*…， 8, 为 G 之 一 组 西 洛 基 
底 ， 得 知 #10.%, 有 1938,"… #710, 当然 也 是 G 的 一 组 西 洛 基 
诊 , 即 - 


Ris 天 了， 加 (4) 
为 G 之 一 组 西 洛 基底 .于 是 若 能 证 明基 底 (4) 与 基肥 
天、P2 , PP, (5) 
等 价 , 则 定理 7 就 获 证 . 
为 此 计 , 就 令 


Ai = PPPiPin*:P, 与 B;= RP PissPin'**P, 
在 i 和 1 时. 由 于 PP == PiP; (hj?>1) 及 RP = PRA(I> 1), 
吻 知 4; 与 B; 都 是 6 的 了 字 群 5 阶 部 等 于 o( G2/p3， 而 与 其 指数 pr 
互 素 , 故 据 定理 3 可 知 4; 与 Bi 共 郊 ， 但 因 G 一 Bjp;， 故 4; 与 
如 的 共 弧 性 可 以 用 P; 的 元 去 变 B; 的 形 来 完成 ,换言之 ,有 *;&€P 了 
《人 关 1) 使 
xTIBizi mh (G2, 3 (6) 
然 从 riE P;， 可 知 在 i,j 守 1 时 有 x7'PjxiS{Pis Pj} = Pip;s 
又 由 (6) 式 知 srPir;SxFrBit = A 在 i,? 半 1 有 昌 ? 疡 7 了 了 时; 故 当 
i，,1 志 1 且 # 半 了 了 时 确 有 (利用 狭 氏 律 》 | 
x7 Px EPP;N) 4; = PANPi) = Pi, : 
不 得 不 有 ziPir 一 已 当 ; 关 1 时 (人 7 一 2，3，…，7)， 但 显然 
又 有 好 1Pizr 一 Pi， 故 不 论 思 了 是 否 相等 , 恒 有 
ziPiri = Pi (is f= 23 1), (7) 


12 狄 氏 律 《DPedekind law》 指 的 是 ; 设 4, BC 均 为 群 C 之 于 群 ,县 4 所 B 则 
4CnB 一 人 CRB)》.、 证 明 不 难 , 留 给 读者 
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簿 令 一 rzra* x， 由 (7) 式 容 易 验 证 
rlPx = Pp; (f= 2, 3 1): (8) 

但 由 (5) 式 又 有 

x RI = (Fipt nxn) (x2 ri) RI x2 rN 

* (xiry rs) Err Bixi it -xn) 
= (xitl Xn) A(x Xs) = A, 
(i 2, 3,.+*, 1), 

于 是 有 x"!Riz 所 4 们 A; 们 ……: 人 站 4,， 而 据 引 理 2 又 知 ol(4; 作 
人们 -一介 44) 二 pr's 故 从 olx™1RIx) 一 pr?! 就 得 和 Ri 一 人 站 
全 作 -… 介 4,， 至 于 忆 G4 们 43 作 … :人间 A 显 肯 , 压 得 Pl 二 4; 门 
43 介 -… 介 4, 因 之 


XtRIx er a, (9) 
(8) 与 (9) 合并 说 明了 (4) 和 (5) 等 价 ， 定 理 7 获 证 . 
由 这 定理 ? 很 容易 得 知 下 面 的 


推论 有限 可 名 嫩 之 任 二 各 本 洛 补 系 化 必 昨 守 价 的. 
证 明 设 Mis, Mi,-…，M, 与 L, 工 1 Ls 为 G 之 二 组 西 
洛 补 系 : [G:Mi] = pr [G:Li], ol(G) 一 站 作品 pen, 


据 定 理 6， 确 知 有 M:=—P; (j= 1, 2 5 7) 为 G 之 西 治 


基底 ; 然 每 Pr 一 MIN 站 Mi 站 Mn 站 MSMi( 和 SR)， 
故 ]] P'S Mi, 于 是 从 [6: IT P| ~ pyr 一 1G:Mi] 不 得 不 有 


il 
1 三 了 i rip 


[Tl P= M,. 


t=1 
i 


同 理 , 户 Li 一 9;(j 一 1, 2，……， 为 C 之 西 洛 基底 , 且 又 


5} 
有 lI Qi Lj 


i 守 f 
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于 是 出 定理 7 央 有 <* 《GG 使 x'Pix = Qi (i 一 1 2 7)， 
故 对 每 i 就 有 | 


XM jr = x! ] Px*o= 了 《xpPir) 


我 们 在 本章 41,$ 3, $5 里 已 分 别 说 过 (有 限 ) 循 环 群 .交换 群 、 
笃 才 群 的 研究 都 可 以 转化 为 p- 群 来 讨论 , 因为 它们 都 可 以 表 写 为 
z- 群 的 直 积 .有 限 可 解 群 虽 不 能 表 写 为 六 群 的 直 积 ,但 定理 + 说明 
了 它 可 写 为 p- 群 的 积 , 即 一 组 西 洛 基底 之 积 ， 所 以 说 本 质问 题 还 
是 可 使 有 限 可 解 群 的 研究 能 建立 在 p- 群 的 基础 之 上 . .这 又 一 次 
地 说 明了 p- 群 在 有 限 群 内 的 重要 性 . 

结束 这 节 以 前 ,附带 地 还 谈 一 个 与 定理 3 有 密切 联系 的 问题， 
即 . 
定理 8 当 有 有 限 可 名 共 6 之 队 分 多 为 区 数 各 o(G) 一 m 全 
(m2) 二 1 时 , 那 末 车 my|m, 则 G 中 丹 阶 m 的 子 群 必 为 G 中 至 少 
一 个 阶 m" 之 于 群 的 于 于 

证 明 ”归纳 地 假定 这 定理 8 对 于 阶 小 于 o(G》 的 可 解 群 是 成 
立 的 。 今 令 Mi 是 G 中 阶 mw 的 一 子 群 ， 我 们 的 目的 是 要 证 明 Mi 
一 定 包含 在 G 的 一 个 阶 亚 的 子 群 内 . 

如 果 w 一 1 或 一 mm 或 加 一 oCG)， 则 定理 8 之 正确 性 
显然 。 故 可 不 损 一 般 福 能 假定 1 < ma 二 mm 二 oCG), “由 6 之 可 
解 福 得 知 G 有 一 个 极 小 正规 子 群居 使 oC(K) 一 让 一 "(zp 为 素数 )， 
且 实 际 上 天 为 初等 交换 六 群 . 今 分 二 款 讨论 于 下 . 

(一 ) plm. 这 时 , (p，") 一 1, 故 K 一 pr"jm. 若 字 一 1 即 
mm 一 皮 一 pr"”， 则 显 有 pr*llo(G)、 于 是 这 时 下 为 G 之 西 洛 p- 于 群 ， 
故 由 KK 4G 知 是 6 中 唯一 的 一 个 西 洛 p- 子 群 ; mm 一 产 说明 
了 对 :是 C 之 一 个 t 子 群 ,因而 必 有 MESK, 而 只 K) 一 t=， 
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这 说 明了 我 们 的 问题 已 获 解决 。 若 > 1, 就 考虑 可 解 群 G/K. 


rm 


oRKNMI) -KR oRNM)’ m 
o G/K) 一 o(G)M 一 


因 oCKMJ/K) 一 


有 (En)— 1 故 必 有 -Ri | 于， 于 是 据 上 归纳 的 假设 得 知 


如 天 M,/KCMAKEG/K 目 oAM/K) 一 天 的 G 之 子 群 M 必 存 
在 ; 故 olM) 一 m 有 昌 M,CKM,CM, 也 说 明了 在 这 时 间 题 亦 获 解 
决 . 

(二 ) plm， 这 时 ,和 一 加]m (km) 一 1, 因而 (Ut) 一， 
应 有 -关门 M， =—=1, KM/K 之 Mi, oC(KM/R) =-— Fh1, 因 ol G) > 
olG/K) 一 mm: 三 及 (m, 三 ) ~ 1， 故 据 归 纳 法 的 假设 知 G/K 


天 
有 阶 空 的 子 群 M*/K 使 KM/KCM*/K, 于 是 MI:CKMISEM™ 


且 有 oCM*) 一 mk， 今 有 二 个 可 能 mm 达 ol0) 或 mk 一 olG). 
(Qi) mk 二 olG)， 这 时 ,从 oCM*) 二 mk，(m，, 六 二 1 及 
M1 扬 M*， 而 据 妇 纳 法 的 假设 得 知 M* 有 阶 r 之 子 群 村 使 ME 
M， 问 题 获 解 决 . 
(iD) mk 一 o(G)。 由 定理 3 知 G 有 阶 和 的 子 群 M， 改 从 


o(KM,) 一 mi 得 知 子 集 MCEKM,) 含 G 中 p ~ 个 元 ， 


但 4 一 o(M KM,). 但 既 已 "(G) 一 mA 就 应 有 所 mk， 于 < 1 
mi 守 dg。 另 方面 , gm 与 (Ki 一 1 又 产生 (Cd 不 ) 一 1, 于 是 从 
djo(KM) 一 hms 得 djm，4 忆 wy， 故 结果 有 4 一 ,olM 门 
KM -一 mi， 说 明了 M6 一 M KM， 与 办 ,都 是 可 解 群 KM 之 
两 个 阶 m: 的 子 群 , 故 由 定理 3 知 有 xE KM 性 G) 使 MM 二 xiM ox， 
因而 再 从 Mo 守 M 可 知 

M,= x Mox Cr Mzx, 
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而 oCx-':Mx) 一 mw， 也 证 明了 M, 包含 在 G 的 一 个 阶 m 的 子 群 里 
面 . Pe 
至 此 ,定理 8 完全 获 证 . 3 

最 后 ,将 定理 3 与 定理 8 合并 后 ,再 谈 它们 与 西 洛 定理 的 内 在 
连 系 .我 们 知道 西 洛 定理 的 实质 意义 可 表述 为 : 设 有 限 群 G 之 阶 
olG) 分 解 如 Ci) o(G) 一 mn，。(ii) (m,n) 一 1，(《ii》 姑 为 素数 
短 , 那 未 G 有 阶 w 的 子 群 , 且 凡 阶 思 之 子 群 都 互相 共 瑶 , 而 阶 为 
之 因数 的 子 群 又 必 为 某 个 阶 严 之 子 群 的 子 群 . 今 将 (i), (ii) 两 条 
件 不 改 , 而 将 《iii) 改 为 : 

(ii》 G 是 可 解 群 ， 
那 末 上 述 的 几 个 结论 仍然 成 立 , 即 定理 3 与 定理 8 的 内 容 . 

当然 ,使 Ci, (i) 两 条 件 不 改 ， 而 只 将 《ii) 改 为 其 他 的 条 件 
(例如 上 面 的 Gi)' 就 是 一 例 ) 时 ,我 们 可 得 到 一 些 类 似 于 西 洛 定理 
的 结论 , 这 是 有 限 群 近来 发 展 的 趋势 之 一 , 我 们 在 下 册 内 再 讨论 ， 
这 里 只 提醒 -- 下 .本 节 到 此 结束 . 

问题 ”有限 罕 零 群 是 否 有 西 洛 基 底 ? 有 多 少 组 呢 ? 

问题 2 ”有 限 群 G 为 可 解 的 充 要 条 件 是 G 之 任何 非 单位 的 同 
态 像 恒 有 素数 客 阶 的 正规 子 群 . 

问题 3” 设 oCG) 一 pig,? 与 4 是 两 个 互 异 的 奇 素数 。， 试 直 
接 利 用 $1 的 西 洛 定理 证 明 G 有 一 个 西 洛 子 群 是 正规 的 ,再 证 G 是 
可 解 群 。 

问题 4 阶 30 的 群 恒 为 可 解 群 . 

问题 5 设 G 是 可 解 群 ， oC) 一 13 如》 (m, 1) = i ， 且 za] 
mn， 如 果 G 有 一 个 阶 zi 的 子 群 M, 是 G 之 正规 子 群 ， 那 末 M， 一 
定 是 G 中 凡 阶 为 所 之 子 群 的 子 群 ， 

问题 6 ”有 限 可 解 群 G 具 有 类 似 于 $1 定理 7 的 结果 , 即 分 解 
olG) 一 mn 使 (msz) 一 1 时 ， 那 未 含 阶 六 之 子 群 M 的 正规 化 子 
NeCM) 为 子 群 的 子 群 鼠 ( 即 下 己 NeCM) ) 也 必然 是 其 自身 的 正规 
化 子 , 即 NeCH) 一 H. 

问题 7 有 限 可 解 群 G 具 有 类 似 于 $1 定理 8 的 结果 , 即 分 解 
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bf(G) 一 mtz 使 (m,#) 一 1 时 , 若 HG 有 卓 令 oH) = m'n'， 
mm #'jn, 那 末 当 M 为 B 中 阶 关 的 一 子 群 时 ,就 有 


GD oAM NH) = m' 及 《ii) A MH/H) 一 > 
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第 三 章 ” 有 限 群 的 表现 


有 限 群 表现 的 理论 非常 深刻 ,应 用 也 很 广 ,不 论 从 理论 方面 或 
应 用 方面 去 叙述 ;内容 都 很 丰富 ,但 都 不 是 本 书 的 任务 ,我 们 的 是 
的 只 是 想 借 表现 论 的 知识 来 证 明 阶 9* 的 群 是 可 解 群 《p， 4 是 两 
个 不 同 的 素数 )， 近 来 , 这 个 问题 已 用 纯 群 论 的 方法 作 了 回答 ( 文 
献 [24,25]》, 证 明 虽 精致 ,而 仍 嫌 元 长 , 且 率 涉 的 知识 也 不 少 , 且 群 
表现 理论 不 只 是 解决 阶 prg’ 的 群 为 可 解 群 《当然 ， 这 章 的 目的 是 
只 解决 这 个 问题 《以 本 书 的 任务 而 言 力 ， 它 还 是 一 个 很 重要 的 工 
具 ; 所 以 我 们 仍然 沿用 表现 论 的 方法 来 证 明 这 个 问题 .为 此 ,我 们 
只 将 所 需要 的 表现 论 方面 的 一 些 必要 知识 加 以 阐述 ， 间 或 也 附带 
讲 一 点 有 关 问 题 ,; 如 $8 及 $9， i 


$ 1. 年 阵 群 的 基本 概念 


所 谓 群 表现 指 的 是 把 一 个 抽象 群 转化 为 与 它 间 态 的 矩阵 群 来 
讨论 一 一 矩阵 群 总 是 指 一 些 短 阵 的 集合 关于 答 阵 之 乘法 成 群 。 先 
有 

定义 设 工 是 申 一 些 逢 阵 (" 绝 的 ) 所 成 之 集 . 车 关于 箱 隆 
个 第 隆 时 。 就 叫 了 是 有 限 阶 的 = 级 年 降 群 再 则 喜 HH 为 于 限 阶 
的 . 

附注 ”我 们 研究 的 矩阵 总 是 指 的 是 复数 域 上 的 矩阵 , 即 和 矩阵 之 

元 全 是 复数 , 即 复 矩阵 ,今后 如 无 必要 就 不 再 申明 了 . 

若 矩 阵 群 了 中 有 -一 个 元 素 〈 即 矩阵 ) 4 的 行列 式 不 等 于 堆 
(dctA 和 < 0), 则 因 对 每 X€ 工 必 有 一 相应 的 YT 使 4 二 XY, 故 
0 < detA 一 dct 多 dety， 因 而 detX 关 0， 说 明了 了 中 每 个 矩阵 的 
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行列 式 都 不 等 于 零 。 反之 。 若 有 某 BE 工具 性 质 detB 一 0, 则 因 
对 每 XeE 工 有 相应 的 ZE 了 使 玉 一 BZ, 政 det 允 一 detB .detZ 一 
0, 说 明了 T 中 每 矩阵 之 行列 式 都 为 零 。 故 有 

定理 1 ”一 矩阵 群 T 中 所 有 的 逢 阵 或 全 为 满 秩 的 或 全 为 降 
身 的 . 

完全 仿照 证 定理 1 的 方法 又 知道 : 若 矩 阵 群 工 含 一 2 为 零 拭 
阵 (B 一 0)， 那 未 工 中 每 矩阵 克也 是 零 矩 阵 ， 因 而 这 时 了 工 仅 由 堆 
抵 阵 这 个 元 素 而 成 , 故 有 

推论 “ 若 第 阵 群 工 含 零 乍 阵 , 则 T 也 只 售 零 第 阵 . 

今 设 矩阵 群 了 中 所 有 的 矩阵 全 是 降 秩 的 ， 这 时 若 令 工 表示 了 
的 单位 元 (注意 这 时 不 是 单位 矩阵 ), 则 当 群 了 之 阶 不 为 1 时 ，, 则 
必 有 1 xs 0( 零 矩阵 )。 因为 一 7， 故 工 之 最 小 多 项 式 无 重 根 ， 
且 因 工 之 特征 根 中 只 有 0 和 1 这 两 个 数 、 所 以 有 一 (x 级 ) 满 秩 逢 


阵 P 使 
E, 0 
lo=P-uP={ 由 
“0 Uy 


E, 为 + 级 单位 矩阵 (1 委 > 过 wn)。， 上 髓 对 每 XET， 作 它 的 相似 秆 
阵 - 


X1 ) 


Xo 一 PXP 一 ( 人 
Xs Xi 


X: 与 X4 分 别 为 了 级 的 与 ? 一 ? 级 的 矩阵 , 于 是 由 这 样 一 些 Xo 所 
成 的 矩阵 群 To 不 仅 与 了 同 构 ， 且 实际 上 这 两 个 局 构 的 群 了 和 
中 对 应 元 素 (X 与 Xo 对 应 ) 部 是 相似 的 ， 并 可 用 同一 个 满 秩 矩阵 
去 变 工 中 矩阵 之 形 就 得 到 To 中 相对 应 的 矩阵 eR 
个 矩阵 群 叫做 等 价 的 .所 以 To 与 T 等 价 . 


因为 6。 是 群 To 之 单位 元 ;i 故 Xo1o0 二 Xo 一 1oXo, 即 人 0 oe 


Gx- )， 不 得 不 有 3 一 Xs 一 X4 一 0《 堆 逢 阵 )， 
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1 ee er rar ee -rrveaw -一 -一 一 i 


x 
即 群 To 中 每 元 都 是 Xe 一 ( ”) 形 的 短 阵 . 由 于 


Yi 0 E, 0 
5~(。 = 路 
则 知 六 一 E, 为 > 级 单位 矩阵 。 又 因 易 证 映射 Xo -一 大 为 群 Po 到 
由 这 些 ” 级 矩阵 Xi 而 成 之 集 T; 上 的 同 构 映射 , 故 T 为 一 个 + 级 
的 盾 阵 群 ， 其 单位 元 就 是 7 级 单位 矩阵 E,, 因而 据 定 理 1 得 知 太 
中 每 矩阵 X 都 是 > 级 满 秩 矩阵 . 于 是 有 
定理 2 a 个 由 


吉宗 全 下 数 夫 而 成 的 行列 ee 个 全 与 列 ) 后 的 年 陈 群 Ts 是 
与 等 价 的 . | 

正 是 由 于 定 滩 2 的 绿 故 ， 所 以 今后 可 不 报 一 和 裔 性 能 假定 年 阵 
群 中 每 抱 阵 全 是 满 秩 的 , 因 之 其 单位 元 为 单位 矩阵 ， 每 元 的 逆 元 即 
为 该 元 (矩阵 ) 之 道 矩 阵 ， 今 后 不 再 一 一 申明 了 . 

将 矩阵 群 了 中 每 矩阵 X 代 换 为 它 的 复 共 因 和 矩 阵 束 所 起 之 集 
也 易 知 为 矩阵 群 , 旦 借 了 映射 入 -> 斑 可 知 T 一 了 又 将 了 中 每 矩 
阵 区 代 换 为 它 的 转 置 矩阵 X” 所 成 之 集 T' 借 映 射 太一 (X-9 一 
(X7)-: 也 易 知 是 与 了 同 构 的 矩阵 群 ， 诗 于 将 了 中 每 和 阵 工 代 换 为 
它 的 复 共 乞 转 置 秆 阵 牙 所 成 的 集 六 也 是 一 个 与 工 成 同 构 的 矩阵 
群 ， 是 借 映 射 太一 《X-1' 一 CX )-! 来 完成 这 同 构 关系 的 。 我 们 
分 别 叫 了。 Fr"， 严 为 群 工 的 复 共 轿 群 , 转 是 群 ,伴随 群 . 

上 面 说 过 两 个 矩阵 群 等 价 的 意义 . 由 定理 2 之 证 明 过 程 , 又 
知 两 个 同 构 的 矩阵 群 之 级 数 可 以 不 相等 ， 所 以 两 个 间 构 的 矩阵 群 
不 必 是 等 价 的 . 又 同 构 的 两 个 等 级 的 秆 阵 群 也 可 以 不 为 等 价 的 ， 
例如 下 面 商 个 2 阶 三 级 矩阵 群 


1 0 0 一 0 0 | 
0 1 0 0 一 1 0 
0 0 1 0 0 1 
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-一 一 一 -一 一 -一 一 一 一 一 ”~ 


Ta 一 


1 0 0 1 0 0 
0 1 0 | 1 [由 
AD 0 1 ‘0 0 一 1 


是 间 构 的 ， 但 不 是 等 价 的 ， 这 是 因为 两 个 非 单 位 矩阵 没有 相等 的 
迹 。， 当 然 ,等 价 的 矩阵 群 一 定 是 同 构 的 并 有 相等 的 级 . 

特 当 了 是 有 限 阶 的 矩阵 群 时 ， 则 工 中 每 矩阵 DD 之 行列 式 幽 为 
1 的 莫 根 , 这 是 因为 必 有 一 自然 数 5 使 D? 一 E 为 单位 矩阵 的 缘 
故 . 同时 , D* 一 EE 还 说 明了 D 之 最 小 多 项 式 无 草根 , 故 DD 相似 于 
一 对 角 和 矩阵 , 且 这 对 第 插 阵 显 为 本 矩阵 ,因为 也 之 特征 根 全 为 1 之 
略 根 . 这 说 明了 有 限 阶 矩阵 群 T 中 每 第 阵 D 与 一 西 算 阵 相似 ， 但 
使 D 变 为 西 和 矩阵 3S-:D 8 的 变换 矩阵 5 是 随 D 而 变 的 ,于 是 自然 会 
提出 这 样 一 个 问题 , 即 能 否 找 着 一 个 与 忆 无 关 的 变换 矩阵 呢 ? 这 
由 下 面 的 定理 作 了 肯定 的 回答 ， 

定理 3 ”有 限 阶 托 陈 姓 必 与 西 算 阵 群 〈 即 群 中 每 岳 降 为 西 拭 
隆 ) 等 从 

证 明 设 T= {1D Di …，D 为 一 个 7 了 阶 的 # 级 矩阵 群 . 


作 ”级 矩阵 4 一 之 ， DiD;, 则 因 对 每 画 定 的 DC(eT), 由 于 DjD'， 
D;D2s: DD: 也 史记 了 T， 改 
4 一 YD, 一 > (DD,) DD;Y 


i1l 


~ DDDD, 一 D;AD;. 


i=1 、 
义 Di 之 满 秩 性 保证 了 D;Di 之 正定 厄 米 特性 ， 于 是 4 也 是 正定 厄 
米 特 和 矩阵, 故 有 一 西 咎 阵 局 使 
U-1lAU = C= diag 《el 人 23 “3 an) 每 di > 0 
再 令 和 一 diag(W qs V tr'……sV ar) 及 5 二 UA， 则 由 5 之 满 
秩 性 得 知 
SS = {5-1D1S, $7:D,S,.:., S$-1D,S} 
为 一 个 与 T 成 等 价 的 矩阵 群 . 但 
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《8-DiS)0S-D15) = SDSY DHA) = SDUAAUDAS)! 
= SDUCUD(S)! = SD,ADHS)™ 
= SA(S)! = ATIU-IAUA! 
= A-ICA-! = E,, 

说 明了 每 个 57!1D,s 为 本 矩阵 , 故 57'T5 是 西 抵 阵 群 ， 证 完 . 

特 若 工 之 每 矩阵 歼 ; 为 实 矩 阵 时 , 则 定理 3 中 的 4 是 正定 实 对 
称 和 矩阵 , 因 之 这 时 可 选 令 如 为 实 直 交 和 矩阵 , 于 是 是 实 满 秩 的 ,而 
S TS 全 由 实 直 交 和 拖 阵 所 组 成 ( 叫 人 散 实 直 交 和 抢 阵 群 ), 于 是 又 有 

推论 有限 阶 实 和 矩阵 群 必 与 一 实 直 交 矩阵 群 等 价 ， 

问题 ] ” 试 决定 二 阶 二 级 矩阵 群 . 

问题 2 ”有 限 阶 和 矩阵 群 T 中 凡 行 列 式 为 1 的 矩阵 之 集 所 是 T 
的 正规 子 群 ,又 商 群 了 /人 是 循环 的 


$ 2 有 限 阶 矩阵 群 的 完全 可 约 


第 阵 群 的 级 越 小 、 当 然 也 越 容易 研究 。 于 是 当 工 是 一 个 7 级 
垂 阵 群 时 ， 去 寻找 与 了 成 同 构 的 或 退 而 言 之 与 工 成 同 态 的 另 一 个 
级 较 沙 的 抑 阵 群 应 是 值得 探索 的 问题 .。 现在 看 怎样 寻找 这 样 的 
群 . 
如 果 群 T 中 每 矩阵 义 痢 是 形状 为 
Xl 林 
A ( 2 (1 
的 答 阵 ， 其 中 Xl 与 X; 的 级 分 别 为 1 与 +2, ri tr nn, 且 自然 
数 1 与 7 与 XX 之 选取 无 关 , 那 未 容易 验证 : 在 群 T 中 再 取 一 矩 降 


YI +¥* 
a 
0 Y; 
时 .就 有 
XY 炎 
2 
0 XY 


于 是 映射 X > X) 和 XX 一 Xi 痢 是 同 态 映射 (因为 羡 叶 YY 时 ,可 能 
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出 现 有 XX; 一 Y; 的 现象 ), 且 从 + 二 可 知 凡 Xl 之 集合 与 凡 X， 
之 集合 都 是 级 小 于 “= 的 矩阵 群 . 这 就 显露 出 了 如 (1) 形 之 矩阵 群 
的 重要 性 。 于 是 先 界 说 下 面 的 

定义 若 ” 级 矩阵 群 工 与 形状 是 〈1) 的 矩阵 群 等 价 ， 就 员 
为 可 约 的 ， 否则 MM 是 不 可 约 的 . 特 当 工 与 形状 是 


-1 + 人 
4 (2) 
0 0... 4, 


国 由 本 雪 昌 
本 和 本 自 提 
Po 


fT = TBTD:: 0 
关于 有 限 阶 的 矩阵 群 , 有 下 面 的 重要 结果 , 即 
定理 1 有限 阶 的 年 阵 群 或 为 不 可 约 的 或 为 宗 全 可 约 的 . 
附注 “这 定理 的 实质 意义 是 ， 有 限界 的 矩阵 群 如 为 可 约 , 则 必 
为 完全 可 约 。 因 之 ,有限 阶 的 矩阵 群 可 约 与 完全 可 约 是 一 回 事 , 即 、 
为 同等 的 . 
证 明 设 ?7 阶 2 级 矩阵 群 工 一 {D1, D;;, 二 D,} 为 可 约 的 ， 


即 不 妨 令 
Bo 


(i = 1,2,-……，7), 其 中 Pj 与 0; 分别 为 ni 之 1 与 a( 守 1) 级 
的 ,十 二 #, 且 i 与 2 均 与 Di 之 选取 无 关 而 只 与 7 有 关 . 如 
果 能 证 明 使 
Pi OF 
S71DiS 一 | 
成 立 的 * 级 满 秩 矩阵 5 得 与 i 无 关 地 存在 ， 那 末 问 题 就 解决 了 ， 
这 只 要 能 找 得 与 i 无 关 且 满足 关系 式 
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oe | "et 
的 mm X zz- 矩阵 了 就 行 了 。 据 矩阵 的 乘法 和 运算, 可知 (3) 与 


FOit+ Ri=PF G=1,2,.-.-,7) (4) 
同意 义 ， 因 了 为 矩阵 群 ， 故 当 1 7 已 知 时 ， 由 于 适合 DD, Dx, 
之 * 必 存在 ; 即 
Pi RA /P; RA /Ph Rk . 
. oC 网 是 0 人 


和 随 ;7 而 变化 ,为 明显 起 见 记 为 二 ij, 则 从 (5) 式 就 有 
PP = Pi;, QO;0; = Qi;s PiR;+ RQj;= Ri 
将 上 式 中 最 后 一 个 的 两 端 右 乘 以 87!, 并 利用 第 二 个 式 子 ,可 得 
PiRio + Ri = RiQF! = Rio7o0， 
故 当 i 跑 遍 1, 2,…, 7 而 求 和 即 得 


至 了 
Pi ， D2) RQ7' 十 7Ri 一 (> RQ ) " Qi. 
j=1 j=1 


因 工 是 群 ， 故 固定 i 后 当 1 跑 遍 l, 2»>""*, 7 时 ， 3 也 必 跑 遍 1， 
2,…,7Y， 故 


之 Ri 六 一 六 RiQ# = M 
是 一 个 与 TT 有关 而 与 中 个 别 元 D; 之 选取 无 关 的 和 X 2 和 矩阵. 
于 是 一 一 三 M 确 能 满足 (4) 式 .定理 1 获 证 . 


由 这 定理 1, 可 知 研究 有 限 阶 的 矩阵 群 ,其 实质 问题 就 是 楼 研 
帘 术 可 约 的 矩阵 群 。 关 于 不 可 约 的 矩阵 群 , 易 证 下 面 的 
定理 2 ”若是 一 hho cet a 


PE 


定理 1 者 风 二 放 全 后 本 后 计 二 下 本 河 明 克 如 
于 是 紧 接 着 应 问 一 个 有 限 阶 矩阵 群 为 不 可 约 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
这 个 问题 的 解决 有 赖 于 下 面 的 

引 理 设 T= {D, Da D,} 与 Do = {Fi, Fa ， F.,} 
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是 而 个 Y 阶 的 不 可 约 代 降 本 ,分别 为 = 级 与 ”名 的 ， 如 有 一代 队 
5 便 DS 二 SPiG 二 1 2 7)， 则 下 列 卫 性 厄 省 有 一 为: 

GD 5s 为 零 逢 阵 (s = 0)， 
或 

(ii》 s 为 满 秩 的 因而 这 时 mm 一 = 且 了 与 To 等 价 ; 胡 当 m4 
时 必 有 8 一 2 

证 明 令 S5 的 m 个 4 元 列 向 量 顺 次 记 为 wu wm， …，om， 即 
5 一 《cy oo) 则 了 ;3 的 第 个 列 向 量 为 Daj; 即 

DS 一 (Dioy Dio2,*" *, Di0m)» 


SsP, 的 每 个 列 向 量 为 Ci> 0G2> “Im 的 线性 组 合 , 邵 
SP 一 ( ears > cot D) clan), 
此 二 1 w=1 kl 
但 F; 一 (c 刀 。 


假定 8 0, 令 基 秩 为 1, 则 0 过 7 过 min(m, #)， 可 不 失 一 
般 性 设 Os O29" > Oy 线性 无 关 , 因 而 ar cn 都 是 ol oz 全 


og, 的 线性 组 合 , 故 再 从 DiS 一 SR， ( 即 Dg; 一 bp cv 可 知 
二 1 


Dio = 2 to (i 一 1， 2 》 m). 《6) 
R=1 


今 作 一 个 ”级 满 秩 矩阵 P， 使 其 前 > 仿 列 向 量 为 cr， 办，or， 
并 以 T19 T23 ”3 Ya 一 r 表示 其 后 星人 一 个 列 向 量 ， 即 P= 《al “ys 
Ory TI153 "> 7 则 从 (6) 式 得 


A ti 


: : 来 
sc 
0 * 
故 当 + 二 # 时 ,T 为 可 约 的 ,不 可 .不 得 不 有 ?+= 二 7 所 
但 从 等 式 Ds 一 SF; (i 一 1, 2，"…, 7) 的 两 边 取 转 置 又 有 
FS 二 SDi， 而 TT 一 {Fi Fi，F 为 不 可 约 的 (定理 2), 且 
$' 的 秩 = 5 的 秩 + >> 0, 故 从 刚才 证 明 过 了 的 情况 又 得 + 二 所 
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由 是 ,有 ， 一 # = %, 即 3 是 满 秩 的 。 引 理 完全 获 证 .。 
从 这 引 理 ,可 得 判断 不 可 约 性 的 
定理 3 有限 防 短 阵 于 0 D,，…，D,} 为 不 可 绝 的 


LE 


证 明 先 设 不 可 约 ， re es 则 
不 论 4 为 任何 数 馆 有 Di(S 一 4E) 一 (8 一 4E)D;, E 为 单位 矩 
隆 .于 是 ,由 引 理 得 知 或 5 一 2E 二 0 或 5 一 4E 为 满 秩 的 。 册 于 
1 的 任意 性 , 可 知 当 4 二 “为 S 的 一 个 特征 根 时 ,5 一 aE 决 不 是 
满 秩 的 , 敌 5 二 aE 为 纯 量 矩 阵 ， 证 明了 条 件 的 必要 性 . 

反之 , 假定 从 关系 式 DiS 一 5Di (i 二 1, 2，……,7) 便 得 3 为 
纯 量 矩阵 .这 时 , 荷 若 了 为 可 约 , 则 由 定理 1 知 为 完全 可 约 ， 故 
有 满 秩 矩阵 了 使 疡 'TP 中 每 矩阵 具 


A 0 
PD;P = | 0 A ) 3 之 2 
) 


hg 
的 形状 ,其 中 < 之 级 了 (i 一 ly 2 4) 与 i 无 关 。 故 若 这 时 


令 
0 ) | 
V = oz 也。 5 
| 0 i 


ly C22> ”3 0 为 任意 数 , 则 因 显 然 有 
ms 。 Ne 
V :PDP= | mA = PDP. V, 
GA : 


故 PVP-!. Dp; = 也. PVP-!, 厕 握 题 设 知 PYP-: 为 纯 量 矩阵 ， 因而 
7 自身 也 是 纯 量 矩阵, 非 所 许 , 故 说 明 TT 证 完 ， 
出 这 定理 3 不 难 获 知 下 面 的 - 
推论 1 设 T= {Di, Di,…, D,} 与 To={Fi, Fa,*.*, F,) 
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是 两 个 7 阶 的 不 可 约 矩 阵 群 。 营 有 二 个 矩阵 5, 使 Pi3 一 SP 
DT = TF; 人 一 1 2 7)， 则 S 与 了 之 差异 仅 为 一 二 常数 因 
我 

事实 上 ,如 S 及 了 中 有 一 为 零 矩 阵 , 结 论 显然 正确 ， 故 需 考 卡 
的 是 5 0 及 了 六 0， 这 时 据 引 理 可 知 5 与 都 是 满 秩 的 , 因而 
与 To 同 级 ,于 是 再 由 题 设 知 

SDS = Fi;= T™ DT, 或 T7571、 D;= Di,: TS-!, 

故 由 定理 3 得 知 TS-' 一 48 为 纯 量 矩阵 ,证 完 . 

关于 交换 群 ,又 有 

要 2 ”有 限 阶 生 阵 群 一 Ds D1,…，D;) 如 为 交换 群 ， 


和 


-证明 如 不 可 多 则 因 对 每 pk 本 有 关系 式 DiDs DiD， 
Cf 3 1， 2 7), 故 据 定理 3 知 Di: < orE 为 纯 量 矩阵 ( 一 1, 
2,-… ，7), 因而 由 了 之 不 可 约 而 据 定 义 知 每 D4 为 一 级 的 , 即 Dx 
为 数 . 

如 工 可 约 , 由 定理 1 得 知 工 应 为 完全 可 约 , 故 有 满 秩 矩阵 使 


- ~ 0 
P-'DP = A 
0 . 


如 名 
A 站 为 nj 级 的 ,#2; 与 i 无关 ， 且 对 每 i (i 一 1,2,*… s,s) 相应 的 
A}, A A 所 组 成 的 群 rT 站 I,) 为 了 之 不 可 约 成 份 . 
I 之 交换 性 当然 保证 了 TT; 是 交换 群 , 故 T; 是 不 可 约 的 交换 群 ， 又 
加 到 刚才 讨论 过 了 的 情形 ,; 即 了 为 一 级 的 . 证 完 . 
附注 ”推论 2 的 实际 含意 是 说 没有 级 大 于 1 的 有 限 阶 不 可 的 

的 交换 矩阵 群 . 

问题 1 7 个 关 级 厄 米 特 矩阵 Dl，D;,".*，D; 之 集合 如 
成 群 《 叫 工 为 厄 米 特 矩 阵 群 ), 试 证 >12?*， 换言之 ,有 限 阶 的 厄 米 
特 和 矩阵 群 之 阶 等 于 2 之 宪 ， 

问题 2 除 单位 元 群 外 , 没有 奇 阶 的 厄 米 特 拔 阵 群 。 又 有 限 
阶 掺 米 特定 阵 群 了 中 每 官 阵 是 正定 时 ,T 也 只 能 是 单位 元 群 . 
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$3 代数 整数 


这 一 节 只 叙述 为 后 面 要 引用 的 有 关 代 数 整 数 的 一 些 基 证 要 


念 : 

定义 “及 系 为 有 于 数目 首 硕 系数 和 于 1 的 多 项 忒 1 一 
x 之 根 <“《 即 flo) 一 0) 统统 叫做 
代数 整数 . 

由 这 定义 易 知 下 面 的 

定理 1 有 理 数 为 代数 整数 的 充 要 条 件 是 它 为 有 理 整 数 . 


事实 上 ， 任 何 有 理 整 数 。 显然 是 首 项 系数 等 于 1 的 一 次 整 系 
数 多 项 式 * 一 “的 根 , 故 “为 代数 整数 ， 反 之 , 若 有 理 数 一 为 代 
数 整数 ,其 中 (es, 5) 一 1, 则 有 多 项 式 f(x) 一 x? 十 cx! 十 … 十 
co-iz 十 cui ci 都 是 整数 ,使 攻 之) 一 0, 于 是 就 有 

一 522 = aed 十 二 cba 十 cea"!), | 
即 al&", 故 由 (s,5) 一 1 得 a 一 土 1, 即 和 为 有 理 整 数 ,证 完 .， 
定理 2 ”代数 整数 的 和 、 差 、 积 仍 为 代数 整数 . 
证 明 设 % 与 8 是 两 个 代数 问 娄 ， 分 别 为 下 列 一 方 种 
xz 十 ax 十- 十 an-r 十 am 一 0 《0 
与 A 
za 十 Dr 十 -十 bx 十 bs 二 介 (2) 
的 根 (a 与 全 是 有 理 整 数 )、 今 将 0 与 BP 的 mm 个 塞 积 ip 
(0 和 2 把 10< 和 7 一 n) 任意 地 编号 ， 记 为 ooty oz ,0 (s < 
mi). a 
现在 来 研究 (a 二 Boj 一 (a 二 pop 一 ol 有 + op 
若 # 十 1 一 力 或 wv 十 1 一 w, 就 将 ao” 用 一 419g"! 一.… 一 
4m-10 一 和 或 外用 一 28 一 一 加 -2 一 bs 去 代 换 ， 而 得 汉 
(a + pw; = CD] 十 C2003 十 一 “十 Cf. ” £3) 
sr2li3s 


形 人 一 1， 2 +, 35), 其 中 Cts Cj23 ”了 ci: 全 是 有 理 整 数 . 至 于 
# 十 1 世 mm 以 及 v 十 1 达 # 有 时，(3) 能 成 立 自明 ， 


由 (3) 式 , 得 

(g++ A)— en 一 5 和 一 Pt 
| 《a 证 6) 一 一 ax 一 0， 
a Ey (a 本 8) Cy 


展开 这 行列 式 并 按 (a + BP) 的 降 罕 来 排列 ,就 得 到 
《az 十 BF 十 ca 十 BIT clo+ f+ c= 0; 
因 每 cy 为 有 理 整 数 ， 故 每 c4 也 必 是 有 理 整 数 ， 于 是 据 定义 确 知 
“十 8 为 代数 整数 . 用 同样 的 方法 可 证 a 一 8，op 也 都 是 代数 整 

数 ， 证 完 . 

据 定义 , 知 代数 整数 为 有 理 数 域 上 一 个 多 项 式 的 根 , 故 易 知 
4 也 必 为 有 理 数 域 中 无 限 多 个 多 项 式 的 根 ， 于 是 自然 会 提出 这 样 
一 个 问题 ， 即 在 有 理 数 域 中 为 代数 整数 c 所 满足 的 最 低 次 多 项 式 
究竟 有 些 什么 性 质 呢 ? 为 回答 这 问题 , 先 证 明 

设 1(x) 与 g(*) ee 


人 


证 明 令 f(2) 二 aor 十 ar 十 十 ast 十 443 8g(%) 一 
Box™ 十 bx Tt Bn tT bm (Cd0s el oa)=-= 1 = (60, 
2 bm)， 茄 若 f(x) - g(x) 之 各 项 系数 不 互 素 , 即 都 能 被 一 
府 数 请 整除 ， 则 由 (aos at，ar) 二 1 二 (bos 2 bmw) 可 知 
必 有 一 44 与 5 使 ptai 与 时 和 而 当主 和: 时 恒 有 pila: 以 及 当 
1 二 时 恒 有 p16;, 于 是 x)，g(x) 之 展开 式 中 含 蜂 x"t” 店 ! 为 
项 的 系数 等 于 

agbits 十 awbitstt ot qt- 十 GE 十 arnbes 十 
十 getribi 十 erHBo， 

其 中 除 a.5, 外 其 余 各 项 都 能 被 ?整除 《注意 上 式 的 书写 纯粹 为 了 
对 称 , 可 能 有 其 些 ai 及 5, 不 存在 ,例如 当 4># 或 .: ”mw 时 就 是 


* la* 


了 ART 


这 样 , 这 时 就 令 4 一 0, b, 一 0, 并 不 有 损 证 明 的 一 般 性 ), 故 结果 
则 知 fx)g(x) 中 合 zf 项 的 系数 不 能 为 整除 ,与 上 述 之 反 
证 法 的 假定 相 矛 前， 故 引 理 成 立 ， 

现在 可 回答 一 代数 整数 “ 所 满足 最 低 次 的 有 理 系 数 多 项 式 的 
性 质 这 个 问题 * 即 

a 设 2 为 代数 整数 所 满足 的 最 低 次 有 理 系数 多 


市 人 
本 


和 


A 

证 明 假若 g(x) 在 有 理 数 域 中 不 既 约 , 如 令 p(x) 一 gz) 
2(%) ,gi(x) 之 系数 为 有 理 数 (i 一 1]，2) 旦 次 数 都 小 于 p(x) 之 
次 数 ， 则 从 p(w) 一 0 得 ma) ' gxXa) 一 0, 故 或 有 gio) 一 
gx0) 一 0, 二 者 必 有 一 ,这 都 和 p(x) 为 最 低 次 之 假定 相 了 矛盾 . 于 
是 p(x) 必 为 婚约 的 ,Ci) 获 证 . 

由 于 对 任 一 个 有 理 系 数 之 多 项 式 f(x), 必 有 使 fx) 型 q(x*)。 
P(x) 十 r(x) 成 立 的 二 个 有 理 系数 多 项 式 g(x) 及 r(x)、 有 生 或 有 
r(x) 于 0, 或 r(x) 之 次 数 小 于 plx) 之 次 数 , 故 从 ple) 一 0 得 知 
f(a) 二 r(g)， 因 而 所 p(x) 为 最 低 次 之 意义 ; 确 知 当 +(x). 壮 0 时 
应 有 r(a) < 0， 随 而 fla) 六 0。 于 是 fa) 一 0 的 充 机 条件 是 
r(x) = 0。 即 p(x) [fCx), (i) 获 证 . 

& 是 代数 整数 即 说 明了 有 一 多 项 式 

F(x%) = XxX” 十 axr™ 1 十 十 dm-iX 十 dyw 
使 F(a) 一 0， 式 中 B13"""3 Gm 都 是 有 理 整 数 ， 于 是 据 Cii) 得 知 
F(x) = p(x). g(x) ylx) 具有 理 系 数 . 今 令 

Px) 一 xz 十 dz 十 十 dt 十 Go (ad; 为 育 理 数 )， 
若 能 证 明 每 di 为 有 理 整 数 ,问题 就 解决 了 ， 
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事实 上 ， 可 写 g(x) = is) 形 ， 式 中 (4, 门 一 1 且 
piKx) 二 Cox" 十 cx” 二 二 Crt Cc 之 系数 [ 全 为 有 理 整 
数 ,又 co 之 0 以 及 (co, cb ……，cs) 一 1， 同 理 ， 可 写 gb*) 守卫， 
B1(x), 式 中 g1Cx) 一 Box* 十 brx* 十 十 Bk-Ix 十 bi 之 上 全 为 
有 理 上 整数， bo 0， 且 (bo, bis Dr) = 1 ， 同时 可 设 (7, 0) = 
1， 于 是 从 F(x) = px) g(x) 得 

Pir) gr) = 人 ~ F(x). (4) 


但 据 引 理 已 知 二 F(x) 之 系数 全 为 整数 且 它 们 的 最 大 公 因 数 又 


为 1， 人 和 pT 一 Mr, 即 下 (xz) 王 piKz)， gi(x), 因而 再 
比较 最 高 次 宕 的 系数 则 得 cot = 1， 不 得 不 有 5 = co 一 1; 于 是 
再 利用 关系 式 

二 ci = di Gi = 1, 2,---, nn) pe 1 

2 下 


号 上 又 得 到 4 一 py, 随 而 从 (4, 4) 一 1 得 4 一 pp 二 1 故 di 二 
(i = 1,2,.….，, n) 为 整数 ， (ii1) 获 证 ， 

定理 3 证 完 ， 

从 定理 3 知道 若 «为 代数 整数 ， 则 在 有 理 数 域 中 必 有 这 样 
一 个 婚约 多 项 式 

PLX) 一 2 十 cixr 1 十 … 十 cz 十 cas 

其 首 项 系数 为 1 而 其 它 各 项 之 系数 c; 全 为 有 理 整 数 ， 使 有 < 为 
根 。 由 于 p(x) 之 婚约 性 ,得 知 其 = 个 根 go? 一 ay a,…… ,a 两 
两 互 异 ， 今 后 也 它们 都 是 的 共 思 数 。 因 之 ,代数 整数 < 的 共 应 
数 也 是 代数 整数 ， 

关于 代数 整数 之 共 统 数 的 问题 ,有 下 面 的 

定理 4 设 Ss ECx) oi 系数 的 多 项 式 ， 者 


本 和 下 


a ee ne 8 


Ey) ee co， a a = 
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= 的 共 全 数 ， 


证 明 作 一 多 项 式 F(o) 一 了 [z 一 sg(oo)]， 因 F(z) 之 


系数 是 以 有 理 数 为 系数 的 ac ，a2,……，w%” 之 对 称 多 项 式 ， 故 
F(x) 之 系数 全 都 是 有 理 数 .又 因 代 数 整 数 gfKa) 为 F(x) 的 根 * 故 
据 定理 3 得 知 f(x)|FCx)， 式 中 f(x) 一 xz 十 ax 十 二 
4m-tx 十 4m 《4i 为 有 理 整 数 ) 在 有 理 数 域 中 既 约 且 有 fg《o)) 一 0 
由 于 f(x) 为 F(x) 之 因 式 , 故 fx) 的 全 部 根 ( 即 gCo) 的 共 斩 数 ) 
必 为 F(w) 之 根 ， 因 之 全 都 在 ga 路) 中 出 现 Qi 二 1, 2,.…, +)， 
证 完 . 


$4 群 特征 标 


我 们 知道 : 和 矩阵 的 迹 ( 即 其 对 角 线 上 元 素 的 和 ,或 与 之 有 同等 
意义 的 是 矩阵 之 特征 根 的 和 〉 在 矩阵 的 研究 中 是 很 重要 的 一 个 概 
念 ;, 因 之 研究 矩阵 群 时 ,自然 会 提出 这 样 一 个 问题 ， 即 群 中 各 个 矩 
阵 的 迹 对 于 抵 阵 群 究 竟 有 怎样 的 影响 ”为 此 , 先 界 说 下 面 的 

定义 ”年 阵 群 T 中 每 矩阵 局 的 迹 trD 特 用 符号 Xr(D) 来 表 
示 , 即 xrCD) 一 trD,DET: ; 像 这 样 定义 在 群 了 上 的 函数 Xr 叫做 
群 Tr 的 特征 标 ， 

例如 在 群 


中 有 XrCE) 二 3, XrCA) 一 1， 
矩阵 群 的 特征 标 有 一 些 简单 性 质 , 即 
定理 1 设 7 为“ 航 第 阵 嫩 , 则 有 有: 
0 
浊 各 相等， 
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特 当 工 为 有 限 阶 时 ,又 有 : 

《ii) |Xr(D)| 声 w, 对 每 DeT; 

《iv |Xr(D)1 二 4 的 充 要 条 件 是 D = e*E, 

(Cv) Xr(DD) 为 代数 整数 . 

证 明 (i) 为 真 由 定义 自明 . 再 设 Pi, D; 在 群 了 的 同一 个 共 
轿 元 类 中 , 即 有 DE 使 D; 一 Dm"'D1,D， 于 是 据 相 似 和 矩阵 有 相等 
的 迹 得 知 Xr(D,) 一 Xr(D1), 故 (让 成 立 ， 

特 当 T 为 有 限 群 时 , 令 oCT) 二 7, 则 T 中 每 矩阵 DD 守 有 D7 一 
E, 之 关系 , 故 DD 之 最 小 多 项 式 无 重 根 ,因而 有 湾 秩 矩阵 P 一 PCD) 
沁 . 

PDP = diag(a; es + , os)s 
于 是 E, = PT'D’?P = (PDP)? 一 diag(ol ais:, 0%), Bal1, 
@ 为 1 的 7 次 加 根 , 故 |XrC(D)] 一 [Zoi| 委 王 lw 一 mn，(iii) 获 
证 . 

又 易 看 出 |XrC(D)|] = ”的 充 要 条 件 是 13ai| 一 la;]， 而 
|2ai| 二 21a;| 的 充 要 条 件 是 4 个 复数 m 在 复 平面 上 所 表示 的 4 
个 点 与 坐标 原点 同 在 一 条 直线 上 且 都 在 坐标 原点 的 同 侧 ， 因 而 从 
lz,| 一 工 可 知 它们 由 于 都 在 单位 圆 上 就 不 得 不 重合 , 即 mm 一 … -一 
au 一 cf 故 

D ~ diagfKoly oj *s G4) = diag( el ,++, e119) = etE,, 

不 得 不 有 了 一 cE,, (iv) 获 真 . 

o 既 为 1 的 符 根 ， 所 以 ww 都 是 代数 整数 ,于 是 由 $3 定理 2 得 
知 XrCD) 一 Za; 也 是 代数 整数 , 即 (v)》 为 真 。 

定理 1 完全 获 证 。 

$2 里 曾 说 过 研究 有 限 阶 算 涟 群 的 本 质问 题 是 只 需 研 究 不 可 
约 的 矩阵 群 。 现 在 也 就 来 讨论 有 限 阶 不 可 约 和 矩阵 群 的 特征 标 . 

设 T 二 {Di; DD,-… sD,} 为 了 Y 阶 的 不 可 约 和 矩阵 群 . 对 任 一 
知 阵 C, 作 相 应 的 矩阵 

Pe = DS, DCDs 


i=wl 


了 1 各 w 


te ee ee cover eee Ep pe te 


ee ee ee a 


则 因 对 每 DeT; D.DP; 与 DiG 一 1， 2，…，7) 都 跑 裔 了 玖 
= DDicpr' = HCD.D)CDD), 


del 


因而 
Yr 
DP = >),D.DCD 一 > (DD)C(DD)'D, 


了 二 1 


二 [> (DD)CCD.D)"| D, 一 PeD,, 


i=1 


故 据 $2 的 定理 3 得 知 Pc 为 纯 量 矩阵, 记 为 
Pe tec- EF. 
再 令 D, 一 (a?)， 若 C 一 (ei), 则 因 C 任意 ， 故 对 于 任 一 

组 自然 数 偶 (#, k) 取 

| 1, (i, 7) (4,) 时 ， 

”Uo, 当 G, 站 = (4, 时 
后 ,并 令 相 应 的 tc 以 44 表示 ,这 时 就 有 

ME=ic: E=P=— >》,D,CcDr', 


r=1 


而 后 者 第 ; 行 第 ; 列 交点 处 的 数 为 
和 oncnag 站 一 2 ao 


1=1 oo,r=l 


(2 为 了 的 级 ), 故 不 得 不 有 
Depa (pz 一 NRAGijy (1) 
式 中 6; 一 1G 一 j 时 ) 或 二 0(i x j 时 )》， 


今 令 (1) 中 的 1 玫 1!， 然 后 使 i 由 1 逐步 地 变 到 s, 并 再 相 加 
所 得 的 结果 ,就 有 


pk mm 允 放 。 D0 ~ > Dag 2) 


i=1 += 


-3 (Dolo) 


fel 1wl 


* 219° 


心 > D7iD, 之 第 行 常委 列 交点 处 的 数 


一 了 GAN 
于 是 ， 
2 一 二 sk (2) 
再 将 (2) 代 人 (1) 中 ,得 
Sa 工 Onn6it (3) 
因 之 再 令 i 一， a 时 ,从 (3) 式 即 得 
> cc) 一 TB (4) 


于 是 再 令 (4) 中 的 ,都 从 1 加 到 w， 则 得 
> S a 2 CS 人 NG 一 i 一 


二 太太 一 】 为 ， 太 二 1 


然 上 式 左 疹 显 然 又 等 于 
> cg (2 dA ) = > Xi(D) + XA D7'), 


fl] 二 1 


故 有 
六 rr(D) 好 (DzD 一 7. C5) 


男方 面 ， 若 机, 1 … ,4 为 某 个 D; 的 # 个 特征 根 ， 则 ,， 
和 0 为 万 ,之 特征 根 . 由 一 1 得 神 二 1, (02 有 六 一 世故 
了 从 XX 六 0 必 有 7i 一 1, 一 47', 证 有 明了 和 ,各 ;… ,6 为 Dn 
之 * 个 特征 根 , 因 之 Xi(D;) 一 Xr(D7), 以 之 代入 (5) 中 就 有 


r— > KD,) .XRD:) 一 和 GD) + Xr(D.) 


es 2 XrCD,) 1’, 
这 就 证 明了 下 面 的 
» 22D。 


定理 2 7 阶 不 可 约 气 阵 群 工 的 特征 标 Xr 满足 关系 式 


了 >, Xr(D). 困 (CD-0 一 xD = 


因 特 征 标 Xr 是 一 个 类 函数 , 故 又 可 证 

定理 3 设 T 一 {Di, Ds …, Di} 为 一 个 7 阶 不 可 约 的 
级 阜 阵 群 ， 它 有 > 个 共 回 类 ， 分 别 含有 hr( 一 1), 加,"…, bh, 个 矩 
降 ， 藻 信 合 如 个 年 隆之 项 半 由 年 隆之 特征 奈 让 以 x82， 则 有 关 
系 式 

0 ,XE So, eX 

式 中 每 cii; 为 非 负 的 有 理 整 数 . 

事实 上 ， 为 叙述 简洁 计 ， 食 访 个 矩 降 之 共 暂 类 叫做 工 的 第 了 
个 共 亏 类 , 并 令 M ,为 第 ;个 共 示 类 中 访 个 矩阵 的 和 。 因为 用 
之 每 矩阵 D, 变 第 半 个 共 箔 类 中 所 有 年 阵 之 形 , 其 结果 仍 为 这 第 ; 
个 共 琶 类 中 的 所 有 和 矩阵 , 故 Di'M D: ~ Mi, BE M.D, — DiM', 由 
$2 的 定理 3 得 知 


af ， XiEns (6) 
于 是 ， 24 一 uM; 一 hiX 人 0 因而 得 到 
2 = 4 Wy) 


另 方面 。 据 第 一 章 $7 定理 17 易 知 MiM; 等 于 群 了 中 若干 个 
共生 类 的 年 阵 之 和 ， 
即 MiMj™ cinMit cizMi+ a CirM,, 
每 ci 为 非 负 的 有 理 整 数 , 故 由 (6) 式 得 
Mad; st CFA 十 5 二 :十 Cijrhry 
再 所 《7) 式 得 
A 


由 定理 3, 可 得 下 面 二 个 推论 ， 
» 221+ 


推论 1 每 个 4 为 代数 奖 数 . 


事实 上 ,在 证 定理 3 时 所 得 的 等 式 
hidi 一 ci 和 二 cp 二 
中 ;车 让 i 固定 ,而 让 7 从 1 变 到 +, 就 得 到 7 个 等 式 , 如 
| Cem CO— A cmhdid+ :+ cnrd, = 0, 
ci 十 《ci 一 2 十 十 coar 一 0。 


和 


(8) 
cin t cmd +t en — 4 = 0. 
着 为 一 0 4 一 上- 当然 为 代数 整数 ， 若 如 和 0， 由 (8) 
知 必 有 


Ci — di Ci12 Cjlr 
Ci Cin2 一 A Car 0， 
Cirl Cir2 “rr 一 
展开 这 行列 式 后 , 则 知 天 为 首 项 系数 等 于 1 而 其 它 系 数 是 有 理 整 
数 的 一 个 上 次 多 项 式 的 根 , 故 据 定义 知 
RX 
ns se 


为 代数 整数 .证 完 ， 


事实 上 ,用 定理 3 中 的 记号 , 据 定理 2 得 
y 一 人 XAD): KP) 一 人 1r(D)，XrCD) 
Der Der 


XOXE + xP XE + 十 有 0X 介 ， 


但 和 xf 是 代数 整数 《推论 1)，XP5 也 是 代数 整数 (定理 1 之 
(v)), 故 
7 XE ts 


= Pp 本 0 
: Tr 
人 


为 代数 整数 《$3 的 定理 2), 即 有 理 数 二 是 有 理 整 数 〈$3 的 定理 
1), 证 完 . 

问题 1 了 阶 的 * 级 第 阵 属 中 Xr(D》 ~ a《D eT) 的 充 要 
条 件 是 也 为 之 单位 元 ( 即 单位 矩阵 ). 

问题 2 ”有限 阶 不 可 约 挎 阵 群 里 任 一 个 共 移 类 中 竹 阵 之 和 
是 一 个 纯 量 和 矩阵。 又 群 了 中 所 有 穗 阵 之 和 也 是 一 个 纯 量 和 矩阵 ， 


了 一 1 


$ 5. 表现 论 的 基础 知识 


有 了 前 几 节 的 准备 ,容易 讨论 表现 的 理论 。 先 从 定义 开始 . 
定义 1 如果 怎 阵 群 了 是 二 抽象 群 的 同 态 像 (C ~ 了 ), 就 
叫 工 为 G 的 表现 ， 当 T 为 不 可 约 和 矩阵 群 时 ， 就 叫 T 为 G 的 不 可 约 


局 构 过 更 

例如 使 抽象 群 G 之 每 元 都 对 应 于 自然 数 1, 显然 可 知 这 是 一 
个 同 态 对 应 , 故 它 是 G 的 一 个 一 级 表现 (任何 一 级 表现 当然 是 不 坷 
约 的 ), 今 后 叫 这 样 特殊 的 一 级 表现 (不 可 约 的 ) 为 G 的 恒 黎 表现 . 

如 不 特别 申明 ， 今后 讨论 的 都 是 有 限 群 ， 首先 有 

定义 2 次: 险 护 梨 玉 C 之 全 部 元 为 Xo 1, xis-*"", 二 8 一 13 
今后 常 以 Gi{xo» X12 *y rr-i} 表 之 ， G 之 表现 T 中 的 上 托 阵 一 一般 记 
为 Tu，Ts-…，Tae_ 2， 即 与 群 6 之 元 ** 相对 应 的 短 阵 为 Tu- 


DD 一 般 讲 ,8 个 扰 阵 reosray--srse 不 是 下 异 的 ,实际 上 ,着 是 7 阶 的 ， 则 有 
G~T 得 rlg， 而 8 个 矩阵 Twi Gi = 0, 1 -8 一 17 中 每 个 都 重复 地 出 现 二 
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又 第 阵 Ts 之 迹 简 记 为 zr(z)), 即 Xz) 一 ru。 这 时 , 叫 
XrCxo), XrCx1),- “> XrCx,,) 
为 登 G 在 表 开 内 的 特征 标 系 、 
0 Xr《xo) 一 ?为 工 的 级 易 知 G 的 恒 同 表现 的 特征 标 系 
为 1， 1( 共 & 个) 为 简单 计 今 后 就 用 数 1 来 表示 . 
站 故 今后 着 重 研 
究 有 限 群 的 不 可 约 表 现 ， 其 中 一 个 很 重要 的 问题 是 


定理 1 设 与 A 是 & 只 a xy a 之 加] 个 


CE 


证 明 设 $ 一 了) 了 44,, 则 对 每 ze G 就 有 


-1 
TS 一 OD TasAA = DI TaleAd A A 
w= 和 . i=0 . x 


< -1 #1 ; 
ee 之 Pe A A sya - (2 Toane yu) ex 
== SA 
即 Tes 一 S4-k(K 一 0,1:2……，8g 一 1 故 气 52 的 5[ 理 ， 由 于 
了 与 4 之 不 等 价 即 得 S 一 0. 证 完 . 
附注 ”这 里 要 说 明 一 下 : ”从 表面 上 看 好 像 用 不 上 $2 的 引 理 >. 
因为 那里 的 两 个 不 可 约 撼 阵 群 有 相等 的 叭 * 这 里 的 两 个 不 可 约 表现 
群 了 与 4 不 一 定 有 相等 的 阶 , 这 是 问题 的 表面 现象 但 与 问题 的 实 
质 无 关 ， 因 为 我 们 完全 可 以 用 证 明 $2 的 引 理 的 同样 的 方法 来 证 明 
5 二 0. 也 就 是 说 , 令 5 的 闫 个 二 元 列 向 攻 为 cl 9:…， om 如 5 的 
秩 + > 0 ,可 证 rf = no 态 my 又 从 A 一 ST 可 证 ” 王 力 委 2， 于 
是 8 满 秩 而 有 3 rs3 一 4 即 了 与 4 等 价 , 不 可 . 
由 这 定理 1 可 得 一 连 串 推论 . 
推论 1 若 T 为 2 阶 群 6 的 恒 同 表现 ， 则 之 和 re) 一 8; 若 
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『 为 G 的 非 恒 同 表现 之 不 可 约 表 现 , 则 > xr) = 0. 


EG 
证 明 ”前 一 个 结论 的 正确 性 显然 . 今 设 T 是 6 之 一 个 非 恒 同 
不 可 约 表现 .这 时 令 A 为 G 之 恒 同 表现 , 则 A 为 一 级 的 , 故 令 4 为 
任 一 个 ”元 列 向 量 (x 为 了 的 级 ), 所 定理 1 就 有 
DTAA nt: = DI TA 0. 《1) 


EG 六 攻 写 
a df ale 
tx) (x) ‘zx) 
a 如 | 
T。 一 | 和 "2 ” 


a a a 


并 让 4 分 别 取 


1 0 0 
0 1 
1™ 0 sy 2 ™ 0 外 sw ™ 
0 
0 0 1 
后 再 代入 (1) 中 ,就 得 到 
Qi? Ci a 
{r) (x) (x) 
到 | | m0. | 
革 攻 刀 AEG 和 ET 了 
ei a 吉 


因 市 对 任何 的 i, 7 一 l, 2,-.",n, 恒 有 
>) a = 0， C2) 


E 站 
利用 (2) 式 叉 得 知 : 
Dy) XT) 一 Dj (a+ 4 十 十 4 凤 
者 所 加 EG 
— 53a- > (> a ) = 0， 
EG drl fm] ‘*EG 
证 完 。 
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以 推论 1 的 证 明 过 程 所 得 到 的 (2) 式 又 证 明了 
推论 2 ”者 了 是 有 限 群 < 的 任 一 个 非 恒 同 不 可 约 表现 ， 则 当 
FT- 一 (exe 时 ， 就 恒 有 


和 


> 2 他 == 0. 


区 EC 


附注 ”推论 1 的 第 二 个 结论 用 矩阵 群 的 语言 来 描述 是 这 样 的 : 
是 > 阶 的 不 可 约 撼 阵 群 、 则 当 Y>1 时， 


设 了 一 {D,, Za 


又 用 滤 阵 群 的 语言 去 描述 推论 2， 则 为 : 


设 了 与 4 是 8 于 之 下 不 可 的, 是 
g， 当 了 与 4 等 价 时 ; 
0， 当 T 与 4 不 等 价 时 . 
车 令 定 理 1 中 的 7Xm- 


推论 


> Xr(x) * Ka x ) -| 


EG 


证 明 令 工 与 4 之 级 各 为 二 与 加 


和 


2 Xr(Di) = 03 


* 


设 T= Dy, 


和 矩阵 4 一 C-，C- 表示 在 第 7 行 第 s 列 交点 处 的 数 是 1 而 其 他 处 
的 数 全 是 0 的 一 个 = x m- 和 矩阵 , 则 据 定 理 1 可 知 当 T 与 4 不 等 价 


时 就 有 
2 TCr A nn 0， 
EG 
故 若 令 
2 a oo ols) BF 
Tr 2 和 和， "as) Ey bs 
a em 
则 《3) 之 意义 为 


《rr 一 1 2 
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‘sn ss1 = 1,2, 


Daf by 一 0 


to 


‘1 


(3) 
2 
2 
了 > 
吉 … 如 
C4) 
由 《4) 式 得 


> Xr(x) - Xa x-!) 一 > (> (过 5 


~ 3 5 (5 a) 0, 
t=1 f= ‘*éo 
证 明了 第 二 个 论断 ， 


第 一 个 论断 的 正确 性 也 易 证 : 事实 上 , 据 54 定理 2 之 证 明 过 
程 ,已 知道 XiKz-D 一 Xi(2)3; 又 因 相似 年 阵 有 相等 的 迹 ， 故 当 了 
与 4 等 价 时 , 必 有 Xr(x) = Xu(x); 于 是 
> XrCx) Kalx-!) 一 > Xr(x) .XrCx) 一 g ($4 定理 2)， 


证 完 . | 

定理 2 设 r 为 8 阶 群 G 的 一 个 " 绿 不 可 约 表现 着 G 之 一 
共 印 元 类 含 G 之 A 1 个 元 , 且 (h,, #2) -= 1] ns (Gi) x 一 0 
或 Gi) x = no 之 1 要) 二 者 省 当 (i 阳 则 


时 


下 


“省 明 bs, 由 于 rs Ey 了 得 知 FF。 与 对 角 和 拖 阵 相似 ， 
则 有 满 秩 和 矩阵 六 使 
4 
VTP = » 1), 


下 分 二 款 讨论 . 
《一 ) ,的 个 特征 根 4.,4,,*'… ,4, 不 完全 相同 . 
因 对 每 ;有 好 一 1, 故 如 令 % 为 8 次 单位 原 根 , 则 知 2 一 os 
(i 二 1 2,… 2) 之 非 负 整 数 -: 必 存 在 ,内 而 
XH == rz) 十 和 十 "十 入 二 wt 十 0 十 -十 04、 
于 是 由 $4 定理 1 之 《过 ) 与 (iv) 得 知 4 < CG hs 1 


4 不 完全 相同 )、 又 因由 $4 定理 3 之 推论 1 可 知 2 为 代数 
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整数 了, 是 因 《4 n) == 1 叉 知 有 二 个 整数 Uy 使 uh ner = 1, 栈 


(有 好 )》 
XE 十 pv， XH sm Xr 
有 
为 代数 整数 ;于 是 令 
和》 r: 3 证 na 
一 人 一 工人 二 a 


时 ,由 于 大 w) 为 代数 整数 , 则 知 Kw) 之 共 纪 亦 为 代数 整数 且 必 为 
0”) 有 形 ,但 w 中 是 的 共 红 ($3 定理 4); 然 又 因 wo 可 写 为 ok 
形 (为 自然 数 ), 故 & 一 fw) 之 共生 必 在 

Oi 十 ot 全 十 十 cots 


中 出 现 , 因 之 对 于 5 之 每 个 共 辐 8 中 必 有 1s"| < 1; 故 再 据 |#| ~ 
lo 一 二 jx 人 ?|<1 得 知 一 切 共 统 之 积 的 模 [88959] < 1; 


1》 注意 所 滑 由 $4 定理 3 之 推论 1 这 人 句 话 指 的 是 引用 那里 的 方法 ， 并 非 直 接 引用 
该 推论 1, 原 因 是 类 6 之 元 在 工 内 对 应 之 乍 阵 轴 然 在 工 内 互 机 共和 辆 ,可 是 还 可 能 
有 别 类 6 的 元 在 了 内 对 应 之 矩阵 与 避 之 元 对 应 之 矩阵 也 共 轿 , 因 之 有 不 见得 
是 中 一 共 轿 火 所 含 元 之 个 数 , 问题 的 复杂 性 就 在 此 ， 不 可 忽视 ， 现 在 与 证 4 


定理 3 一 样 , 将 太 之 个 矩阵 形式 地 写 为 了 个 矩阵 { 即 和 中 每 矩阵 重复 二 次 )， 


即 人 之 每 元 xz 对 应 之 矩阵 写 为 忆 xs， 这 样 形式 地 共有 呈 个 矩阵 ， 群 C6 有 > 个 共 
斩 类 ,各 含 妨 , 有 ,…， br 全 元 ， 它们 在 了 中 对 应 之 矩阵 形式 上 也 有 ” 个 共 桃 类 ， 
也 各 含 天 ， 42 ,个 矩阵 ; 并 吗 含 天 个 矩阵 之 形式 类 为 了 的 第 守 个 形式 共 
三 类 ,而 令 ;为 第 ?个 形式 类 中 而 个 矩阵 之 和 . 因 用 避 之 元 将 类 5; 中 各 元 变 
形 之 结果 仍 为 其 太 个 元 的 一 种 排列 , 故 用 厂 之 每 算 阵 变 Mi 之 形 仍 为 Mi, 即 对 
每 x <《 G 恒 有 TMi SS fi 和 于 是 由 2 定理 3 后 Mi; Ss ME,, 因而 "As 一 


8 
= 但 天 加;M)j 为 "中 某 些 矩阵 之 和 , 且 对 每 厂 . € 


栈 恒 有 Fi 一 Ti Trirz 一 MiMj;， 妈 表示 含 在 MiM; 中 的 
之 算 阵 的 和 亦 为 属于 丁 之 若干 个 形式 共 红 类 中 姑 阵 之 和 , 故 可 瑟 为 MM 一 


SciyMeCein 为 非 负 有 理 整 数 )、 由 是 利用 Mi 一 XiE。 则 得 


im 


tirMi=hiXh, 好; 二 


1 一 训 ce. 从 此 以 后 ,就 可 以 与 证 朋 $4 定理 3 之 推论 1 完 


im 
XO} 


hh 
全 一 样 , 得 知 亚 a 为 代数 整数 ; 即 为 我 们 所 需求 的 。 
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Te 


然 为 代数 整数 义 说 明之 一 切 共 思 e 之 积 必 为 有 理 整 数 ， 故 有 理 
整数 #825,、.5% 由 于 其 绝对 值 小 于 1 就 不 得 不 等 于 零 ， 即 
D5 四. .59 一 0， 随 而 其 中 至 少 有 --- 个 因子 等 于 0, 但 0 之 共 思 
是 唯一 的 即 零 自身 , 故 必 有 5 一 8 一 0， 亦 即 xz 一 0, 证 明了 
(i), 

(二 ) ;的 n 个 转 征 根 完全 相同 , 即 和 4 一 和 一:… 一.， 

这 时 , 令 一 wo(i = 1,2,…,n), 于 是 T, 一 wE, 为 纯 量 条 
阵 ， 故 I,€ ZKT) 且 Xr(x) 一 XP 一 nw,w 为 1 之 靠 根 ,证 明了 
Gii). 

因 Xr 为 类 函数 ， 故 凡 属于 类 六 之 元 所 对 应 于 了 内 的 矩阵 之 
迹 都 等 于 Xf?, 于 是 据 上 述 的 证 明 方法 又 得 到 这 样 一 个 结论 , 即 当 
《hs #) 一 工时 , 那 示 或 者 是 六 中 任何 元 所 对 应 于 了 之 矩阵 的 每 个 
的 特征 根 都 不 完全 相同 ， 因 之 这 时 Xi 一 0， 或 者 是 5, 之 每 元 所 
对 应 于 之 矩阵 都 是 狂 量 和 矩阵 〈 即 各 个 的 特征 根 全 间 ), 因而 这 时 
都 是 工 的 中 心 元 

定理 2 证 完 . 

由 定理 2 的 证 明 方 法 过 程 ,自然 又 得 到 下 面 的 

”推论 设 T 是 z 阶 群 G 的 一 个 * 级 不 可 约 表现 ， 且 G 之 某 共 


0 # 8 4 vn = 
ss ee se ne va a» a 
ES 
和 
PE 


ir 《> 为 之 阶 》 ee 
问题 1 不 用 表现 论 的 知识 , 试 直接 用 矩阵 群 之 语言 去 证 明 : 


7 阶 不 可 约 矩 阵 群 T 一 {D,，D;,*-*，D,} 必 有 关系 式 > ) Di 一 
“和 


0, 当 7r>1 时 ， 
问题 2 试 证 第 一 章 41 里 所 列举 的 六 个 初等 矩阵 而 成 的 群 
是 三 次 对 称 群 8; 的 表现 .这 表现 是 不 可 约 的 吗 ? 
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$ 6. 正则 表现 的 符 阵 形式 


设 G 为 群 , 令 6G 的 元 x 对 应 于 置换 ( 。 ，), 但 * 哆 遍 G, 这 


样 就 产生 了 G 的 一 个 同 构 对 应 , 叫 它 为 G 的 ( 右 ) 正则 表现 , 记 以 
R(G)。 这 早 在 第 一 章 里 就 说 过 ， 现在 提 这 样 一 个 问题 ， 即 群 
R(G)》 之 元 是 置换 , 不 是 矩阵 , 按 $5 的 定义 是 只 有 当 与 @ 成 同 态 
或 局 构 的 群 了 中 的 元 为 扎 阵 时 。 才 叫 工 为 G 的 表现 ， 然 而 距 已 叫 
R(G) 为 G 之 《 右 ) 正则 表现 , 那 末 RR(G) 之 置换 是 与 一 些 特 殊 矩 
阵 肯定 有 连 系 ， 也 就 是 说 RCG) 之 置换 一 定 可 以 表 写 为 矩阵 的 形 
式 , 下 面 就 来 谈 这 个 问题 

设 G{zi， za xs] 是 一 个 4# 阶 和 群 。 如 令 正 则 表现 R(G) 
的 一 个 元 ( 即 置换 ) 为 

RE 


下 全 
出 2 2 为 1 2: 的 排列 且 有 xxz; 一 Wi 由 是 得 作 
一 个 # 级 给 阵 
Ts ~ (altn) 
使 其 中 aff 一 o 一 一 4 一 1， 而 其 他 的 4 人 一 0， 因而 
显然 有 detr。 一 土 1 二 0， 且 实际 上 Ts。 是 将 地 级 单位 矩阵 至。 的 
第 1, 2 列 顺 次 换 为 第 iis 了 列 而 成 的 初等 矩阵 . 
NX XI C2 °° Xs 
同 理 , 由 R(x)) 一 GC ee ) 一 es J 
TX; ™™ Xs9 又 可 作 一 个 * 级 乍 阵 
rT,; a 《et 
它 是 将 # 级 单位 矩阵 EE, 的 第 1，2,…, 7 询 顺 次 换 为 第 j, 7 
i 列 而 成 的 初等 矩阵 , 即 af57 一 o0 一 一 2 一 1， 而 其 余 
的 aj 一 0. 
当 1 守 了 时 ，zixi 关 xi2i， 故 天 关 六 Tw 关 了 说 明了 映射 
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R(xi) 一 Ts 为 一 对 一 的 。 又 Ta 了 中 第 行 第 : 列 交点 处 的 
数 为 

> aa 人 aff Gf = ql’, 
1 ， 当 Fm fi, 时 ; 


0, 当 上 < 关 亿 时 . 男方 


即 PT。 之 第 * 行 第 : 列 交点 处 的 数 一 | 
面 , 令 XX Xs 则 从 
* Ki Xe 
Ra ES 。 这 多 。 ) 
再 作 ”= 级 矩阵 Ta 一 《Car 人) 使 Nat 一 一 一 1 
以 及 其 余 的 ark 一 0, 就 有 ru 一 zk 一 rizj 一 xixj 一 xjish 不 
得 不 有 二 名， 于 是 可 知 


1 当 : 一 所 时 ; 
故 结果 得 到 Ta， Ts 一 Ta 一 Txx。 这 证 明了 了 映射 R(x1) 一 Ts 


为 局 构 了 映射 ， 于 是 了 = {TT ,…… ,Ts} 为 一 个 级 矩阵 群生 
为 鼠 之 同 构 表现 ， 叫 它 为 = 阶 群 El x2，" ,zxa} 的 右 正则 表现 
的 矩阵 形式 ， 这 也 就 同时 说 明了 了 叫 R(G) 为 表现 的 原因 。 今 后 所 
谓 G 之 正则 表现 总 是 指 的 这 个 意义 ， 有 时 干脆 就 以 过 去 用 的 符号 
R(G) 记 之 . 
由 正则 表现 的 意义 , 易 知 下 面 的 
定理 1 =” 阶 群 G 之 正则 表现 工 为 级 的 , 且 有 
pA | 2 省 为 G 之 单位 元 时 ， 
0, 当 * 不 为 之 单位 元 时 
据 定理 1, 可 解决 正则 表现 中 的 重要 问题 , 即 
定理 2 有限 命 之 在 凤 表 现 RKG) 含有 之 -- 切 不 可 约 表 
再 ,县 全 每 个 不 可 约 素 现 之 个 束 双 从 竺 于 它 的 统 ， 
附注 ”等 价 的 表现 看 做 相同 ， 又 6G 之 一 切 不 可 约 表现 以 Ps 
Pa… T 记 之 ; 妈 G 共 有 5 个 互 异 的 不 可 约 表 现 , 它 们 的 级 分 别 令 
为 zy 2;，… 好。 定理 2 的 意义 是 正则 表现 RC(G) 与 这 样 的 表现 等 
231 。 


价 , 即 其 含 Pi 为 不 可 约 成 份 之 个 数 怡 为 zw, 也 就 是 RG) = mm 刀 由 

mT B.D, T,. 

证 明 设 G 共 有 :个 互 不 等 价 的 不 可 约 表 现 ， 记 为 了， 
;了 它们 的 级 分 别 为 ,#2、"… ,mn:《 注 意 这 时 ， 尚 不 地 肯 
定 为 有 限 数 , 但 从 下 面 的 证 明 结 论 中 我 们 会 知道 :是 一 个 有 限 
数 ,也 就 是 说 有 限 群 之 互 不 等 价 的 不 可 约 表现 的 个 数 是 有 限 的 ). 

因为 RCG) 完全 可 约 ($2 的 定理 1), 故 它 的 不 可 约 成 份 当然 
不 外 平 是 T,,T2,'……, 了 ; 今 令 R(G) 食 T; 之 个 数 为 cj, 故 可 写 为 

R(G) ~ cocT BaTB- -BeT,, (1) 
这 里 的 T 为 恒 同 表现 《 因 之 一 1)， 我 们 的 目的 是 要 证 明 ci 一 
ni = 1,2,.-+, 5). 

事实 上 ,从 (1) 式 易 知 (将 RCG) 简 记 为 了 ): 

Xrlxo) = cKr xo) tt caXr(rp) + +t coXrlrp) 


-去 ciXri(xp)s 


i=1 


但 x,€ Gtp = 1， 2 “10 而 > 一 oG)， 于 是 ， 
立 Xrlrp) * Xr Crp) Y 3 C Wri dr (x5!) 


p= P=1 icy 


人 Ci > Xrlxo) Xr, (x8! 》 


一 cn (利用 了 $5 定理 1 之 推论 3) 

然 据 定理 1 已 知 XrCx,) 一 pn，Xr(xo) 一 0(p 关 1)， 式 中 心 为 G 
之 单位 元 , 故 又 有 

Dy rz Xr (zs) XrAxTl) 一 aXri ri) ny, 
两 相 比 较 则 有 8 和 由 fy 不 得 全 有 Cj pis 证 完 . 

由 定理 2 易 知 下 列 几 个 推论 . 

推论 1 ”有限 群 中 互 不 等 价 的 不 可 约 表现 之 个 数 是 有 限 的 . 

事实 上 ,从 表现 的 级 而 言 ,由 定理 2 之 结果 RCG) 一 > ， 2 
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〈《 直 和 ) 得 
ofC) 一 关 一 如 十 好 十 :十 二 


故 由 每 w; 为 自然 数 且 ” 又 是 有 限 的 , 知 * 必 有 限 . 

推论 2 人 
的 级 分 别 为 Ni Na。 用 19 则 有 ?> 一 党 十 天 十 “十 避 且 ni|n. | 

事实 上 ， # 一 地 十 地 十 -… 十 巡 已 在 推论 1 里 说 过 ， 又 因 
正则 表现 T ~ Ti, 故 olTi)1o《T); 但 因为 olT) 一 而 据 44 定 
理 3 之 推论 2 有 wjolT;), 故 不 得 不 有 ni1z. 
上面 已 解决 了 有 限 群 G 中 互 不 等 价 的 不 可 约 表 现 只 有 有 限 多 
个 的 问题 ,我 们 又 知道 任何 群 都 有 恒 辕 表现 , 恒 同 表现 当然 是 不 可 
约 的 且 还 是 一 级 的 ， 于 是 据 定理 2 可 知 任 一 个 * 阶 群 G 之 正则 表 
现 RCG) 一 中 所 台 的 模 同 表现 只 有 一 个 ， 即 正则 表现 T 只 能 分 
解 出 一 个 恒 同 表现 《一 级 的 ) 这 个 不 可 约 的 成 份 , 故 当 > 1 时 剩 
下 的 x 一 1( 之 1) 级 成 份 中 决 不 再 合 有 恒 同 表现 ， 因而 其 中 不 可 
约 成 份 必 非 恒 同 表现 . 故 又 有 


PE 


例 1 i 
解 设 G 为 三 阶 循环 群 , o(G) ~ 3， 因 G 之 任 一 个 不 可 约 表 
现 T; 之 级 mi 为 # 一 3 之 因数 ,不 得 不 有 nm 一 1， 因而 再 从 3 = 


p32 只 能 得 到 :一 3， 即 G 共 有 三 个 互 不 等 价 的 不 可 约 表现 ， 


其 中 有 一 个 为 恒 同 表现 ， 改 需求 的 是 另 二 个 一 级 不 可 约 琢 现 ( 非 恒 
辣 的 》. 
设 G = {a}，o(4) 一 3, 而 石 与 T3 为 G 之 另 二 个 一 级 不 可 
约 表 现 。 由 于 T; 非 恒 同 表 现 ， 知 oCT2) > 1， 因 而 不 得 不 有 
opP) 一 3， 即 是 三 阶 循环 和 的， 于 是 令 a 一 +，x€ 了 TI， 则 必 有 
一 {x}, 故 由 一 1 得 六 一 1, 知 * 为 1 之 三 次 根 且 x 关 1, 因 
而 zx 一 中 或 工 一 上 (Sa 如 x 一 cw 则 Ta 一 
{wm}, 即 G 之 不 可 约 表现 工 : 为 {1, wm» oo 由 之 必 有 Ts 一 {1, w’, 
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wm}， 故 G 之 正则 表现 RCG) 与 矩阵 群 


1 0 0 (1 0 0 1 0 0 
0 1 0 中 0 cz 0 
0 0 1 ‘0 0 wi 0 0 wo 


等 价 . 

例 2 求 克 莱茵 四 元 和 群 之 不 可 约 表现 . 

解 ” 克 莱茵 四 元 解 G 之 四 个 元 记 以 ce，a,5,c, 其 定义 关系 
为 = 人 ==e, db = bra, ac = cay be = eb, 

G 之 交换 性 保证 了 G 之 每 个 不 可 约 表现 者 是 一 级 的 ($2 定理 
3 之 推论 2), 于 是 从 关系 式 4 一 邓 十 好 十 … 十 于 以 及 每 个 
mi 一 1， 就 不 得 不 有 :* 一 4, 即 G 只 有 四 个 不 可 约 表 现 ， 每 个 都 是 
一 级 的 , 当然 其 中 有 一 个 为 恒 同 表现 。 由 于 一 阶 一 级 表现 只 能 是 
恒 则 表现 , 故 C 之 另 三 个 不 可 约 表 现 的 阶 ( 最 级 为 1) 大 于 1, 因 之 
再 杨 它 们 的 阶 为 oCG)》 一 4 之 因数 ， 故 它们 的 阶 为 2 或 4 然 吕 
之 每 元 ( 兰 e) 之 阶 为 2, 故 在 每 个 不 可 约 表现 (一 级 的 ) 中 G 之 元 
所 对 应 的 数 的 平方 必 为 1, 于 是 这 数 只 能 是 十 1 或 一 1, 这 又 说 明 
了 不 可 约 表 现 中 的 数 是 由 1 与 一 ! 所 组 成 ， 因 而 G 之 男 外 三 个 不 
可 约 表现 《 非 乙 辣 的 ) 的 阶 都 是 2, 即 都 含 1 与 一 1 这 两 个 数 . 由 
于 单位 元 。 对 应 的 数 只 能 为 1, 且 1 与 一 1 在 G 之 四 个 元 c,4a， 
b,c 之 对 应 关系 中 各 重复 出 现 之 次 数 相 等 ， 故 G 之 另 三 个 不 可 约 
《一 级 ?表现 为 1, 1, 一 1, 一 1; 1 一 1, 1, 一 1; 1, 一 1, 一 1,1; 均 
各 被 对 应 于 es， 8， c; 内 之 G 之 四 个 不 可 约 表现 可 见 表 ! 所 示 ， 
即 慎 同 表现 为 表 1 之 第 一 行 ， 另 三 个 一 级 不 可 约 表现 《 均 为 2 阶 
的 ) 为 家 1 之 第 2, 3, 4 行 ,如 


故 G 之 正则 表现 RCG) 和 和 宪 阵 群 
1 ‘1 i \ 1 
1 1 一 | 一 1 
| 一 1 1 一 1 
EE i I 

等 价 . 

关于 有 限 群 的 不 可 约 表 现在 $8 内 还 要 深入 地 探索 ;本 节 到 此 
结束 . 

问题 1 写 出 8 阶 群 (p 为 素数 ) 的 一 切 不 可 约 表 现 ， 

问题 2 写 出 型 为 [1, 1] 的 产 阶 (yp 是 素数 ) 交换 群 的 一 切 
不 可 约 表现 . 

问题 3 利用 群 表现 理论 , 证 明 产 阶 的 群 是 交换 群 ， 但 ?为 
素数 . 


$ 7. prq? 阶 群 的 可 解 性 


有 了 上 面 几 节 的 准备 ,就 可 以 解决 这 春 的 主要 问题, 即 阶 pg 
的 群 必 为 可 解 群 (p, 4 是 两 个 互 异 的 素数 )。 这 一 节 实际 上 是 前 
儿 节 的 应 用 。 先 证 明 下 面 的 

定理 1 若 有 限 群 G 之 一共 绩 元 业 所 公元 素 个 数 如 等 于 
素数 呈 的 者 ( 记 一 产 且 :> 0)， 则 G 不 是 单 群 . 

证 明 olG) > 工 已 保证 了 C 有 异 于 恒 同 表现 的 不 可 级 表 现 ， 
故 若 令 T( 恒 同 表现 ),T,，…，T, 为 G 的 一 切 不 可 约 表现 ; 则 必 有 
;之 2; 并 设 Pi 的 级 为 wm， 则 由 前 节 定理 2 有 

T= R(G) = nT 人 BDOBD-:: “DaT,, 

因 之 , 当 xe ti 时 ,就 有 
WV 
xX? 表示 凡 属 于 总 之 元 = 在 表现 Ts 内 所 对 应 之 先 阵 的 迹 《 特 征 
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标 》。 但 由 5$6 定理 1 又 有 Xr(x) 一 0 故 
De (C1) 


因 ? 是 素数 ， 政 荐 (1) 中 庄 wo (a 之 2) 皆 能 被 ?整除 时 ， 则 由 于 
XE ee 从 (1 式 会 知道 1 二 pa 一 0, & 为 代数 整数 ， 即 


og 一 一 一 。 为 代数 整数 ， 显 非 所 许 ， 因子 工 非 有 理 整数 。 于 是 能 断言 
(1) 和 一 个 到 与 ? 互 素 , 故 ay 式 又 可 写 为 
1 pei 2) nx = 0, (2) 


式 中 c 为 代数 整数 且 Z 内 确 有 项 存在 。 因 了 ?是 率 数 ， 故 当 (p， 
za) 一 1 时 有 (hs ne) = (p' 1) 一 ]， 于 是 据 $5 定理 2 可知 (2) 
中 之 | 内 每 个 XD ~ 0 或 一 nows (os 为 1 的 赛 根 )， 因 而 再 由 工 十 


ptng 


pe s 失 0 (否则 就 有 a 一 一 为 代数 整数 ) 即 知 (2) 中 至 少 有 一 个 


XI? 3e 0, 这 说 明了 站 2 的 m 不 仅 存在 ， 而 且 与 这 些 m 相应 的 不 
可 约 表现 了 中 至 少 有 一 个 已 使 X8 一 nws 关 0， 故 再 所 35 定理 
2 得 知 T(x) 为 了 之 中 心 元 . . 

对 这 个 T, 言 , 因 T, 非 恒 和 同 表 现 《了 和 < 1), 改 苟 若 C 为 单 群 ， 
旭 从 G ~ 也 就 不 得 不 有 6G 二 T; 然 xeE 如 时 既 已 知 Te 为 To 
之 中 心 元 , 故 必 有 *e Z(G), 即 2(G) > 1, 于 是 由 G 之 单纯 性 则 
得 G 一 Z(G)， 即 G 是 交换 的 , 这 时 G 之 每 共 元 类 应 只 由 一 个 元 
所 组 成 , 与 题 设 5; 含 p(t > 0) 个 元 之 假定 相 矛 盾 , 不 可 ， 故 G 决 
不 是 单 群 ,证 完 . 

由 定理 1， ine lg 即 

证 明 设 G 有 ? is 3 GE 1), 
hs “*y ,个 元 ;于 是 

pq” 一 1 十 hi :th 
由 这 等 式 则 知 至 少 有 一 个 h(i 之 2) 与 4 互 案 、 不 损 普 遍 性 可 令 
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Lv ，- ~ 和 -一 一 一 ， re - 


(如 9) 一 1， 下 分 郊 一 1 与 太 关 工商 款 讨 论 . 

(一 ) 有 一 二 这 时 , G 有 中 心 ; 故 G 不 是 单 群 . 

(二 ) 矶 关 1 这 时 ， 由 (5 9) 一 1 及 有 有 |p'g* 得 到 一 六 
《0 二 :二 4)， 说 明 G 有 一 个 共 刘 类 5 所 含 元 之 个 数 加 一 为 素 
数 缚 的 赛 , 故 由 定理 1 也 知 G 不 是 单 群 . 

总 之 ， 不 管 怎样 ， 凡 阶 为 rq 形 的 群 不 是 单 群 ， 因 而 G 有 如 
1 一 百 <G 之 正规 子 群 及 , 由 是 妃 与 G/H 的 阶 也 不 外 乎 是 等 于 
素数 寡 或 为 prig* 之 形状 且 较 pg* 小 ; 然 阶 为 素数 寡 的 寿 显 然 是 可 
解 群 、 而 阶 为 pg* 形 且 较 p*g’ 小 的 群 又 归纳 地 假定 了 是 可 解 的 ， 
故 结果 得 知已 与 G/H 都 是 可 解 群 , 因 而 G 亦 必 为 可 解 的 ， 证 完 . 

这 章 的 主要 问题 (定理 2) 已 解决 了 .下 面 再 谈 它 的 一 个 应 用 ， 
即 解决 第 一 章 $8 末 提 出 的 : 有 限 非 交 换 单 群 的 阶 最 小 者 等 于 省 0. 

事实 上 , 凡 小 于 60 的 自然 数 除了 30 及 42 以 外 都 或 者 为 素数 
宕 或 者 等 于 两 个 不 同 素数 的 寡 积 ， 故 阶 为 这 样 一 些 自然 数 的 群 当 
然 都 是 可 解 的 , 即 都 不 是 非 交 换 单 群 。 又 因 30 一 2X3X5, 42 一 
2X3Xx7， 故 据 第 二 章 $1 的 问题 10 则 知 阶 等 于 30 或 42 的 群 也 
不 是 单 群 。 于 是 有 限 非 交换 单 群 中 阶 最 小 者 确 为 60， 

下 面 再 解决 阶 60 的 单 群 必 与 as 同 构 的 问题 ， 即 其 型 是 唯一 
的 9。 这 要 牵涉 到 可 迁 置 换 群 的 概念 (第 一 章 $12 定理 2 的 后 面 ). 

今 设 G 是 一 个 #* 阶 群 ,其 x 个 元 记 为 go 1), 19 9 ai 


并 令 
HC 一 Ho), Hy, Hy -es (3) 
为 忆 中 一 共 轿 类 (五 或 为 子 群 或 为 元 素 ), 于 是 其 正规 化 子 
Ne H), NaH,), i NeCH,-1) 
必 彼 此 共犯 ,日 有 
[G:NeAH)] ~ [GINAH)] 一 ~ [GINAH,)] 一 3 
今 用 G 之 任 一 元 8; 变 (3) 之 每 ;的 形 ,; 则 知 


1》 这 问题 可 以 放 在 第 二 章 $ 1 的 后 面 ,作为 西 洛 定 更 的 一 个 直 按 运 几 ， 仿 把 它 放 
在 这 里 的 用 意 是 想 与 有 限 非 交 换 单 群 的 阶 中 最 小 数 为 60 的 结论 一 块 来 痰 ;站 
免 拒 这 商 个 问题 分 开 。 
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gi'Heg,, 27'Higi, Wa gr Hs,~gs 
疯 两 互 异 ， 县 因 都 与 理 共 思 e， 故 它们 ] 为 (3) 站! » 个 好 万 ，- ” ”9 
H,- 的 一 种 排列 ， 于 是 对 每 g;€ G， 就 有 (3) 中 > 个 符号 间 的 -- 


个 置换 
H. ) ( H 万 2 五 ,-: ) 
gr!'H,g; Br Hg: g? Hg,*** gr Hog; 


相对 应 .又 因 


AR 
gr Hg; /8.8 gi'Hegi’ \ B78 Hgig; 


H,; 
a 
故 上 映射 部 
人 ( ne 
为 G 之 同 态 映射 ,于 是 * 个 置换 


Co el 
griHsgo/ \gi'Hig) ”Epo 


中 相 异 者 组 成 一 群 Gns 而 有 G~ Gp. 置换 群 Ga 显然 是 可 迁 
的 ， 因 由 于 态 与 Hi; 在 6G 内 共 应 得 知 使 H; 一 ei 8 必 存 在 


(ge G)，、 同 态 G ~ G4 的 核 是 由 G 中 具 性 质 1 ( 恒 
等 置换 ) 的 一 切 元 素 8 所 组 成 , 即 8 到 sg 一 已 。 te 故 
同 态 G ~ Cr 之 核 为 

D~ | NelH), 


于 是 证 得 了 下 面 的 和 
3 着 有 限 联 G 之 未 入 ( 子 下 到 下 素 的 ) 全 有» 个 


EE 


$$ 


ss 3 
引 理 2 阁 候 阶 登 6 之 西 洛 2- 子 舒 姓 第 环 登 ， 则 G 不 果 单 
群 ， 
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证 明 念 ofG) 二 21m, (2， m) 一 1,4 守 1. 作 避 之 右 正 则 
表现 置换 群 RCG), 由 1-1 对 应 gz RC) 一 《。 je RCG) 产生 


了 6G 之 RCG)， 据 题 设 , G 中 有 元 8 使 oCg)= 二 2*, 于 是 置换 RCg) 
可 分 解 为 m 个 互 无 公共 文字 县 形 状 像 (x, xg， xg”，*…… x82!) 的 
24 项 循环 的 积 ; 但 每 个 2: 项 循环 为 奇 置 换 , 故 ; 个 这 样 的 循环 之 
积 也 是 奇 置换 说 明了 R(G) 有 奇 置换 R(g), 因而 RCG) 中 一 切 
侦 置 换 之 集合 是 RCG) 中 指数 为 2 的 正规 子 群 ， 即 RCG) 不 是 单 
群 ;5 故 6G 也 非 单 群 ， 证 完 ， ; 

现在 可 解决 

定理 3 有 有 限 非 交 换 单 群 之 阶 最 小 者 为 60， 且 阶 为 60 的 单 


证 明 前 一 结论 已 明 ， 需 证 的 是 后 一 结论 ， 设 避 为 单 群 , 且 
0 只 G) 一 60 一 27.3.5。 因 ol(G) 非 素数 , 故 G 非 交换 ; 据 西 洛 定 
理 得 知 G 之 西 洛 5- 子 群 ( 阶 为 5) 之 个 数 这 时 必 为 6。 由 于 性 二 
西 洛 5- 子 群 除 单位 元 外 再 无 公共 元 素 ( 因 每 个 的 阶 为 素数 5), 故 
G 中 阶 5 之 元 恰 有 (5 一 1)X6 一 24 个 , 今 令 G 中 6 个 5 阶 子 群 ( 循 
环 的 ) 为 
Ai = {fa}, A la}, A3 = {a}, 
Ai= la, As— {as}, As— la), 
它们 的 正规 化 子 分 别 为 
Ne(A1), Nel A3), Ne A3), Noel A), Nel As)s Nal Ae), 
因而 [GN6( 47)] 一 6, 即 olWNel 4)) 一 10, 
又 G 中 3 阶 子 群 之 个 数据 西 洛 定理 在 这 时 只 能 是 4 或 10 这 
二 个 可 能 性 .如 若 为 4, 则 由 引 理 1 知 G ~ 6G, G, 是 一 个 四 次 可 
渤 置 换 群 ,于 是 4 才 o(G) 所 41 一 24, 故 从 ofG) 一 和 及 G~Gi 
得 知 这 和 同 态 的 核 为 G 的 一 个 真正 规 子 群 旦 非 单 位 群 ， 这 与 6 之 单 
纯 性 相 了 矛盾 ,不 可 。 因 之 , G 中 3 阶 子 群 恰 有 10 个 , 随 而 台中 阶 3 
之 元 有 ee 20 个 . 今 令 G 之 10 个 3 阶 子 群 为 
B= {&,}, B; = {162},° 交合 Bo = {bn)}, 
+ 8399 
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它们 的 正规 化 子 分 别 为 
Nel B,), Ne B2),: Ne Bio), 

因而 [Gi:Nel B;)] = 10, 即 oCNe( Bi;)) 一 6. 

同 理 ,又 知 G 中 西 洛 2- 子 群 ( 阶 为 4) 之 个 数 x 只 能 为 3,5, 或 
15. 苟 车 m2 一 3, 由 引 理 1 有 G ~ G，G, 为 3 次 可 迁 置 换 群 ,于 
是 3 安 o(cD) < 委 31 一 6, 因而 Gi 关 ] 且 G 又 不 能 与 G 司 构 ， 这 
与 G 之 单纯 性 相抵 . 故 因 送 3. 

又 G 之 单纯 性 保证 了 西 洛 2- 子 群 非特 环 ( 引 理 2), 故 G 无 阶 
4 之 元 ， 即 西 洛 2~ 子 群 为 初等 交换 的 ， 今 能 断言 阶 2 之 元 与 阶 5 
之 元 决 不 可 交换 ， 为 什么 呢 ? 办 若 oc》 ~ 2 且 例如 cm 一 mc 
时， 则 ceENe(d cai 一 poceceNeCdD 但 这 时 ofca 一 10,， 故 
由 ol Nal 4,)) 一 10 即 知 Nel A1) 一 (ca 为 10 阶 循环 人 群 ， 因而 
Na(A1) 含有 qq(10) 一 4 个 阶 10 之 元 , 且 每 个 这 样 的 元 当然 又 是 
Nel A1) 的 生成 元 ,由 是 Nel A1), “ys Na 46) 都 是 10 阶 循环 群 且 
名 含 4 个 阶 10 之 元 ; 故 G 中 阶 10 之 元 至 少 共 有 4X6 一 24 个 ; 再 
将 这 数目 与 G 中 阶 3、 阶 5 之 元 及 单位 元 合计 ,总 数 为 24 十 20 十 
24 十 1 一 69, 大 于 ol(G) 一 60, 不 可 ， 故 G 无 阶 2 之 元 与 阶 5 之 
元 可 交换 ， 间 理 ,也 知 G 中 阶 2 之 元 与 阶 3 之 元 亦 不 可 交换 . 

于 是 知道 了 G 中 阶 2 之 元 < 的 oCNelc)) 没有 3 与 5 为 素 因 
数 ,不 得 不 有 o(Ne(c)) 一 2 或 一 4. 但 据 西 洛 定 理 ,{c} 必 为 之 
一 个 西 洛 2- 子 群 P, 的 子 和 群 ， 而 oP.) 一 4, 故 由 于 P。 之 交换 性 得 
{c} 4P.，P.SENclc)， 不 得 不 有 olNeke)) 一 4， 即 P. 一 Nele). 
由 是 可 知 6 中 两 个 西 洛 2~ 子 群 只 单位 元 外 再 无 公共 元 素 ( 因 若 二 
个 西 洛 2- 子 群 S 与 5。 有 阶 2 之 元 6 公共 , 则 P. 一 Neke) 包含 了 
5 上 与 $0, 故 PP 一 5 一 50). 

据 此 可 知 wz 声 15。 坎 若 一 15, 则 知 G 中 阶 2 之 元 的 个 数 
等 于 《4 一 1)X15 一 45。 于 是 G 含 单位 元 以 及 含 阶 2。3，5 之 元 共 
有 1 十 45 十 20 十 24 一 90 个 ,不 可 . 

于 是 最 后 只 能 是 mz 一 5。 由 于 6 中 5 个 西 洛 2- 子 群 组 成 一 
个 共 忽 于 群 类 。 故 据 引 至 1 得 知 C ~ G, G 是 一 个 5 次 可 迁 置 换 
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群 ,再 由 G 之 单纯 性 即 得 G 这 6, of(G) ~ 60. 苟 车 蕊 含 奇 置换 ， 
则 G 中 一 切 偶 置换 应 组 成 CE 之 真正 规 子 群 ,与 G 之 单纯 性 又 矛盾 
了 ,不 可 .。 故 忆 全 由 偶 置 换 组 成 ;但 5 次 对 称 群 ss 中 偶 置 换 之 个 
数 等 于 60( 一 1/2X51)， 恰 与 o(C) 一 致 ， 因 之 只 能 是 G 一 %5(5 
次 交代 群 )， 证 完 ， 

结束 这 一 节 以 前 , 有 必要 再 说 几 句 。 我 们 知道 这 章 的 中 心 问 
题 是 pr9* 阶 群 的 可 解 性 ($7 的 定理 2), 但 解决 它 所 需 的 预备 知识 
很 多 ,主要 关键 是 $7 的 定理 1, 但 证 这 定理 1 时 又 需 $6 的 内 容 ; 然 
在 $6 里 谈 到 了 有 限 群 中 互 不 等 价 不 可 约 表现 之 个 数 必 为 一 有 限 
数 这 冬 一 个 结论 。 当然 , 每 有 限 群 中 互 不 等 价 不 可 约 表现 之 个 数 
与 所 给 的 群 有 关 , 换 句 话说 ,有 限 群 中 互 不 等 价 不 可 约 表 现 之 个 数 
是 群 的 函数 ; 但 究竟 是 怎样 的 函数 关系 昵 ? 即 有 限 群 中 互 不 等 价 
不 可 约 表 现 之 个 数 究竟 等 于 什么 呢 ? 我 们 说 它 等 于 群 中 共 斩 元 素 
类 之 个 数 , 这 在 群 表 现 里 是 一 个 很 重要 的 问题 。 为 了 解决 这 章 的 
中 心间 题 (pg* 阶 群 之 可 解 性 ), 在 上 面 几 节 里 我 们 尽量 地 搬 开 了 
与 这 个 中 心 问题 无 关 的 一 些 知识 ， 现在 既 已 解决 了 中 心 问题 , 我 
们 就 回 过 头 来 谈 一 谈 表 现 论 里 的 这 个 重要 问题 ， 下 面 另 中 一 节 来 
阐述 ， ; 
问题 利用 群 转 征 标的 理论 ， 证 明 素 数 暴 p” 阶 (m > 1) 的 
群 G 不 是 单 拜 . pe 


$8， 有限 群 的 不 可 约 表 现 


”首先 回答 前 节 末 提出 的 问题 ， 即 有 限 群 之 互 不 等 价 的 不 可 约 
表现 之 个 数 等 于 群 中 共 元 元 素 类 的 个 数 . : 

设 6 为 #* 阶 群 ;含有 ?7 个 共 辊 元 素 类 , 记 为 5 562,*…*, 1， 并 
令 类 Zi 含有 襄 个 元 (i 一 1，2,…，7), 于 是 #3 本 抽 十 如 十 "…… 十 
h。 再 设 6G 共 有 :个 互 不 等 价 的 不 可 约 家 现 , 记 为 T,, T,,*……, TI,， 
并 令 凡 属于 类 ;之 元 在 TT 内 对 应 的 矩 阵 之 特征 标 为 x 由, 即 

XD 一 ET xz) 


= 241 


当 x 姑 时 , 亦 即 Xi2 一 Xr,tx)。 今 将 群 G 中 相 蜡 的 不 可 约 表 现 之 
所 有 特征 标 系 都 明确 地 列 成 如 表 (1) 所 显示 的 那样 


由 表 (1) 可 作 一 个 :x 盖 矩 阵 
: XH x a Xi 
Me 一 | 5 下 人- 
二 语 … 
据 35 定 理 1 的 推论 3, 已 知 
a #，> 当 4 一 上 时 ， 
>, Xr x) Xr ) 当 a 时 ， 


EG 


但 Xr《x7!) 一 Xro(z)， 故 


ee n> 当 a= 上 时 ， 
Xr.) “ XrpCx) -1 sae 2 时 ， 
再 以 类 函数 的 关系 代 人 之 ,上 式 就 变 为 
好 当 a™=b 时 ， (2) 


XDYD 一 
放生 人 的 当 a 六 5 了 时. 
由 (2) 式 容易 验证 矩阵 Me 一 《X 由 ) 的 :个 行 线性 无 关 ， 事 


实 上 ,从 

CKD + c+ eX 0 1, 2, +), (3) 
得 

cKOXE, 十 XE XR; + + eX XD = 0, 


* 242* 


因 之 以 1 二 1， 2 分 别 代 人 并 相 吉 , 则 得 
6 > XXEh + ts 六 Xi 十， 


jml1 二 了 


+ cr 2) XPXPhi — 0, 


j=1 
再 利用 (2) 式 得 cm 一 0, 故 c; 一 0， 这 说 明了 Me 一 《x0) 的 : 
个 行 线性 无 关 , 故 s 迄 +. 

再 注意 6G 的 任 一 个 共 力 类 4; 中 一 切 元 之 逆 元 的 集 好 也 组 
成 G 的 一 个 夫 轿 类 , 则 知 对 每 必 有 一 相应 的 使 5 一 和 50， 于 
是 ,， 当 革 一 t 时 , 也 及? 一 5is 像 这 样 的 两 个 类 总 与 如 叫 
做 互 赣 ( 共 力 ) 类 。 显然, 互 逆 共 示 奖 5 与 你 所 含 元 素 之 个 数 相 
等 ,由 大 一色。 再 证 一 重要 公式 : 

ei : 汪 人 ， 
二 | 当 愉 兰 《5 时 ， 人 
事实 上 ,在 证 明 $5 定理 2 的 过 程 中 (参看 其 脚注 ), 已 证 明了 
Lp 4 hE 


式 中 为 的 级 , ci 为 非 抽 有 理 整数 ， 故 
42 .An me Ce 


再 令 上 式 中 的 “分 别 为 1, 2,…，* 后 ,再 相 加 ， 就 得 到 
六 hx hx — 3 Ne" > Wa XD 
= Cijshr 四 之 ， nx, | 《5) 


但 在 x € 上, , 令 T 为 G6 之 正则 表现 ， 出 杀 T= nT 中 PDT 中 和 
nsT,s 故 有 


Xrlx) 一 > 1 Kr,Cx) 一 > zu， xp 
由 $6 的 定理 1 又 及 (zx) (在 ,一 1 肘 ) 或 - 0 (在 1: 1 时)， 
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式 中 总 为 C 之 单位 元 而 成 的 类 (因而 太一 1); 于 是 得 知 
4 YG) ny | 一] 时 ， 
包 ne Xe 1 
青 以 之 代入 (5) 中 就 有 


> LF x M hk = Cijihn = (6) 


a=l 


然而 当 总 与 6 不 互 为 逆 类 时 ,5 必 ; 不 含 群 6 之 单位 元 ， 因 之 
ti 一 了》 ci 中 不 含 如 的 项 ,; 即 ci 一 0。 当 如 与 5 互 为 逆 类 


时 , 则 如 一 > 且 5 必 ; 中 含 6 之 单位 元 的 个 数 显 为 hi( 一 加)， 故 
ch 一 有 一 万 于 是 据 (6) 式 得 
1 了 23 当 Ly be tH 时 ， 
C1) 、 (CF 
p22 好: hiXID 一 1 当 姑 兰芝 5 时 . 
故 若 特 着 眼 于 bj 一 5 了? 时 , 将 上 式 两 端 均 除 以 及 一 如 甩 , 就 得 到 


> XX 一 全 一 全 (在 一 9 时 ); 
若 着 眼 于 与 < 80 将 两 端 除 以 44;， 就 有 
和 并 和 一 0 (在 与 闪 维 2 时 )， 


sg=1 


即 (4) 式 完全 获 证 。 
再 证 明和 矩阵 Me 一 (2X42)》 的 > 个 列 线性 无 关 : 
事实 上 ,将 
CX 二 caXi 十 “十 i 
之 两 端 均 乘 以 闪 ", 然后 让 。 一 1, 2,…，s, 并 相 加 , 则 得 
a XPPX 十 a XEXE + + er 之 XX = 0. (7) 


s=1 ml 


因 di» 如 “ 中 仅 有 一 个 为 Ck 的 道 类 ， 如 令 时 人 [4 » 则 据 
《4) 式 可 知 《7) 中 > XXK) 一 ， > XXKY 0 (xs 门 ， 改 


i =1 


(7) 式 简 化 为 cj 0 不 得 不 有 cj 一 0。 当 * 跑 遍 1, 2,…， 
局 
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i 光 EeE0 和 全 家 让 ; re gn 


7 时 ,7 也 跑 遍 1 ,2,:…， ry 政 c 一 cz 一 … 一 如 一 0， 即 Mo 一 
(X 久 ) 之 > 个 列 线性 无 关 ， 于 是 又 有 > 所 5 
因 之 ,+ = :, 即 证 明了 下 面 的 


定理 1 有 限 群 G 中 互 不 等 价 的 不 可 约 表现 之 个 数 等 于 G 中 


雪 声 元 素 类 的 个 数 
于 是 上 面 的 表 (1) 则 为 


总 结 上 述 的 特征 标 系 之 间 的 关系 , 则 有 : 
《一 ) 表 《〈17 之 行 间 有 关系 式 ( 参 看 上 面 的 (2) 式 ) 


可 (a = 时 )， 
NYU am 
2 4 1 (a x 5 时 ), () 
《二 )》 表 【17 之 列 癌 有 关系 式 ( 参 看 上 面 的 (4) 式 ) 
二 (如 一 引 2 时 )， 
XIXD 4h GD) 
避 丈 鸡 - (tn 时), 


因 这 些 关系 式 经 常用 到 , 特 摘录 在 一 块 ,便于 查考 . 利用 它们 
可 得 到 一 些 重 要 的 结果 ， 首先 有 


和 分 昌 和 生 


证明 册 相 似 疙 阵 有 相等 的 这 ， 故 当 T 了 与 4 等 价 时 ， 它们 的 特 
征 标 系 显然 相同 ,反之 , 设 T 与 4 有 相同 的 特征 标 系 , 则 对 每 x* € G 
有 Xrtx) 一 Ya(z)， 故 令 CG) 一 上 时 ,利用 公式 (bb 可 得 知 


» 4 


es ee -esi mm 


DD) xr) Xr!) 一 之 Xrlx) XrC x-!) 


*€EG 


— Di 


El 


于 是 根据 $5 定理 1 的 推论 3 确 知 T 与 4 等 价 . 证 完 . 

尚 有 较 定理 2 更 广 的 结论 , 即 下面 的 

定理 3 ”有 限 群 G 之 两 个 表现 了 与 4 为 等 价 的 充 要 条 件 是 它 
们 有 相同 的 特征 标 系 - 

事实 上 , 因 了 与 4 得 分 解 为 

T= alBaorB:. BolT Aw cBelD… BelT,, 
式 中 Ti Tv。 为 G 之 一 切 不 可 约 表 更 ,> 为 G 之 共 斩 元 类 的 
个 数 《 利 用 了 有 限 群 之 表现 的 完全 可 约 性 )， 改 对 表现 工 言 则 有 
Xr(x) 一 ,cixri(x), 于 是 利用 公式 (TD) 得 知 


了 二 1 


了 ZXrGx) - Xrlx) 一 人) 之 ciXri(x) * Xr x-!) 


xEG EG j= 


Eo SS Ci， >A Xritx) - Xr, Cx-!) 


ea > ci"* > hx XH -= CN 
式 中 % 一 oCG).， 同 理 , 有 各 Xa(x)， XrA(x"!) 一 co。 于 是 ， 当 


与 A 有 相同 的 特征 标 系 时 ， 对 每 个 < € G 应 有 Xrkxz) 一 Xikx)， 
故 不 得 不 有 cs = ca 一 1 +), 即 了 与 4 是 等 价 的 ， 反之， 
若 了 与 4 等 价 , 它 们 显 有 相 阅 的 特征 标 系 .证 完 . 

从 定理 3 之 证 明 方 法 ,类 似 地 可 知 : 落 工 一 FT: 时 …: 申 cr 四 一 
crT 申 :四 cr， 则 必 有 ci 一 cz。 故 又 得 

推论 有 限 群 之 表现 当 分 解 为 不 可 约 成 份 时 ， 各 个 不 可 约 成 


二 


不 可 约 表现 的 重要 性 早已 说 过 ， 其 中 除 恒 同 表现 外 最 简单 才 
是 一 级 表现 (当然 , 异同 表现 也 是 一 级 的 , 而 一 级 表现 却 不 必 为 恒 
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NI 


同 的 ,一 级 表现 为 恒 同 的 充 要 条 件 是 其 阶 为 1). 当 有 限 群 为 交换 
群 时 ， 其 不 可 约 表 现 全 是 一 级 的 ($2 定理 3 的 推论 2); 今 问 其 道 
怎样 ?” 即 当 有 限 群 G 之 不 可 约 表现 全 是 一 级 时 ，CG 为 交换 群 吗 ? 
这 是 一 个 肯定 的 答案 . 事实 上 ， 设 of(G) 一 ”， 考 虑 正则 表现 
R(G) =—T, 并 令 T,《 恒 问 的)、 Ta ， I 钱 为 G 之 全 部 不 可 约 表 
现 (+ 为 G 中 共 轿 类 之 个 数 )。 据 $6 定理 2 已 知 
六 一 旭 十 更 十 …… 十 六 《ni 为 T 了 ;的 级 )， 

故 当 每 n; 一 1 时 , 则 + 一 x, 即 > 阶 群 G 这 时 有 ?= 个 共 斩 元 类 ,也 
是 说 G 之 每 共 轿 类 只 含 ee i ee ny 


二 来 讨论 es 和 2 不 可 的 表现 的 实际 求 
法 . 设 G= {x} XX {x} XX {xz}, ori) ~ mi — pi(pi 为 
素数 ), 于 是 G 之 任 一 元 * 得 唯一 地 写成 

x mm XRixt2, 人 
形 40 委 总 安 一 1). 令 T,《 恒 同 ),; Tss-… PT 为 G 之 二 个 (一 
级 ) 不 可 约 表 现 , 对 任 一 T 一 Ts。 言 ,由 于 [T(x;)]”! 一 T(x?1) 一 
r(1) 一 ( “= 1] 2 ?), 知 r(x;) 为 ms 次 单位 根 。 反 之 ， 如 


令 T(xj) 一 6; 为 一 mi 次 单位 根 人 一 1 2， 1)， 即 0 二 ce 
(但 0 委 aj 委 是 一 1 ， 则 从 一 xxzx 而 定义 

T(x) 一 Bf + OF! | (8) 
后 , 又 易 验证 映射 + 一 T(x) 确 为 G 之 同 态 映 身 ， 即 为 G 的 一 个 一 
级 表现 ,因而 不 可 约 , 故 T 必 为 了, Tv，T， 中 之 一 。 这 正 反 两 
方面 就 说 明了 的 任何 一 级 表现 都 可 像 《8) 式 那 样 去 求 得 ， 由 于 


8 一 于 有 mm 个 不 同 的 值 , 故 (8) 在 形式 上 有 ， 一 ftp2 区， 
个 一 级 表现 ， 但 这 些 形式 上 的 ”一 mm.……ms 个 一 级 表现 又 确 为 
两 两 互 异 ， 因 为 它们 之 中 任 二 个 都 至 少 对 于 某 一 个 x; 取 相 异 的 
值 . 

于 是 上 面 所 说 的 内 容 不 仅 是 找 得 了 # 阶 交换 群 的 ”个 互 异 的 
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一 级 表现 , 而且 还 提供 了 找 它 们 的 只 体 方法 . 因为 一 级 表现 由 数 
组 成 , 故 与 迹 《 先 阵 的 ) 一 致 ， 因 之 有 的 文献 干脆 叫 有 限 交 换 群 的 
一 级 表现 为 它 的 特征 标 ,所 以 #* 阶 父 换 群 答 有 * 个 互 异 的 特征 标 . 
$6 未 列举 的 黄 个 例 ( 例 1 与 例 2) 用 现在 说 的 方法 很 容易 解决 , 今 
只 将 $6 的 问题 2 作 一 个 说 归于 下 ,如 求 产 阶 初等 交换 群 G 之 一 昂 
人 不 可 约 表 现 : 由 于 CG 一 fj xX {fo}, af btm1,ab= bay 上 让 
之 产 个 不 可 约 表现 为 
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ribet ep =er? “(OSh, ks Sp—1) 


笛 讨 论 有 限 非 交换 群 G, ol(CG) 一 4 之 1. 设 * 为 如 中 共 即 类 
个 数 ， 这 时 应 有 1 < > <”， 用 避 除 醒 同 表现 五 外 尚 有 > 一 上 个 
不 可 约 表 现 zs 了 3 sa Ty, 它们 的 级 各 记 以 727> 139"" "a Nr, 当 
然 , 每 zi; 过 wn( 因 # 二 1 十 内 十 十 驱 且 繁 #ijn)， 今 问 贡 ,'…， 
zz 中 有 m2; 一 1 的 条 件 是 什么 ? 

如 果 ( 例 如 ) 二 1, 即 安 有 非 恒 同 的 一 级 表现 PP 则 从 C ~ 
态 知 有 NG 使 Ti 之 G/N, 政 靖 之 交换 性 (为 一 级 的 ) 保 证 了 
G/N 为 交换 的 ,于 是 G 之 非 交 换 性 (假设) 又 保证 了 N > 1, 而 由 
olT2) >> 1(*…T 非 恒 同 表 更 ) 又 说 明了 G > N。 这 就 说 明 G 有 一 
个 非 单 位 的 真正 规 子 群 N 使 G/N 成 交换 群 . 

反之 ,， 设 有 KAG, 而 1 二 天 二 G 且 G/K 是 交换 的 ， 则 从 
KK 二 G 得 oCG/K) > 1， 故 交换 群 G/K 必 有 一 个 非 恒 同 的 一 级 
表现 由 于 高 群 G/K 的 任何 表现 和 得 诱导 成 6 之 一 表现 ， 即 
人 A 可 看 做 是 G 的 表现 《这 只要 在 间 态 关系 G 一 G/K~ 太 中 从 
G 一 G/K 之 元 & ~ gK 所 对 应 于 4 之 矩阵 hs, 而 令 几 属于 陪 集 
gK 的 G 之 元 g 习 都 对 应 于 矩阵 4z 后 ,就 易 得 知 A 被 扩展 了 为 G 的 
表现 ,由 做 由 A 所 诱导 的 G 之 表现 ), 故 G/K 之 T 亦 诱导 成 9 之 一 
个 非 恒 同 的 一 级 表现 . 

总 插 之 ,就 证 得 了 下 面 的 
C 有 一个 豪 正 规 子 群 使 G/N 为 交 染 刁 . 
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定理 5 不 仅 说 明 G 有 非 恒 同 的 一 级 表现 ， 而 且 其 证 明 方 法 还 
提供 了 怎样 求 这 些 一 级 表现 的 具体 方法 ,因为 事实 上 交换 群 G/N 
的 一 级 表现 都 可 诱导 成 G 的 一 级 表现 ， 今 举 几 个 例子 来 说 明 . 

例 1 讨论 三 次 对 称 群 6; 的 不 可 约 表 现 . 

解 S; 有 三 个 共 圈 类 总 一 (1), 5 一 (C123), (132))， 63 二 
((12),《13)、(23))， 因 而 有 三 个 不 可 约 表 现 五 《 恒 同 的 )，T， 
IT。 因 如 要 5, 且 S/W 交换 , 故 T; 与 中 有 一 且 只 有 一 为 1 级 
的 (… 6; 非 交 换 )， 令 工 为 一 级 的 (ni 一 1), 利用 ol53) 一 6 一 
下 十 堪 十 碟 一 2 十 由 得 n3 一 2, 好 了 是 二 级 的 。 

因 二 阶 群 63/WL 之 非 恒 同 的 一 级 表现 为 M3 一 1， 人 罗 9 
(12)) 二 一 1, 故 由 X 诱导 的 6G 之 非 恒 同一 级 表现 T; 为: 

T(x) 一 1 或 一 一 1， 全 由 “为 偶 或 奇 置换 而 定 。 于 是 有 

XA =X 1 Xl. 

至 于 T; 的 特征 标 系 可 不 难 求 得 由 公式 (1) 知 


即 1 十 1 二 (X87 一 2, 故 X88 一 0; 又 XR 一 一 2; 于 是 再 由 


公式 (II) 知 Px 0, 苑 0 一 1+1+XPpXz 包 一 2 二 27P， 
改 XP 一 一 1， 于 是 特征 标 系 的 表 为: 
和 


Tr 
Fr 
bd 


xr,| 2 -1 0 


注意 这 里 只 说 了 求 -~- 级 表现 的 方法 ， 没 有 阐述 求 高 级 不 可 约 
表现 之 卖 际 求法 , 我 们 只 求 了 特征 标 系 。 高 级 不 可 约 表现 之 实际 
求法 是 较 困难 的 .对 @ 之 二 级 不 可 约 囊 现 疡 可 如 下 求 之 。 

内 w3 == 210(T3); Km)le(eo) 一 6 改 故 oT3) 一 2 或 二 6; 


但 若 oT3) 一 2, 则 五 由 (。 3 _ ) 而 成 ， 故 yz 一 0， 
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、 二 1 0\ 7 一 上 0 
+ 一 一 1($5 定 理 1 的 推论 2), 就 由 (。 , ) 与 ( ，_ |) 
而 成 , 即 T 非 不 可 约 ,不 可 。 歼 必 有 oCT3) 一 6, 因而 6; = Ts, 于 
是 着 令 ,守卫 是 由 一 {(123), (12)} 之 生成 元 (123) 与 (12) 


觅 身 为 ( ) 与 (2) 而 成 , 即 (123 一 (), G2) 一 


) 则 人 jl 有 是 当然 有 a+d~ 一 1 


及 r 一 一 zx (因为 光一 一 1 及 从 一 0)， 又 《132) 一 (123? 一 
a Bb\? ea 十 bc 一 上 
的 一 人 一 浆 | 故 据 对 : 一 一 ! 得 全 十 大 十 
25c 一 一 1， 因 而 再 与 a 十 4 = 一 1 合 起 来 得 od 一 bc 二 1, 于 是 


er 为 1 之 虚 立 


方 根 ), 故 《 ”“ ) 有 互 异 特 征 根 w 及 2， 因而 有 满 秩 和 矩阵 ?全 
(< “)+ 一 (”“,)， 由 于 等 价 表现 视 为 同一 , 故 可 令 T ~ 


.05-00 ms 


3 —x 


(一 (2 ) ,而 利用 X 一 0 又 得 0 一 or 一 or， 


一 并 


故 不 得 不 有 * 一 0, 于 是 再 由 1 一 (12 六 一 一 (。 ,小 -人 = 


(。 1 ) 得 ys 一 1; 族 再 令 9 一 (。 。) 时 , 易 知 


Ge eo a 


由 是 6; 之 二 级 不 可 约 表现 T;( 是 6S; 的 忠实 表现 ) 为 : 
1-(。 2 人 ia 的 a G32)—(" | 人 
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0 1 "0 ww 0 中 
G2) 一 (， G32 一 (ao 网 Ca 一 人 (。 vo 

例 2 讨论 四 次 交代 群 % 的 不 可 约 表现 ， 

解 ” 据 第 一 章 $7 定理 14 得 知 有 四 个 共 轿 类 , 即 二 (1)， 
C= (12)(34), C13)C24), (14)(23)), 63—(C123),C142),C134), 
(243)}, 与 54 二 《C132),(124),《143)、《234)), 故 及 二 1 如 一 
3， 各 一 如 一 4 且 妇 与 如 互 为 道 类 。 于 是 ‰ 有 四 个 不 可 约 表 现 
TD, 《 恒 同 的 )， Ts Tas Tss 其 级 为 2 一 1 Pay 123》 开 4 因 克 莱 其 四 元 
群 网 4， 且 /RR 为 三 阶 循环 ， 故 如 /名 之 三 个 表现 均 为 一 级 
的 ; 即 %wW8& 有 两 个 非 恒 同 的 一 级 表现 ,因而 亦 必 至 少 有 两 个 非 
恒 同 的 一 级 表现 , 仿 为 攻 与 Ta 天 加 二 有 二 1。 再 岂 12 二 ni 十 
信和 十 碟 十 柜 二 十 1 十 1 十 烘 知 #4 二 3, 央 泡 有 三 个 一 级 表现 
与 一 个 3 级 不 可 约 表 现 . 但 3G/, 之 两 个 非 恒 向 的 一 级 表现 为 
MR) = 1 ACR, (123)) = wm, A(W,: (132)) 一 co? 
与 
MR) 一 1，4zCR (123)) = 1, MalRs (132)) 一 o， 


但 w 一 < 于 ， 从 群 % 而 言 , 陪 集 8 (123) 一 各 8 - (132) 一 6 
二 是 ww8 之 两 个 一 级 表现 A 与 如 在 %k 内 诱导 的 两 个 一 级 表现 
T 与 实际 上 是 
T(t) = 1 Tt2) = 1, Tb3) 一 oT = os 
与 , 2 
T3850) = 11, T3862) = 1, T3633) = oo， rae) 一 00. 
故 XD 和 XXX 1X XH = 
3 YX 名 一 MX 和 一 1 wo 但 如 一 二 3, 政 由 
《ID 得 : 
0 一 sy XX 1 0+ ot 3XH o> XH 一 0， 
i=] > 
0 一 Y， XXB lt w+ ot X=> XP 0 
f= BE : 
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em 


4 
0 一 了 人 一 1 二 1 十 1 二 3XR 一 >X 一 一 |. 
i=1 


特征 标 系 的 表 为 。 
é &: &1 &, 
Xr |1 1 1 1 
Xr, 11 1 @ w 
Xr, 1 1 w! ww 
Xr, 3 一 1 D 0 


注意 碟 之 实际 求法 就 啉 烦 且 困难 了 ; 事实 上 , nn 一 31oCT,) 
及 of en) 一 12 说 明 oT,) 一 3、，6， 或 12, 只 这 三 个 可 能 
性 ;由 于 有 NL 使 LV/N = Ti 而 六 又 无 2 和 阶 的 正规 子 群 , 即 知 
of 关 6; 若 oT) 一 3， 则 olN) 一 4,N 一 8 为 克 莱 英 四 元 
群 , qu/ 为 三 阶 循环 , 因而 其 表现 T,《 这 时 ,T 是 3A/N 的 忠实 表 
现 ) 得 分 解 为 一 级 的 ; 即 为 完全 可 约 , 非 不 可 约 , 与 假设 矛盾 , 不 
可 , 故 or 关 3， 于 是 只 能 是 oT 一 12， 说 明了 如 的 3 级 不 
可 约 表现 T 必 为 忠实 表现 . 

例 3 求 四 次 对 称 群 54 的 特征 标 系 . 

解 ，S, 有 5 个 共 罗 类 : 局 一 《1) 只 含 恒 等 著 换 , 六 一 (人 (12)， 
《13),，(14),《23), (24),《34)) 含 6 个 对 换 ，&3 一 ((12X34)， 
(13X24), 《14 X23)) 含 3 个 两 对 换 之 积 , & 含 8 个 三 项 循环 , 6 
含 6 个 四 项 循环 ， -国之 页 一 1 和 一 6 有 一 3 加 过 8 一 0， 
而 人 有 5 个 不 可 约 表 现 Pi ( 恒 癌 的 )，T Ta T4; Ts 其 级 分 别 为 
为 1 一 Ly 2 3 HW4s Ts5e 

因 : 名 /加 二 6, 而 Gy 有 两 个 一 级 与 一 个 2 级 不 可 约 表 现 〈 例 
1)s 故 SwV8g 随 而 64 也 有 两 个 1 级 与 一 个 2 阶 的 不 可 约 表 现 ， 就 
令吉 喇 1, 73 一 2。 于 是 所 24 一 友 十 妇 十 妇 十 妇 十 妇 知 要 十 
好 一 18， 不 得 森 有 由 王 本 一 3。 故人 ,有 两 个 1 级 表现 《包含 恒 
同 的 ), 一 个 2 级 不 可 约 与 两 个 3 级 不 可 约 表 现 . 

又 据 例 1 确 知 ESw 全 S3) 的 非 恒 同 一 级 表现 与 2 级 不 可 约 
表现 的 特征 标 系 各 为 
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一 一 一 一 -rr 人 一 一 一 一 -一 一 


> ， ，，， 出 wwe ET NT Se I ry 


XCR) 一 1，XCRK123)) = 1 = XR 132)), 
XCRC12)) 到 XCRA1I)) = XRK23)) oo —1 


XR) 一 2，X( 吕 (1237) = XCRC132)) = —i, 
0 一 X(RA13)) = XRA23)) 一 0， 
故 除 Xi 一 = XX XN 1 外 ,还 知道 
-XE X11, X= X= 1 
与 
一 一 2 一 一 1 XR 一 X= 0 


再 由 Xi 一 XD 一 3, 据 (1) 得 > XEXP Y= 0 Ca 六 5)， 可 


知 让 a ~ 1, 而 5 一 2,3,4,5 时 就 有 Xi 十 X00(i 一 2,4,5) 
及 2X 入 十 X 癌 一 一 2， 故 若 能 求 得 xX 愉 , 则 X 芒 亦 知 . 


令 (DD 中 4 一 bb 一 3， 得 邱 一 6 二 (台大 +( 砍 六 即 2 


(X27 十 《一 2 一 XD ， 故 x 一 一 一 X99 又 令 (IID) 中 一 
一 2, 4, 5 时 可 算得 (XR 一 1 一 (XB》， 允 一 0 一 xX， 
1 

再 由 (ID) 得 0 一 > MX 多， 故 x 多 十 Xf 一 0, 而 与 (XR 一 
1 合并 则 知 有 二 个 可 能 性 : 

或 XA 一 ,x 一 1; 或 XR 一 一 1,X 一 1. 

这 二 者 没有 实质 的 差异 , 因 已 证 得 了 x 一 X=3)，X = 对 
(=—D, xX 一 XH =0). 由 是 , S, 之 特征 标 系 的 表 为 : 
Co 


Xnl! 1 1 ! 1 

1 一 1 1 1 -1. 
Xri2? 0 2 -1 0 
Xrl3 1 -1 0 -1 
xr|3 -1 ~1 0 1 


由 列举 的 这 些 例子 看 ， 可 知 求 5, 之 特征 标 系 府 涉 到 ,1 及 
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当 。: 的 特征 标 系 , 于 是 当 :” 大 时 ,实际 求法 还 是 一 个 艰巨 的 工作 . 
问题 1 ”有 限 可 解 群 有 非 恒 同 的 一 级 表现 . 
问题 2 ” 求 四 元 数 群 G 一 ta, 5) 的 特征 标 系 ， 其 下 对 一 有 5 


al = b?, ba = 412 
“$ 9. 正规 子 群 及 群 阶 与 表现 的 关系 


这 节 准 备 谈 两 个 问题 : 一 是 正规 子 群 与 不 可 约 表现 的 关系 ， 
另 一 是 群 阶 与 不 可 约 表 现 的 关系 .在 前 一 节 里 说 了 有 限 非 交换 群 
G 有 非 恒 涪 的 一 级 表现 之 充 要 条 件 是 有 N 4G,N <G 且 G/N 为 
交换 群 ,这 说 明了 正规 子 群 N 使 G/N 为 交换 群 时 与 G6 之 一 级 表现 
的 联系 ,于 是 自然 会 问 正规 子 群 妃 使 G/B 不 为 交换 群 时 也 可 能 与 
G 之 某 些 不 可 约 《 尖 然 非 一 级 的 ) 表现 发 生 联 系 , 现 在 就 是 要 探索 
这 样 的 联系 , 这 正 是 要 解决 的 第 一 个 问题 。 又 群 阶 之 变化 对 其 不 
可 约 表现 有 影响 ,这 是 不 言 而 喻 的 ,这 正 是 我 们 要 解决 的 第 二 个 问 
题 . 

关于 正规 子 群 与 不 可 约 表现 的 联系 。 首 先 来 看 以 正规 子 群 w 
为 模 的 商 群 G/N 是 交换 群 时 其 与 不 可 约 表 现 之 联系 究 宽 若 何 ? 
已 知 : ~ G/N 为 交换 群 时 ，G 之 共 辑 类 的 个 数 等 于 oCG/N)， 
且 据 前 节 定理 5 之 证 法 又 知 G/N 的 每 不 可 约 (为 1 级 的 ) 表现 得 
诱导 G 的 一 个 一 级 表现 , 因 之 由 于 这 时 G/N 有 o(GVN) 个 一 级 表 
现 可 知 G 已 必 有 olG/N) 个 一 级 表现 ， 且 NN 之 元 在 它们 内 面 都 对 
应 于 单位 元 。 反之 ，G 之 每 个 不 可 约 表现 如 使 六 之 元 都 映射 为 单 
位 元 (和 矩阵) 时， 则 这 表现 当然 也 是 G/N 的 一 个 不 可 约 表 现 , 随 而 
是 一 级 的 ， 故 G 中 这 样 的 表现 不 外 乎 是 上 画 说 的 oCG/N) 个 一 级 
表现 中 的 某 一 个 。 这 说 明了 这 样 一 个 事实 , 即 以 正规 子 群 N 为 楼 
的 商 群 G/N 是 交换 群 时 ， 则 G 恰 有 olG/N) 个 不 可 约 表 现 使 N 
之 元 在 它们 的 每 个 内 面 都 对 应 于 单位 元 , 随 而 为 一 级 的 。 然而 当 
H4G 而 G/H 非 交换 群 时 ,也 有 类 似 的 结论 ,换言之 , 刚才 说 的 现 
象 实 际 上 可 认为 是 下 面 定理 1 的 一 个 特例 . 


本 理 1 访 C 为 襄 有 生 而 JR 若 G/B 有 一 a 


是 年 和 全 
和 


证 明 G/B 有 >” 个 共 斩 类 即 示 G/BE 有 个 不 可 约 表现 了 i， 
,Tw; 每 Ti 可 诱导 G 的 一 个 不 可 约 表现 , 仍 以 符号 Tj 记 之 . 
因 这 些 T 了 在 G/H 内 互 异 , 故 在 G 内 也 必然 互 异 , 且 凡 属于 互 的 元 
都 对 应 于 T; 之 单位 元 ， 这 就 证 明了 G 中 已 有 了 ” 个 不 可 约 表 现 
Ti TT，,:** ,Tv 确实 满足 定理 中 所 要 求 的 性 质 。 

反之 ,; 设 A 是 G6 之 一 个 不 可 约 表 现 , 而 使 及 的 元 对 应 于 A 之 单 
位 元 ， 即 对 每 h 《日 有 4(8) 一 E (单位 矩阵 ), 则 对 每 x€G 常 有 
A(zh) 一 A(x)AC(h) 一 A(x), 说 明了 陪 集 xH 一 和 的 任何 元 x# 在 
各 内 恒 对 应 于 4(*)， 即 A(x) 不 以 陪 集 xz 旦 之 代表 元 * 的 选取 有 
关 , 今 以 这 辐 定 的 A(x) 定义 为 G/ 晶 之 元 +H 王 和 在 4 内 的 像 , 即 
AZ 一 A(x)}。 这 样 定义 以 后 , 易 知 ACX) 为 G/H 之 不 可 约 表 现 ， 
仍 记 为 4。 于 是 因 G/B 总 共 只 有 r’ 个 不 可 约 表现 PT …， 
rr， 故 4 不 得 不 为 Pi, ra ……， Tv 中 的 某 一 .证 完 . 。 : 

在 $8 里 我 们 又 说 过 : ”有 限 群 G 有 非 恒 同 的 一 级 表现 之 充 要 
条 件 是 有 N 4G，N < 之 G， 且 G/N 为 交换 的 。 然 而 G/N 为 交换 
的 充 要 条 件 是 G6 一 [6G, G1]SEN,， 故 G 有 和 非 恒 同 的 一 级 表现 之 充 
要 条 件 是 6 一 16,，G] 二 6, 今 问 这 时 GG 到底 有 多 少 个 一 级 表现 
呢 ? 据 定 理 1, 不 难 回 答 这 个 间 题 , 即 有 

定理 2 ”有限 群 G 恰 有 《 个 也 异 的 一 绝 表 现 的 迹 京 条 件 是 
[G:G'] 一 但 6' 一 [6,6G1. 

证 明 先 设 [G:G] 一 这 时 ，GVAG” 是 天 阶 交换 群 ， 故 
G/G’ 有 [4 个 一 级 表现 Ts Ts***, TE (前 节 定 理 4)， 因 之 它们 也 
诱导 G 的 个 一 级 表现 , 仍 记 以 ,TT,,-…, Ti。 反 之; 若 A 为 @ 
之 任 一 个 一 级 表现 , 则 从 G ~A 知 有 NG 使 G/N 二 4, 于 是 A 
之 交换 性 保证 了 G 一 [C, G]EN, 说 明了 G 一 [G, 6G] 之 每 元 
必 栅 射 为 4 之 单位 元 ， 即 数 1; 但 据 定 理 1 又 知 6G 仅 仅 只 有 Ti， 
Ta T4 这 大 个 一 级 表现 使 G 一 [G，G] 之 每 元 在 每 T; 内 都 
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缺 射 为 数 1， 故 这 4 必 为 六 ,TFT 中 某 一 。 这 就 说 明了 6G 
恰 有 大 个 互 好 的 一 级 表现 ,证 明了 条 件 的 充分 性 . 

至 于 条 件 的 必要 性 易 明 . 事实 上 , 设 G 恰 有 个 互 异 的 一 级 
表现 。 若 [G:G'] = 1, 则 据 上 述 知 G 恰 有 : 个 互 异 的 一 级 表现 ， 
于 是 不 得 不 有 ! 一 和 即 [G:G ] 一 .证 完 . 

再 来 对 群 阶 与 群 之 不 可 约 表现 的 关系 进行 探索 ， 即 讨论 我 们 
要 解决 的 第 二 个 问题 。 我 们 只 着 重 讨论 奇 阶 群 , 因 奇 数 的 因数 仍 
为 奇数 ,不 像 偶数 的 因数 有 奇 、 侦 两 种 可 能 性 那样 复杂 . 

首先 ， 以 姑 阵 区 言 \ 有 下 面 的 


和 


0 设 T= {Di D D,} 是 7{(>1) 阶 的 Cn 级 ) 实 答 
阵 群 , 且 7 为 奇数 . | 

萄 若 T 为 不 可 约 的 , 则 必 有 zj>《〈$4 定理 3 的 推论 2), 故 =” 是 
奇数 ，ofT) 一 7 为 奇数 还 说 明了 除 单位 矩阵 Di 外, 任何 矩阵 D，; 
必 与 其 逆 互 异 (D; 关 D7!, 当 i < 1 时 ); 然 而 因 DD 是 实 矩 降 ， 故 


XrD7TD = Xr(Di) ~ Xr(D;), 于 是 在 六 | Xr(DDD) 一 00$5 的 问题 
) 四 
即 0 一 Xr(DD + > XrCD;) (C1) 


中 , 可 将 > 内 偶数 个 (共有 7 一 1 个 ) Xxx(DD 两 两 配对 成 Xr(D,) 


+xXrCD7) 一 2XrCDi), 因而 (1) 式 可 改写 为 
0 + 2 2Xr( 万 ， ) 


的 形式 , 使 和 立 中 只 有 一 个 项 ， 但 各 (D;) 是 代数 整数 ， 改 
从 上 式 得 0 一 Fz 十 2a, 2 为 代数 整数 ， 于 是 ， 2 万 不 得 不 为 


有 理 整 数 , 如 > 是 偶数 ,与 已 得 之 ”为 青 数 的 结论 矛盾 了 , 不 可 , 
故 工 可 约 , 证 完 。 


= 了 3 


由 定理 3 即 得 下 面 的 

推论 下， 
不 可 约 成 份 必 为 复 和 矩阵 群 . 

用 证 定理 3 的 方法 ,实际 上 可 证 下 面 的 . - ， 

定理 4 奇 阶 群 的 任何 不 可 约 表现 ( 除 恒 疗 表现 外 ) 疾 不 能 与 
它 的 复 共 枉 表现 等 价 , 也 就 是 说 奇 险 群 的 任何 不 可 约 者 层 ( 非 恒 同 
的 ) 不 能 为 实 的 . 

附注 ”实际 上 ,定理 3 可 看 作 是 定理 4 的 推论 。 :、 

证 明 设 工 为 奇 阶 群 G 之 非 便 同 的 (” 级 ) 不 可 约 表现 . 由 于 
G~ 工 也 知 oCT) 一 7 是 奇数 ， 因而 "17， ”为 奇数 . 又 由 好 定理 
1 之 推论 1, 知 

之 XTCz) = 0, : (C23 
再 令 o(6) 一 2m 十 1, 则 当 = 关 <(G 之 单位 元 ) 时 必 有 天-z5 

故 (2) 中 除 Xr(e) 一 2 外 其 余 的 2m 个 和 (xz) 可 分 成 加 对 ,每 对 

有 两 项 形状 是 Xr(x) 与 tr(z-)，。 于 是 可 改写 (2) 式 为 
0 一 ”十 3 [xr(z) + Xz)], (3) 


式 中 mm xm 为 G 中 恬 个 互 界 的 元 且 无 -为 另 一 之 半 S 

苟 若 T 与 等 价 ， 则 据 本 章 $8 的 定理 2 就 应 有 XK(*,) 一 
XrCxi)s 故人 从 XrCx7D) 一 Xr(xi) 一 Xi(x;) 得 Xrfx79 一 zi 于 ] 
是 从 (3) 式 有 


0= n+2 2) XAr) n+ 20, 
二 二 1 


a 为 代数 整数 ,因而 a 一 一 为 有 理 整 数 , 即 ”为 偶数 ， 与 上 已 
证 得 ”为 奇数 之 结论 相 矛 盾 。 故 了 不 能 与 工 等 价 ,定理 4 证 完 ， 
问题 1 ”有 限 群 G 之 正则 表现 RCG) 如 有 非 恒 同 的 实 不 可 约 
成 份 , 试 证 oCG) 为 偶数 ， 
问题 2 奇 阶 群 中 非 单位 元 的 任何 元 不 能 与 其 逆 元 共 桃 . 
问题 3 ” 奇 阶 群 G 中 任 一 个 共 示 元 素 类 与 它 的 逆 类 互 异 《 单 
。 257 °* 


“.: 阅 题 4 奇 阶 群 中 共 印 元 素 类 之 个 数 > 一 r(G》 世 必 为 奇 
数 . 

问题 5 奇 阶 群 G 的 阶 oCG》 与 共 胃 元 素 类 之 个 数 >(C) 有 有 
关系 式 5"(G) 到 r(G) (mod16)- 


问题 6 有 限 群 G 之 共 身 元 素 类 的 个 数 rG) 等 于 rp 


> of Ze(x))。 


EE 3 ， 
-.， 问题 7 ” 设 鼠 是 有 限 群 G 之 真子 群 ， 试 证 rH) 过 [G6G:H]， 
mG), 但 r0 与 r《G) 分 别 表示 已，G 中 共 斩 类 之 个 数 . 《文献 
[26，27]》 

提示 : 利用 第 6 题 , r(H#) = 二 .> o(zw(x)); 再 利用 Zn(z)E 


2Zckz)。 

问题 8 设 刀 是 有 限 群 C 之 子 群 试 证 : 不论 zx 是 G 之 任何 
元 , 恒 有 oC(Zolx)) 生 [G:H]，o(Za(x))， 又 “等 号 "成 立 的 充 要 
条 件 是 G 一 H. 2clrx)， 

提示 : 对 月 言 与 > 共 轰 盖 对 G 言 与 z 共 力 , 故 [ 吕 :Zn(z)] 委 1c:zc(z)]， 
由 之 即 得 不 等 式 。 又 “等 号 "成立 < 祖 任 8 € G6 必 有 相应 之 4 € 如 使 zx8 一 
5 x 即 gh Zo(x) 亦 即 G = Zolx) :有 H, 


rs 


第 四 章 扩展 理论 


扩展 理论 首先 是 在 文献 [28, 29] 由 提出 来 的 , 在 现行 的 群 论 
书 如 文献 [13],[301,[9] 及 13] 中 都 有 较 系 统 的 记述 。 什 么 吧 扩 
展 问 题 ? 设 4，B 为 两 个 已 知 的 群 ， 欲 作 另 一 群 G 使 4dGC 及 
G/4 ~ B (或 更 确切 地 说 ，G 含有 一 个 正规 子 群 41 使 姑妈 及 
G/A1 守 BB) 的 这 类 问题 统统 叫做 扩展 问题 , 这 时 叫 G 是 及 被 如 的 
扩张 ( 若 雹 突出 8 的 必要 ,我 们 就 简称 G 是 4 的 扩张 )。 研究 有 关 
扩张 问题 的 理论 统称 扩展 理论 ， 

为 什么 要 研究 扩展 理论 ? 理由 是 这 样 的 : 设 C 是 有 限 群 ， 
而 有 合成 群 列 

好 一 GCC CGI Ge™ 1, 

于 是 Gi-W/Gi (一 1, 2,-…， #) 为 单 群 ， 故 若 有 限 单 群 的 构造 问 
题 能 解决 , 则 因 G,- 是 单 群 G,-: 被 单 群 C。-yG。-: 之 扩张 ， 所 以 
借 扩 展 理论 得 知 G。- 的 构造 ; 再 因 G。-s 为 G,- 被 单 群 Gs/ 
G。-: 之 扩张 ， 于 是 从 G。-; 之 构造 又 可 借 扩展 理论 得 知 G6,-3 的 构 
造 ;反复 进行 ,最 后 得 知 G 的 构造 .这 说 明了 研究 有 限 群 的 构造 间 
题 归根 到 底 是 研究 有 限 单 群 与 扩展 理论 这 两 个 问题 ， 这 当然 也 说 
明了 扩展 理论 的 重要 性 , 同时 也 说 明 为 什么 要 研究 扩展 理论 ， 简 
言 之 ， 扩 展 理 论 的 实质 意义 是 从 已 知 的 两 个 群 怎样 去 作 另 一 个 新 
群 的 问题 ,因而 它 是 研究 群 论 的 一 个 重要 方法 或 工具 . 


$1 因子 园 


当 4, B 两 个 群 已 知 时 ，4 被 昌之 扩张 是 否 存在 吧 ? 这 只 要 
作 4, 8 的 直 积 4 Xx 8, 显然 看 出 4 x 8 是 4 被 8 的 一 个 扩张 ， 
故 扩张 的 存在 性 缴 庸 置疑， 问题 在 扩张 的 唯一 性 : 例如 三 次 对 称 
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群 6 以 三 次 交代 铬 2 为 模 的 商 群 6x/36 是 二 阶 循环 群 , 而 各 为 
三 阶 循环 群 ， 故 S, 可 认为 是 三 阶 怎 环 群 被 二 阶 循环 群 的 一 个 扩 
张 ; 再 者 ,六 阶 循环 群 Cs 也 显然 是 三 阶 循环 群 C3 被 二 阶 循环 群 C， 
的 一 个 扩张 ; 可 是 ,三 次 对 称 群 8 与 六 阶 循环 群 C; 显然 不 同 构 ， 
所 以 ， 一 般 地 说 ， 给 了 两 个 群 4 与 B, 则 4 被 B 之 扩张 只 能 说 存 
在 ， 却 不 地 断定 是 唯一 的 。 因此 发 生 了 一 个 问题 , 即 4 被 B 的 许 
多 扩张 之 间 的 关系 怎样 呢 ? 要 弄 清 这 个 问题 ,就 要 先 弄 清 一 个 扩 
张 究竟 是 由 怎样 的 一 些 条 件 来 决定 的 。 为 明确 起 见 , 将 群 4 的 元 
统统 用 小 写 拉 丁字 母 5， 58，c，*… 或 在 其 右 下 角 附 以 指数 如 an 
a1，>""* 等 等 来 表示 、 将 群 B 之 元 用 希腊 字母 a, 8, >，… 或 在 其 
右 下 艇 附 以 指数 如 a, mw, … 等 等 来 表示 ， 
设 G 是 4 被 8 的 一 个 扩张 。 于是，G/4 之 8 就 说 明了 G 关 
于 子 群 4 之 左 陪 集 分 解 可 写 为 
一 > 本 gs 
形 , 使 8 与 G/4 之 元 疗 的 1-1 对 应 
a /go 
可 产生 同 构 关系 
G/A BB, 
由 是 有 Agogp 一 48。* Ag8p 一 Ag8og; 故 
Eugp 一 Moglug (mos € A). (C1) 
但 人 队 446G 又 知 1-1 对 应 
a gilags ( 任 a€ 4) 
为 4 的 一 个 自 辐 构 , 表 写 为 4 二 zara, 即 , 
go ago 一 are. (2) 
注意 wu 不 仅 与 妃 之 元 有关， 且 还 与 陪 集 4&g。 之 代表 g。 之 选 拌 
有 关 。 当 bE 4 时 ,4 之 自 同 构 s 生 761ab 如 在 第 一 章 $9 里 说 的 
那样 仍 记 为 “< 42， 即 
blab 一 2 (3) 
于 是 利用 (1), (2), (3), 容易 验证 
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+ 
rd 一 (are )9?8 = fa2 ep ee wr (1) 


又 由 
{gua) gr = po pboplBr 一 Tapriiap,rb afr? 
8agphgyr 一 1 -1 
gu a8y) 一 gumgrbpr 一 Eaprla ' BoBpr 
v=! 
™— pe,r Ma,grgeapy 
得 知 
p—! 
Mogmnepr ™ Mp'y og, De 《I1) 
再 考 培 局 中 任 二 元 age 与 bgp I 
afr" bpp ee ab"” 2 2 | 《HH) 


总 括 上 述 , 得 知 : 从 4 被 8 的 一 个 已 知 的 扩张 G 出 发 ,能 产生 
4 的 一 组 元 msc pe B) 和 4 的 一 组 自 同 构 a 二 >areCa€ 了 ) 满 
足 (T) 与 (0) 之 一 切 应 有 有 的 关系 式 [ 当 B 是 + 阶 群 时 ,一 组 元 me 
之 个 数 是 *r, 一 组 自 同 构 q。 之 个 数 是 x]。 今后 ， 岂 适合 (TT) 式 
的 4 之 一 组 元 [muz] 为 4 的 因子 团 . 

这 里 应 特别 注意 的 是 ，4 之 因子 困 [mw。p] 和 自问 构 ps 都 与 
扩张 G 之 左 陪 集 的 代表 元 系 gs 之 选择 有 关 。 虽 属 同一 扩张 6, 但 
当 陪 集 之 代表 元 系 的 选择 不 同时 ， 所 产生 的 4 之 因 于 图 和 4 之 一 
组 自 同 构 a 三 a* 也 可 能 不 同 , 今 问 : 它们 的 关系 怎样 呢 ? 

为 区 别 计 , 证 由 代表 元 系 ge(ce 3) 所 决定 的 4 之 一 组 自 间 构 
及 因子 团 各 令 [fp。] 及 [wwe] 来 表示 ,而 令 [p2] 及 [mg] 分 别 表 
未 由 代表 元 系 8(ee 3) 所 决定 的 4 之 一 组 自 同 构 及 因 于 区 , 邵 

gi logs m4, agp ™— ,98g 


式 中 G 一 531 4dg', 征 4g' 一 Ags, 随 而 又 有 
可 大 永 


I p 。 “一 让 
Ge {a a8) "8 及 Topiagr 一 mp ia,py. 
因为 ga Cagu 《ca € A), 故 有 
Pa Te Pe 
ee os ‘as, 
即 
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pa™— I Palo € B). (4) 
然 握 CII) 式 可 知 


Bagp 一 Cabac ple 一 A 
且 同 时 又 有 
gagp 一 mupBap 一 MapCapl ep 
故 得 到 
mp we ee (5) 
这 说 明了 : 当 4 被 之 扩张 G6 已 与 时 , 则 由 G 关 于 4 之 左 陪 集 的 
代表 元 系 之 选择 不 同 所 产生 的 4 之 因子 团 及 自 同 构 组 虽然 可 能 
不 同 , 但 这 两 组 因子 团 及 自 同 构 组 是 由 (4), 《5) 两 关系 式 而 联系 
着 的 . 

反之 , 设 扩张 G 之 一 组 代表 元 系 ge 所 决定 的 4 之 一 组 自 同 构 
[ep。] 及 因子 轩 [mwg] 已 知 , 再 作 直 之 男 一 组 自 同 构 [ee 一 To] 
《ce A) 以 及 作 满 足 (57 式 的 用 之 另 一 组 元 素 msp。 于是, gs 一 
cagu 当然 是 G 关 于 4 之 左 陪 集 的 另 一 组 代表 元 系 ， 且 容易 验证 由 
代表 系 gs 所 决定 的 4 之 自 同 构 组 及 因子 团 愉 为 [p。] 及 [ss]. 

故 总 括 之 ,可 知 上 面 所 问 的 关系 问题 得 到 了 解决 , 即 下 面 的 

定理 1 当 4 被 之 -扩张 6 已 与 时 ， 则 申 G 关 于 4 之 车 了 
集 分 解 中 一 组 代表 元 系 就 能 决定 满足 (D, (I) 泌 式 的 4 之 一 组 
自 同 构 及 内 子 团 ; 而 不 同 的 代表 元 系 所 决定 的 4 之 自 同 构 组 及 因 
子 团 闻 的 关系 是 四 (4)， (5) 两 式 联 系 着 的 , 且 反之 由 (4), (5) 两 
式 所 联系 a), dn) 的 [qa] 及 [oa a] 又 得 决定 G 关 于 4 之 左 陪 集 
分 解 中 的 男 一 代表 元 系 使 其 所 确定 的 4 之 让 同 物 组 及 因子 轩 丛 为 
[9 ] 及 [ms ,8] 。 

上 面 所 讨论 的 都 是 从 一 个 已 知 的 扩张 出 发 ， 得 到 了 满足 (ID， 
(II) 两 关系 式 的 4 之 一 组 自 同 构 及 因子 团 。 现 在 反 过 来 间 : 假定 
在 群 和 4 中 事先 已 经 有 了 满足 (1)，(II) 两 关系 式 的 一 组 自 司 构 g。 
及 一 组 元 素 mo,s 《a, 8 者 跑 遍 B), 那 末 是 否 存 在 一 个 4 被 B 之 扩 
张 ， 使 它 关 于 4 之 左 陪 集 分 解 中 得 有 一 代表 系 所 决定 的 4 之 自 同 
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构 组 及 因子 团 恰 好 就 是 这 已 给 的 一 组 自 同 构 p。 上 友 这 组 元 素 mo 
呢 ? 我 们 说 这 样 的 扩张 确实 存在 . 

为 了 解决 所 说 扩张 的 存在 。 首 先 要 弄 清楚 想 寻 找 之 扩张 的 元 
素 究 竟 是 怎样 的 形状 ? 《HID) 式 对 解决 这 问题 是 有 启发 性 的 ,叙述 
于 下 . 

对 每 个 <e B, 都 形式 地 作 一 个 符号 各, 这 样 得 到 了 一 组 符号 
的 集合 Wes 一 (名,………), 集合 于。 的 基数 等 于 B 的 阶 。 再 形 
式 地 作 符 号 ago (Ke 与 4 分 别 独立 地 跑 遍 4 与 8), 并 令 凡 符号 zg 
之 集合 用 局 表 示 , 于 是 集 G 含 有 ol《A4) . of(B) 个 符号 age。 再 定 
义 到 中 任 二 元 a 名 与 58 的 结合 关系 (叫做 乘法 ) 为 如 (II 所 述 ， 
即 

Ga bls = 4592 和 cpgop。 GD 
附注 ”我们 也 可 将 形式 符号 畦 。 改写 为 (e， 8。), 再 定义 (0, ge) 

与 (6, 名) 之 结合 方法 为 (8s 世 ) 。(5， 人 1 ) 一 (的 ra mop op)。 这 

都 无 本 在 上 的 差异 . 

今 能 断言 集 雹 关于 结合 方法 《HT) 成 群 ， 且 又 恰 为 我 们 所 要 
求 的 4 被 B 之 扩张 . 

在 证 明 6 成 群 以 前 , 先 将 凡 由 (I), (LI) 两 关系 式 可 推导 出 的 
且 为 以 后 要 引用 的 一 些 主要 结果 摘录 于 下 。 | 

设 s 表示 8 之 单位 元 , 则 有 

he 一 6, 
Pe 一 Ine,ss 


《6) 


Wea ™ fs,63 


po vs Pl 
Hae 一 eo Re Dice,e = Ms, 


事实 上 , 令 (D 中 a 一 8 一 8， 国 全 P= 和 故 ps 一 
Te 即 (6) 之 第 二 式 ;由 是 mm 全 一 me 一 mos 0 
第 一 式 、 其次, 令 《H) 中 < 一 一， 有 和 me Wk 
Wee re a 证 明了 (6) 之 


43 4 


一 1 


第 三 式 . 最 后 , 令 (I) 中 8 一 7 一 e， 有 mls = me maes Wows 一 
me ,mY mes; 再 利用 第 二 、 三 两 式 又 易 知 me 一 mm 一 


moe 及 和 全 一 mt 一 me; 于 是 (6) 之 第 四 式 亦 真 ， 

有 了 (6) 式 ， 不 难 证 明 C 成 群 . 事实 上 ， 利 用 (1)，(9)， 
(BID , 可知 
(ng bE) “ch a i " chy 一 ob mae" drapurBprs 


及 
一 
ae Lod ~ 下 
他 gu“ (bEs Ss | ag, (5c mp,rBer) 
va! pz! 
es Oe mg,r) Ho, pr Rafy 
“1 
= ab "a cPoPg)™ mp* r mar opr 


PT (gapg) a 
= ab ec a,pfivary Bapy 
| 
bd FP tm 8 
一 Ab" ch smo grop, rafy 


on 一 


ab mage vad 
则 证 上 明了 结合 律 在 去 内 成 立 : 
(ago dks) .cg 一 age (Dis * cy). 
其 次 ,利用 (6) 式 的 第 二 ,三 两 式 又 知道 


1 ype! 
Me eR: " dRoa 一 fhe,ca Mme,aka 一 Mm!a 


个 左 单位 和 milg。， 
附注 “利用 (6) 之 第 四 式 wc = ms。 可知 cBe mat 包 


me,e 


me ka 一 A 好 G 有 一 


ll 


a( mar ee sm ww {me) 二 mme,s) We 
全 -， 勾 说 明 mz 妨 , 为 6 OR 
最 后 , 由 于 ms 《ar-D 1g 08 = milm 《6 wa 
Pe 就 知道 对 大 单位 元 mi, 言 ， 之 每 元 a 
有 一 个 左 北 元 为 miim (aa 
,264 。 


附注 ”也 不 难 直 接 证 明 wz la) 1 为 4B。 之 右 逆 
元 . 事实 :再 公式 spp 一 rmo。 Be 的 x 与 好 之 任意 性 可 知 Pepa! 
= mao 一 :De = Hm, ,eatin ba Te 人 (1 外 8 = !,7 一 nr 


得 加 se immes 一 ma mo 一 "ma ((6) 之 第 四 式 )， 即 


(gl, ens Oe 二 网 ya-1184,a 一 aatime,e? 克 利 用 这 两 个 结果 得 


知 AM es "2 mn- 


Boal Cm, me,e)"® 1a) rere pe 
Cy mn mi © Mo,a-iF, 一 ZK rza， oie ,ap (mo, re, ‘a 


(mae Mes) masa tle maley 即 示 motmrt, (a 3) . 为 
号 之 右 逆 元 。 
于 是 ,，G 确 为 群 . 
剩 下 要 解决 的 是 这 样 一 个 问题 。 即 群 是 4 被 8 的 一 个 扩 
张 ， 且 关于 4 之 左 障 集 分 解 中 有 一 组 代表 元 系 使 它们 所 决定 的 4 
之 自 同 构 组 及 因子 团 恰 好 就 是 在 (1), (1D) 两 式 中 所 表示 的 . 
为 了 这 个 目的 , 就 令 群 C 中 内 形状 是 a 一 amrl。 (a 4) 的 
元 之 集 为 4, 即 4 一 {amzl8s|a€ 4), 于 是 在 4 与 4 之 元 间 显 然 
有 一 个 1~t 对应: a 二 3 a; 利用 (6) 之 第 二 式 得 
EB om bmrlg, 一 amri(bmal) " mck 
= asm? bm) mes 一 aCbmal)es 
= abrmalle = ab, 
说 明了 1-1 对 应 a 二 sa 是 同 构 对 应 : 4 过 2 故 瑟 包含 了 一 个 
与 4 成 同 构 的 子 群 4. 
再 令 B。 一 1gs。 (1 a 利用 (6) 之 第 三 式 可 知 
d+ Ba ami ls * 18, 一 amidl ‘mee 一 amalmaaba 一 afas BR] 
2 Es™— afa, (7) 
这 说 明了 G 之 每 元 zg 必 在 一 个 左 陪 集 4 各 内 .又 由 于 4. 瑟 一 
4 - gs 之 充 娶 条 件 是 gs 一 3. Bo( 某 #64), 即 1 一 4 名 故 从 形 
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成 G 之 意义 言 可 知 这 条 件 是 与 8 一 a, 4 一 1 等 价 的 ,这 文 说 明了 
当 & < 8 时， 两 陪 集 .1 8, 与 4 Bs 如 异 ， 故 总 括 之 得 知 : 当 < 
欧 遍 8 有时, 4 8 就 跑 遍 了 GC, 亦 即 

G— dA.g,, [G:A4] ~ olB). 


Se 
我 们 现在 敢 断 言 44G: 事实 上 , 对 任 4a 一 ama 壕 :EA4， 任 
xg。€ C， 我 们 恒 有 (利用 (7) 式 ): 
x) 1 G+ (XB) 一 (到 a (K+ Fa) 
一 1 R12 Ba Bl. lar go (和 用 了 4 之 A) 
一 Fal: B+ gb = xlar) = (1b). bmarlge (Bs) 


-0 
《18)-1 " brarll me.ule 
一 《18) 一 28 《利用 了 (6) 之 第 三 式 》 
2 
> mat my, 各 一“ DEa 一 me 8 mi 本 1 py va 区 s 


pm maib tm, = pb wl mal, ane, 1 Ee by 


= rtm WalagTers € 4 
这 就 表示 了 4<1G. 于 是 有 商 群 G/4, 故 从 G 一 4 4， 名 得 知 


B 与 商 群 6/4 之 元 闻 有 一 个 1- 1 对 应 关系 : a 5 但 因 
Be Bg lB, - 188 一 tho,gBa,e 一 Moarp 。 Bog 《利用 了 {7) 式 ), 即 
Ea‘ Bg 一 ap * Bog? (8) 
页 (4 .54 如) 一 ABgoB4 一 48os， 凤 说 明了 1-1 对 应 a 二 
4 .5 为 同 构 对 应 ， 也 就 是 8 之 G/4， 于 是 再 与 4 之 4 合并 可 
知 G 是 4 被 B 的 一 个 扩张 . 
再 楼 解决 的 是 自 同 构 组 及 因子 团 的 问题 。 不 过 这 时 应 特别 注 
意 的 是 ， 所 谓 自 同 构 组 及 因子 团 指 的 是 4 的 自 同 构 与 4 的 元 素 
组 , 并 非 指 的 是 4 的 , 但 满足 (1), (ID 两 关系 式 之 [qs] 及 [ep] 
部 是 4 的, 于 是 首先 就 要 将 满足 (1), 《ID 两 式 中 关于 4 的 元 转化 
为 4 的 元 来 考虑 。 怎 样 转化 呢 ? 当然 , 由 于 1~1 对 应 6 夺 3a (二 
rm.) 能 产生 4 一 4， 所 以 应 将 英之 元 mwp 换 为 Wa 一 
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se 
E 


memalge) 来 考虑 是 很 自然 的 《因而 元 se 一 18 一 瑟 ); 同时 由 于 
4 菇 地 47o 为 4 之 自 同 构 , 而 “和 2 一 cp 过。) 又 产生 了 4 之 4， 
故 4 二 > dr?e( 二 aremzl) 当然 是 4 的 自 同 构 , 将 XX 的 这 个 自 间 构 
也 用 相应 的 符号 6。 来 表示 , 即 a 一 a%w、 那 未 将 4 之 自 同 构 q。 
转化 为 4 之 相应 的 自 闻 构 Ye 来 考虑 也 是 很 自然 的 。 4 之 自 司 构 
组 p。 及 一 些 元 素 m。,s 所 满足 的 (I), (ID 两 式 对 4 言 也 必 有 类 
似 的 两 个 式 子 
Ps Fp = TnosTag Cy 
与 
Wag Mosprr pr Pe aspre -1 《ID 
现在 想 要 在 亏 被 B 之 扩张 巨 中 找到 关于 工 之 左 陪 集 分 解 的 一 组 
代表 元 系 使 其 所 决定 的 自 滞 构 组 及 因子 困 恰 为 在 〈D', (ID 内 所 
示 的 [5。] 与 [ 丈 。e]。 我 们 现在 据 陪 集 分 解 2 . Bs。 一 就 取 


ga， Bp，"'* 为 一 组 代表 元 系 来 试看 一 下 . 
事实 上 , 《1) 式 在 这 时 应 变 为 天 - 号 一 元 opgoe， 其 为 正确 者 
纪 疑 , 因 它 就 是 上 面 的 (8) 式 ， 再 计算 #1!* 4 + 瑟 , 由 于 
Ba “do* Be— (Ro) (age) — moum Lala! age 
1 -1l 9 


ee” wr 
= Mee,ef 4, Ma la 人 eic 有 ER 


mame mmr, — agomn 这 四 

一 49a 一 aPe, 
这 是 说 (2) 式 也 的 确 变 为 相应 的 

Ea!l* a Ee — 4%. (C9) 

至 于 (3) 式 14b 一 a4 应 换 为 5146 一 a 者 自明 , 因为 符号 15 
的 意义 即 是 说 用 4 之 元 5 所 诱导 的 4 之 内 自 同 构 ， 但 (1), (IT) 
是 据 (1),(2),(3) 推 得 的 ， 故 由 《8)，(9) 与 六 142 一 a3 也 可 推 
得 (ID 与 (I[7， 这 就 说 明了 由 代表 系 &， 5s，*** 所 决定 的 4 之 自 


17 由 《TD 中 PP 一 Imo,pPep 之 ww, 自 的 任意 性 。 可 得 Pa!’ Ps 一 Tm ,spa be 


Tmo-t,al ns, 一 Tma-l ,amerey 政 Po = po Toms—l ane 
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同 构 组 及 因子 困 恰 各 为 【pe] 与 [mg]。 若 注意 (I), (7" 和 (D， 
(ID 之 盖 异 仅 在 后 者 的 各 个 文字 的 上 方 加 了 一 条 横 线 ， 故 如 果 能 
干脆 把 凶 。 简 记 为 ge， 户 op 简 记 为 mwp， 并 将 同 构 的 群 视 为 同一 
群 ,， 那 末 G 确 为 4 被 8 的 一 个 这 样 的 扩张 ， 即 它 关 于 4 之 左 陪 集 
分 解 中 有 一 组 代表 元 条 使 之 所 决定 的 4 之 自 同 构 组 及 因子 男人 恰好 
就 是 在 《1), II) 两 式 肉 所 给 与 的 ， 于 是 证 明了 

定理 2 0 则 电 G 关 于 4 之 左 陪 集 


和 
和 


定理 2 虽 解 决 了 这 样 一 个 间 题 , 见 当 适 合 (DD), (DD 两 式 的 4 
之 一 组 白光 构 及 因子 团 已 给 时 , 确 存 在 4 被 8 的 一 个 相应 的 扩张 . 
但 一 般 地 说 ,扩张 不 见得 是 唯一 的 ,因而 要 问 : 对 于 满 足 (IT), (II) 
两 式 的 4 之 同一 组 自 同 构 及 同一 组 因子 团 的 两 个 相应 扩张 间 之 关 
系 究竟 怎样 昵 ? 

今 假定 


一 之 |; Ag, 与 Gr— HD, Ah 


a ER aE8 
是 4 被 的 附 个 扩张 ， 它们 关于 4 之 左 联 集 分 解 中 各 自 的 代表 元 
系 ge， gp 与 和， hp，**， 所 决定 的 4 之 自 同 构 及 因 于 团 都 体现 
在 4D，(ID 两 式 里 , 即 
| 一 po,8Rap» lg 一 mou,shopg, 
Bulags 一 Aare, halahs = ara, 
容易 看 出 G1 与 G; 之 元 间 能 有 1-1 对 应 关系 o: og。 地 ah。 
(a€ Ba€4), 凤 (4age)" 一 ahs。。 因 为 有 gg8 一 mecges 玫 gg 一 
mv; 同 理 ，h. 一 mee。 于 是 当 + 一 age 一 emo 一 ah 时， 有 
x (age)" 一 ah 一 x 说 明了 0 使 4 之 每 元 不 变 , 又 因 


[Caga) bgs) J | (opb7a msgag) on 
(qh ) Cohy), 
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et 


故 映 射 z 为 G1 与 G: 之 同 构 瑞 射 : G1 之 G6, 一 G1。 于 是 得 知 两 扩 
张 G1 与 G; 间 有 这 样 的 同 构 映 射 c, 它 使 4 之 每 元 都 不 变 . 像 这 
样 的 两 个 扩张 G1 与 G:《 即 它们 有 了 刚才 说 的 那样 的 同 构 上 映射 )pH 做 
等 价 扩张 ， 于 是 证 得 了 

定理 3 及 渗 会 (1)，(IT) 两 关系 式 的 4 之 二 组 自 同 构 【91 

等 价 扩 张 是 一 个 重要 的 概念 , 下 面 另 壁 一 节 详 细 地 讨论 。 本 
节 到 此 结束 . 

问题 ”这 一 节 是 从 左 陪 集 分 解 的 角度 建立 的 扩展 理论 ， 今 试 
从 右 陪 集 分 解 的 观点 重新 建立 扩展 理论 . 


$2 等 价 扩 张 


上 一 节 末 谈 到 了 等 价 扩张 这 个 概念 ， 从 而 解决 了 这 样 一 个 题 
间 , 即 由 4 之 同一 组 自 同 构 与 因子 团 所 决定 的 扩张 一 定 是 等 价 的 . 
可 是 反 转 来 , 当 4 被 B 的 两 个 扩张 是 等 价 时 ,由 于 它们 所 决定 的 4 
之 一 组 自 间 构 及 因子 团 是 与 扩张 关于 A 之 左 陪 集 分 解 中 代表 元 系 
之 选择 有 关 , 故 一 般 地 说 , 知 由 它们 所 决定 的 4 之 自 同 构 及 因子 团 
不 见得 是 相间 的 , 于 是 自然 会 癌 它 们 之 间 的 关系 究竟 怎样 9 另 一 
个 间 题 是 在 两 个 等 价 的 扩张 中 能 否 找 得 相应 的 代表 元 系 (关于 4 
之 左 陪 集 分 解 ) 使 它们 所 决定 的 自 同 构 组 与 因子 团 都 恰好 一 致 呢 ? 
今 设 

G = 1 与 G 一 2 Ag' 


为 4 被 召 的 两 个 扩张 ,而 令 
人 To,gbaps 0 一 Tas ag 
gilage dfs, grag — a ", 
于 是 由 6G 之 代表 元 系 ge 所 决定 的 4 之 一 组 自 同 构 及 因子 团 为 
[qo] 与 Imep]， 而 由 G” 之 代表 元 系 gs 所 决定 的 4 之 一 组 自 同 
构 及 因子 团 为 [qe] 与 [wwe]。 我们 的 目的 是 想 问 从 [qs], [mo,s] 
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与 [94]， [mg] 疗 有 怎样 的 联系 才 体 现 出 6 与 G 的 等 价 关 系 。 
先 设 G 与 G' 等 价 。 于 是 6 到 G 上 有 这 样 一 个 同 构 映 射 o， 
即 当 x € 4 时 恒 有 x" 一 x, 随 而 就 有 (xgo)* 一 xz"82 一 X81€ Aga 二 
Ags。 故 当 &% 跑 凯 下 时 , 使 82 二 cilg8s 成 立 的 4 之 一 组 元 c 得 以 
存在 ;由 是 就 有 
a — glags 一 《cog2) la(cogs) = (ge) eslgcops 
— (gi) (calace) "gs — (galcalacoga) 


2 全 ee fe < ， 
及 ( 严 和 
maggap 一 BaBp 一 Cagacags — (cogacpgp)” 
《cuc De We 人 
™ foc de ee 
不 得 不 有 
Pa = Te Pas (1) 
Map m euch meaci. (2) 
而 (1) 与 《27 正 是 我 们 所 要 求 的 两 个 等 价 扩 张 G 与 G' 体现 在 4 
之 自 同 构 及 因子 著 间 的 关系 ， 


反之 ;假定 4 被 之 二 个 扩张 6 与 G 各 自 的 代表 元 系 gu 与 
名 所 决定 的 4 之 两 组 自 辣 构 [qs] 与 [gps] 和 两 组 因子 团 [se] 
与 [m4,g] 间 的 关系 确 已 为 (1), (2) 两 式 联 系 着 的 ,即使 (1), (2) 
成 立 的 诸 ce(6 4) 存在 , 则 又 能 证 明 G 与 6G' 是 等 价 的 . 
事实 上 , 这 时 如 令 G 之 元 age 对 应 于 G 之 元 acaigs 的 映射 为 
0: (age)” cacag 则 0 显 为 1-1 对 应 ; 故 由 于 
《ege * bga)” 一 《ab mepgop)= SR i 
及 a 
acalgs * beBgs 一 acs (Beal)” mgs 
mr I Wat ta ,gE ag 
al(Beh i. ma,gl ag 
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-一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一- 。 2s : 一 


i 2 
和 2 人 BczD cre MapCadgap w= ab ” Ha, pC Dlg eg 
《ege * bge)” — (aga)” * (bga)’, 

即 说 明了 o 为 G 与 G' 间 的 同 构 映射 但 这 个 同 构 上 映射 o 又 确 使 
扣 之 元 不 变 ， 这 是 由 于 Rs = te,e 及 ge mee 而 有 {uggs) 一 
acilge = acilmse 一 GCT leer etl = ace a sr a (gecege !) 
msers! a(me,ecem sl meecs! =™ Gf1He,e ™ ake 的 缘故 ， 这 就 说 明 
了 0 是 等 价 间 移 喘 射 , 邑 6G 与 G' 等 价 ， 

总 括 上 述 ,证 得 了 下 面 的 

定理 1 设 cC~ 名 48。 与 C 一 之 48 是 4 被 了 的 两 个 


就 得 到 


a ep es 
是 : 
及 一 ! 

(ii) 一 切 ce 与 因子 团 间 的 关系 是 ms 一 cocs” monpc 下 。 而 
等 价 映射 可 由 1-1 对 应 ag。 < 二 acz'g 来 完成 

这 定理 1 也 回答 了 本 节 开 头 提出 的 第 一 个 问题 ， 即 等 价 扩张 
所 决定 的 4 之 自 同 构 组 及 因子 团 间 的 关系 . 

特 当 定理 1 中 G 一 G' 时 , 两 组 代表 元 系 ge 与 8 就 变 成 了 G 
关于 4 之 左 陪 集 分 解 中 两 个 不 同 的 代表 元 系 ,而 定理 1 中 的 Qi) 及 
(ii 分 别 为 前 节 的 (4) 及 (5) 式 。 这 说 明了 前 节 定 理 1 的 后 半 部 
分 可 以 认为 是 本 定理 1 的 一 个 特例 .同时 也 说 明了 这 样 一 个 问 
题 ， 即 4 被 8 之 同一 个 扩张 除了 恒 等 自 同 构 以 外 还 可 能 有 别 的 自 
同 构 是 等 价 的 . 

现在 能 容易 地 解决 本 节 开端 提出 的 第 二 个 问题 ， 即 在 两 个 等 
价 的 扩张 中 一 定 能 找 得 相应 的 代表 元 系 使 所 决定 的 自 同 构 组 与 因 
子 团 恰好 一 至 

事实 上 ， 从 G 一 人 ,4to 与 6 一 之 484 之 等 价 性 ， 有 定理 


a 
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1 的 与 (让 故 令 名 一 ceoga， 则 EECG， 且 握 前 节 定 理 荆 又 
知道 由 代表 系 三 所 决定 的 信之 自 疝 构 组 及 因子 团 恰 为 [94s] 与 
[mas], 而 和 G 中 由 代表 系 ga 所 决定 的 4 之 自 同 构 组 及 因子 贱 
恰好 一 致 . 
至 此 , 本 节 开 头 提出 的 两 个 问题 完全 都 解决 了 。 为 了 今后 令 
述 简单 ， 我 们 用 符号 《9c，memp) 表示 在 一 个 扩张 中 由 一 组 代表 元 
系 所 决定 的 4 之 自 同 构 组 及 因子 团 。 并 用 记号 
《pe， ma,p) ~ (qs, ma,g) 
表示 等 价 ， 它 的 意义 可 以 表示 为 同一 个 扩张 由 两 组 代表 元 系 所 决 
定 的 4 之 自 同 构 组 及 因子 困 ， 也 可 以 表示 相对 应 的 两 个 不 同 扩张 
为 等 价 的 . 于 是 定理 1 以 及 前 节 定 理 1 的 后 半 部 分 都 可 以 表 写 为 
简单 的 形式 , 即 下 面 的 
定理 1” 《qssmog) ~ 《pssmag) 的 充 要 条 件 是 有 一 些 ce 
《使 
go lps 及 ma 一 ,ee 
不 难 验 证 等 价 关系 “~ ”满足 等 价 律 , 即 
定理 2 自 反 律 : (ps; ma,a) ~ (Pa,mma,g); 
对 称 律 : (poe, map) ~ (Pu, mase) SF (us mae) ~ 
(po, mo,g); 
传递 律 : 《gu， rma,g) ag (qa, mug)s (qa, jg 7 
(Pe > mg) Pas Mma) ~ (pas mep)s 
事实 上 , 令 所 有 的 cs。 一 1 即 得 自 反 律 。 青 从 《qs, mup) 一 
《qi ms) 知 有 coe 4 使 ps 一 lps ms 一 cc 和 megc 直 ;于 是 
着 令 cl 一 doe 4， 易 证 po 一 9 meg 二 df dom'sgdad 一 
da (dp ma i di mgd, 即 (pu, ma) {pos ma,g). 
最 后 ， 从 《os mep) ~~ 《ry moog) 及 (ss ms) 一 《gx m5.g) 得 
知 有 c。 与 cs 使 


. 一 1 
:oo 下 “2 网 -1 
pe 一 了 Lp。 及 tap = cocp” mapc a 
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一 一 “一 人 一 -一 -一 -一 ~ 一 一- 一 一 一 err 一 


与 


| 


[a po ’ + sy ’ he 
Pa = Tapa 及 Ma,p 一 Cat 3 cat, 
[dd » r 
Pa 一 Leaf cPa Ra Tc 《ra 一 cacaE 4) 
7-1 一 ! -1 
9 一 Pa Te—} ® Ft 
mag 一 cuc'e” mpc Bt = Cac’p® So Cacp moac nhcrs! 


== re ed ag a 
即 表 明了 (qs, mos) ~ 《92， ms)，。 传 递 律 成 立 。 证 完 ， 

据 定理 2, 就 可 将 4 被 B 的 一 切 扩 张 给 以 分 类 ,使 互 为 等 价 的 
扩张 归属 于 同一 类 ,不 互 为 等 价 的 扩张 归属 于 不 同 的 类 .这 当然 也 
可 以 说 解决 了 $1 开头 所 提 世 的 问题 ,好 当 4 与 有 已 知 时 , 那 末 4 被 
8B 的 许 杀 扩张 之 闻 的 关系 问题 可 简单 地 概括 为 等 价 与 否 的 问题 ， 

如 果 叫 4 被 的 一 切 等 价 扩张 所 属 的 类 为 等 价 扩张 类 《简称 
等 价 类 ), 那 末 自 然 又 产生 了 两 个 新 问题 。 第 一 个 问题 是 : 当 4， 
8 已 知 时 , 则 4 被 B 的 互 不 等 价 扩张 究 有 多 少 呢 ? 也 就 是 问 等 价 
类 的 基数 等 于 什么 ? 第 二 个 问题 是 : 如 果 对 某 扩 张 《9。，mmp) 中 
的 一 切 ps 或 mog 有 可 能 取 特 殊 值 (例如 所 有 的 ps 都 是 重 等 自问 
析 1 或 所 有 的 mo,s 都 等 于 单位 元 1) 时 , 闭 末 扩张 是 什么 东西 呢 ? 

先 研 究 第 一 个 间 题 。 设 (gaya8) 与 《pas mawg) 分 别 对 应 于 两 
个 等 价 的 扩张 | 


G 一 >),48g。 与 G 一 2 Ags 


即 
(as meg) ~ (Fas 和 mep) 
-> Yaga 一 are, es 二 
Bagg 一 mapgap> ‘BB 一 Mogg og? 
这 里 并 不 排斥 6 二 G 的 可 能 性 (这 时 令 4ge 一 4gs). 
从 (os mag) ~ (9 四， 应 有 9 一 J。' po(co€ 4), 攻 
若 令 4(4) 与 1(4) 分 别 表示 4 的 自 同 构 群 与 内 自 同 构 群 ， 那 末 
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(人 尾 a€ 4) 


4 与 p。 都 可 表示 为 商 群 XA = 4(4)/1(4) 的 同一 个 (代表 ) 元， 
即 1(4)- qi 一 ITC4) qs。 若 吊 黄 群 站 的 元 为 4 的 自 同 构 类 ,而 
用 符号 [或 附 以 右 下 脚 标 记 之 , 记 为 
1(A) .的 一 7C4) qs ~ AW,, 

于 是 借 两 个 等 价 的 扩张 则 知 B 的 每 元 « 可 对 应 于 % 的 一 元 号 。 
可 是 反 转 来 , & 之 任 一 元 并 不 见得 常 有 了 之 某 元 在 上 述 意义 下 可 
使 之 被 对 应 ， 这 是 因为 扩张 的 内 自 局 构 固 然 能 诱导 出 4 之 一 个 自 
闻 构 ,但 4 之 自 同 构 不 必 伍 可 由 扩张 的 内 自 同 构 能 诱导 之 (其 恒 为 
可 能 的 充 要 条 件 是 扩张 为 4 的 侈 形 ， 参 照 第 一 章 的 $12), 而 所 谓 
有 8 之 元 4 被 对 应 的 4 之 自 同 构 we 者 是 指 有 扩张 之 元 8 存在 使 
gzlags 一 ava( 任 a€ 4), 即 qs 得 由 扩张 之 内 自 同 构 能 诱导 出 , 换 
名 话说 ， 就 是 所 的 元 有 的 可 以 写 为 Cat B) 之 形状 ， 有 的 则 
不 可 能 。 因 之 ,给 了 等 价 的 扩张 之 后 , 则 有 贞 射 x 一 站 为 在 时 二 
4A(4)/1(4) 内 的 一 个 确定 的 映射 。 又 从 G 或 从 等 价 的 6 言 ， 因 


为 
[re = 1A Ps I(A)Ps = ICA) Papp 


. 2 区)Tmaeipqpop ss I(/A) gop 二 Mp, 
故 映射 a-* A 是 8B 在 二 4(4)/1(A4) 内 的 一 个 同 态 映射 。 然 
在 es 时， 因由 gs 诱导 的 4 之 自 同 构 qs 可 能 为 4 的 一 个 内 自 


同 构 ,即使 
Ba age 一 aya 一 ra axa = also (和 任 a€ A) 


成 立 的 4 之 元 x。 可 能 存在 , 或 p。 = 1 可 能 发 生 。 这 也 就 是 说 ， 
虽然 a 和。, 但 a 一 4 二 1(4) 为 站 之 单位 元 的 情形 可 能 有 之 . 
于 是 一 般 地 说 ,映射 a 一 sl 只 是 同 态 的 , 不 慑 保证 为 同 构 的 。 概 
括 上 述 , 得 到 这 样 一 个 结论 : 

4 被 8 的 等 价 扩 张 总 是 决定 在 交 一 4C4)/1C4) 内 的 相同 

反之 , 当 给 定 了 B 在 时 二 4(4)/1《4) 内 的 一 个 同 态 映射 a 一 
1 之后, 如果 有 4 被 B 的 两 个 扩张 

G 一 之 4ge 与 G = 2) Ags 


atB uat 
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同时 都 决定 这 个 所 给 的 同 态 映射 a 一 34, 那 未 由 garago 一 sq 与 


glags 一 4a“, 当然 有 96 对 ,ps 因而 使 

qs 二 Tu (ac 跑 遍 了) 《3) 
成 立 的 4 之 一 组 元 素 c。 必定 存在 .注意 的 是 : 当 & 固定 了 , <。 的 
选择 可 能 很 多 , 这 是 因为 Z(4) ' c。 内 的 元 与 co 都 诱导 4 之 间 一 
个 内 自 同 构 1,; 于 是 当 且 仅 当 ZC(4) 一 1《 由 4 无 中心 时 ) 时 ，c。 
才 由 4 一 意 地 而 定 ， 又 从 

BoBp 一 mapgag 与 gug8 一 Ma,pb ep 

得 paps 一 1。 Pap 与 gape 一 jup9pug， 因 之 利用 《37) 式 得 知 


了 了 gp = 1 上 这 a 一 了 3 

Pp 8 Va,p 8 加 于 a gr 

pps = (TopelecePe = Te, 9u7cp9z * pape = l,l 2 * Peps 
一 了 1 Poss 


不 得 不 有 Tt gee = ,1 ; 故 


mg 一 scecl" mascsd), z€ ZCA), 
于 是 当 Z(4) 一 1 时 就 有 
， 9 i 
了 fag 一 coca {MapCape 六 (4) 
而 (3) 式 与 《4) 式 之 合并 即 说 明了 G6 与 6G 是 等 价 的 . 这 就 证 明 
了 这 桩 一 个 结论 : 
给 定 了 8 在 I= ACANICA) Ol ken a 悦 刀 之 


|] 


“ 总括 上 述 正 反 两 面 ,我 们 证 得 了 
定理 3 当 群 4 与 B 已 知 ; 且 女 无 中 心 时 , 那 未 4 被 之 互 不 
光 价 扩张 之 个 到 ( 即 笔 人 区 天 于) 不 要 谋 4 一 = ACA)/1CA) 


Pp 和 和 


-定理 只 解决 了 等 价 关 之 基数 不 超过 在 于 内 的 同 态 之 个 
人 原因 是 在 上 面 的 证 明 过 程 中 光 假 定 
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了 “有 4 被 有 之 扩张 存在 使 之 能 对 应 号 在 和 内 的 一 个 所 与 的 同 态 ” 
这 句 话 , 然后 才 得 知 这 样 的 扩张 都 等 价 ， 所 以 给 了 8B 在 站内 的 一 
全 所 与 的 同 态 后 , 究竟 有 有 没有 相应 的 扩张 呢 ? 我 们 还 无 从 回答 ， 
又 给 了 五 在 入内 的 同 态 之 后 , 即 令 有 相应 的 扩张 ,但 当 Z(4) 志 1 
时 , 则 相应 的 两 个 扩张 也 无 法 肯定 能 否 等 价 , 原 因 是 这 时 《4) 式 不 
见得 恒 成 立 ， 

所 以 给 了 4 与 8B 以后， 则 4 被 B 之 互 不 等 价 扩 张 之 个 数 究竟 
怎样 , 是 一 个 值得 注意 的 问题 , 定理 3 只 不 过 是 解决 了 它 的 上 界 ， 
而 且 还 是 在 2(A》== 1 的 假定 下 。 所 以 要 彻底 解决 这 个 问题 ， 首 
先 需 要 解决 的 似乎 有 这 样 一 些 问题 , 即 : 

(iD 对 于 B 在 %= 4(4)/1(4》 内 的 一 个 所 给 的 同 态 8， 即 
0 一。 且 有 (a8》 一 of89 一 LW, 4 被 8 之 相应 的 扩张 ( 按 上 述 
的 方法 ) 存 在 吗 ? 换言之 ,就 是 要 问 9 之 条 件 怎 样 才 可 保证 这 样 扩 
张 的 存在 性 ， 

(请) 又 当 相应 于 8 之 扩张 存在 时 ,其 中 互 不 等 价 的 又 有 多 少 呢 ? 

像 这 样 一 些 问题 ,今后 究竟 怎样 联系 ,怎样 发 展 , 在 扩展 理论 
中 应 值得 注意 . 

再 来 研究 前 面 提出 的 第 二 个 问题 ， 即 对 扩张 《po。， ?zup) 中 的 
一 切 pe 或 一 切 ww,a 了 歌 特 殊 值 时 ,看 看 扩张 是 什么 ? 


今 以 (Pes mo,8) 表示 C 一 DjAgss 即 令 
acB 


Balage 一 are 二 gug8 一 mmo,gg ep, 

首先 考虑 每 个 m。,s 一 上 (4 之 单位 元 ) 的 特殊 情况 。 这 样 的 
因子 团 特 用 符号 [1] 记 之 ,这 时 将 扩张 简 记 为 (q。, 1)， 于 是 这 时 
有 gog8s 一 gw， 说 明了 瞎 射 

o> Bo 

为 同 构 的 , 即 G 含 有 一 个 与 好 成 同 构 的 子 群 五 (8 之 日 ), 吾 的 元 是 
由 所 有 的 代表 元 系 ge 组 成 的 , 或 五 的 元 能 组 成 G 关 于 4 之 左 陪 集 
分 解 中 的 一 组 代表 元 系 (这 时 当然 必 有 g. 二 1)， 因 之 不 得 不 有 
4n 扣 一 1 及 G 一 4 即 说 明了 4 在 G 内 有 补 子 群 总 ， 
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反之 , 设 4 在 G 内 有 补 子 群 晶 , 即 G = 4H 且 A4NH=1. 于 
是 显 有 G/4 人 已， 仁 因 CA4 二 8B, 故 B 二 看 ,因而 及 的 元 可 表 
写 为 且 一 1, hp … 之 形 ， 式 中 8 二 1, a 0 为 召 的 全 部 
元 素 , 使 得 对 应 = 一 如 为 同 构 对 应 。 这 时 ,， 由 于 Ah 一 4h 的 充 
要 条 件 是 popziae 4， 故 从 4 门 H 二 1 不 得 不 有 hs 二 hs, a 二， 
即 说 明了 当 & 计时 , 4h 与 4 如 表示 G 关 于 4 之 两 个 不 同 的 左 
陪 集 , 而 G 一 4H 又 说 明了 6G = 2 A 如 。, 这 就 是 说 万 之 元 可 组 


成 6G 关于 4 之 左 陪 集 分 解 中 的 一 组 代表 元 系 。 然而 对 这 样 的 代表 
元 系 刀 ， ha,hs，** :相应 的 4 之 因子 团 广 的确 是 [11]: 事实 上 ,假定 
相应 的 因子 困 为 [mas]， 则 hhp 一 mayghog， 故人 队 pi 一 hogp 不 得 
不 有 ma,s 一 1。 于 是 得 (gps, m6,g) ~ 《0,1). 故 证 明了 下 面 的 

定理 4 《gs，m。.o) ~ (9。， 1) 的 充 要 条 件 是 在 扩张 6 内 4 
有 补 子 群 H, 见 G 二 4H 且 ANAH=1, 故 H 之 8B. 

如 果 4 在 4 被 互 的 扩张 @ 内 有 补 子 群 。， 通 常 又 叫 G 为 4 之 分 
离 扩张 《splitting extension)， 或 4 在 扩张 G 内 可 分 离 。 于 是 定理 
4 又 可 表述 为 

定理 4" (gmsp) ~ 9, 1) 的 充 要 条 件 是 G 为 4 之 分 离 扩 
张 ， 1 

再 来 考虑 每 pe 一 1(4 的 恒 等 自 同 构 ) 的 特殊 情况 . 像 这 样 
的 一 组 自 同 构 也 简 记 为 [1], 这 时 将 扩张 简 记 为 (1, mag)， 于 是 ， 
这 时 对 每 o 言 因为 gz'ags 一 a( 任 a€ 4), 故 ga€ ZoekA).， 有 反之 
亦 然 。 故 又 证 得 了 下 面 的 

定理 5 《P。，m。s) ~ (1, mw) 的 帮 村 条件 录 拉 张 @ 关 于 4 
面 。 

有 了 定理 4 与 定理 5 就 容易 解决 (gs, zwp) ~《1, 1) 的 问题 . 
事实 上 ， 若 (qa msg) ~ (1。1)， 则 说 明 有 一 组 代表 元 系 gs, g。， 
gs，"" -适合 定理 4 与 定理 5 的 要 求 ， 即 4 在 G 内 有 补 子 群 互 且 又 
HSCZa4)， 改 HAG，, 因而 不 得 不 有 6G 二 4 x H; 由 于 8 之 H， 
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故 以 同 构 的 意义 言 就 有 GC 二 4 Xx B， 反 之 ; 若 G= 二 A xB, 则 
如 当然 是 4 在 G 内 的 一 个 补 子 群 ， 故 据 定理 4 得 知 由 B 之 元 形成 
的 代表 元 系 而 得 到 的 因子 团 为 【1]; 又 因 有 之 每 元 与 4 之 各 元 可 
交换 , 即 BSCZc(4)， 故 据 定理 5 又 知 由 8 之 元 形成 的 代表 元 系 
所 诱导 的 4 之 自 同 检 全 为 恒 等 自 同 构 ; 二 是 这 时 当然 有 (gq。， 
tup) 一 《1, 1)， 故 证 得 了 

pa 有 4 被 之 扩张 6 为 4,B 之 直 积 《G 一 4 X 8) 的 
es 为 4 与 了 的 直 积 . 

问题 1 设 4 是 完全 群 。 不 利用 第 一 章 $12 的 定理 8, 而 直 
接 利 用 扩展 理论 证 明 4 被 8 之 扩张 除 直 积 外 再 元 其 他 . 

问题 2 直接 用 扩展 理论 , 试 求 二 阶 ( 循 环 ) 群 被 二 阶 群 的 一 
切 扩 张 ， 


$ 3. 被 循环 群 的 扩张 


前 两 节 泛 论 了 4 被 B 的 扩张 问题 ,在 上 一 节 里 我 们 还 曾 说 过 ; 
当 4 与 了 已 给 定 了 ， 决 定 4 被 妃 之 互 不 等 价 扩张 的 问题 要 奉 涉 到 
8 在 = A(4)/1(4) 内 的 同 态 ;一 般 地 说 ,对 4 或 B 不 加 任何 限 
制 ,这 是 一 个 较 困难 的 疝 题 , 故 对 一 些 特殊 情况 的 探索 就 显露 了 其 
必要 性 和 重要 性 .本 节 的 任务 是 专门 探索 下 为 循环 群 时 扩张 的 性 
质 及 其 应 用 ， 

先 设 B 二 {a) 是 芭 阶 的 循环 群 , 8 之 全 部 元 素 因 而 是 et 一 
er， as op 0a"!， 若 6G 为 4 被 的 一 个 扩张 ,; 则 由 G/4 二 B 
可 知 : 如 令 a 所 对 应 的 4 之 陪 集 内 所 选取 的 代表 元 为 ge， 即 同 构 
关系 G/4 二 B 由 a 三 Ag。 来 完成 的 , 则 异 于 4 a 
表 元 8w，8w，……"，gam-! 分 别 能 令 为 8 ， 8g2,…' 82!、 并 令 陪 集 
4 之 代表 元 中 二 1, 于 是 就 有 

gr = u(t A), (1) 
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他 一 4 十 4g 十 482 十 :十 .482 1 (2) 
因为 在 陪 集 分 解 {2) 中 已 选取 了 代表 元 go 二 gs(l 志 i 亏 
六 一 1) 与 gs 一 1， 故 欲求 扩张 0 对 这 样 一 组 代表 元 系 所 决定 的 
4 之 因子 团 , 就 只 需 计 算 
Mal dgeit 一 god 一 pigs — pei (OSi, fm Co 1). 
于 是 当 i 十 7 所 mw 一 1 时 有 smoidgii 一 8 ， 改 
mtd 二 1 CG 二 +j 和 加 一 1); 
当 -了 了 守 壤 时 可 邻 1 十 7 二 nm 十 + (0 和 7 二 mm), 就 有 
"Mol ojgantr 一 BE — Wga, 
BP mioigor 一 Ug, mai,oigs 一 ugas 收 
moini =u (1? 完 江 ). 
总 括 之 ,所 求 的 因子 团 中 的 元 素 为 
| 1, 当 i 十 i 和 mw 一 1 时 ， 、 
wi 和 
但 0 志 j,7 寺 m 一 1 
至 于 这 时 所 决定 的 4 之 一 组 自 同 构 是 : a?e 二 gz!lags, gxiagi 一 


oa， 因而 94 一 wlan 二 qm、 其 
Pr = 1,. (4) 
又 对 4 的 这 个 自 局 构 ps 来 谈 , 因 
xyr 一 ga uge 一 BITRZgc 一 82 一 4y 


故 
49a 一 8， (5) 


这 说 明了 这 样 - -个 结论 : 设 8 = {a) 是 w* 阶 的 有 限 循环 群 ， 
当 4 被 8 的 扩张 6 已 给 时 ,一 定 能 找 得 4 之 一 个 自 同 构 0:4 二 a" 
《如 上 述 的 po), 以 及 4 的 某 元 素 #, 具备 下 面 二 个 性 质 : 

《i》 自 周 构 z 的 王 次 者 o” 等 于 由 元 素 “ 所 诱导 的 4 之 内 自 
同 构 (a” 一 7.)， 即 《47 式 成 立 . 

《ii 元素“ 不 受 c 变化 的 影响 《o 一 wx)，。 即 《5) 式 成 立 ， 

现在 反 过 来 问 : 如 果 革 中 确 有 一 自 同 构 与 一 元 < 满足 《4)， 
(5) 两 式 , 即 o” 一 1, 与 x 二 w, 屠 末 能 找 出 如 (2) 式 的 4 被 B 的 
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一 个 扩张 6 使 所 决定 的 4 之 自 同 构 ps 答 为 吗 ? 

我 们 说 这 的 确 可 能 : 事实 上 ,这 时 若 对 应 于 8B 之 每 元 ai 《0 专 
i 所 2 一 1), 定义 4 之 一 组 自 同 构 为 gs 一 go 并 定义 4 之 一 组 
元 素 ( 共 rr? 个) 为 
1, 当 : 十 1 委 和 一 1 时 ， 
#， 当 1 十 7 之 mm 时 . 

先 证 明 这 样 一 些 pu 与 mei,si 满足 $1 中 的 (1D, (ID 两 式 . 但 
注意 51 中 《TD 式 这 时 应 为 i 

A Po! Pol es dit a {I) 
因为 当 /十 了 魏 训 一 1 时 有 mo 一 1， 故 (D 之 右 端 为 are 一 
oo 左 端 等 于 oroivd 一 oo” 一 a 说 明了 这 时 (IT) 的 正确 性 . 
如 果 关 十 7 宇 开 , 则 因 计 < 委 六 一 1)7< 委 和 一 1, 故 ; 十 一 如 十 大 
(和 < 魏 六 一 2)， 因 之 qoiti 一 qot， 故 再 利用 msi,si 一 # 可 知 这 时 
(DD 的 右 端 为 
Gulan)rat 一 (ulau) = ulartu (利用 了 wr = #), 
而 《DD 之 左 端 在 利用 了 o” 一 1。 及 wr 二 # 之 后 就 变 为 
《aui ) raf ss Ca Yr ee a Ca (ac Jo 
二 (alu)’* (wlau)"™ Ls wa tw, 

仍 说 明了 (D 的 正确 性 ， 

总 之 ,不 论 i 十 1 若 何 ,$1 中 的 (0D 式 恒 成 立 ， 

再 注意 $1 的 (I) 式 这 时 应 为 (0 筷 i, j,k 人 Sm 一 1) 


mn 一 | (0 和 i 了 1) 


Mo’,alm eiti, sk 一 mF maraith, 二 四 (IT) 
下 分 四 款 讨论 . 
(D i++j<m, J+k<-m. 
这 时 , 《11) 之 右 端 为 
Se. | i 1], 六 2 十 了 十 契 过 tm 时， 
RS ay 十 一 foltk 一 | . 
ty 首 了 十 了 十 天 之 织 有 时 ; 
而 左 端 为 


1， 当 守 十 了 十 大 < 去 各 时， 


1 moiti,ak 一 Ma'ti,ak 一 | 
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即 左 、 右 两 端 一 致 ,说 明了 CID 之 正确 性 ， 

(i+j<m, j+k>m. 

这 和 时， 令 了 十 大 二 十 rrCr 二 m); 则 i 十 + 二 ?十 十 万 一 
过 二 仔 十 门 十 什 一 1) 过 i 十 7 之 光 ,于 是 (HI) 之 右 端 为 


Wr 其 左 端 等 于 1 rpaithak 一 tmpoitj,ah 一 
w， 仍 说 明了 《ID 之 正确 性 . 

CG) 站 十 了 之 更， j+khk<m. 

这 时 , 令 ;十 一 和 十 i 人 所 人 0)， 则 下 十 二 一 (十 她 十 (一 
m) < 十 下 < 妇 加 ,于 是 (ID) 之 右 端 等 于 1 meidtt 一 moi,dtt 一 
#， 其 左 端 等 于 :maitiat 一 Wmaiat 二 #，1 二 ww， 也 说 明了 《IDD 
是 成 立 的 ， 

《iv) i+j>m, J+k> im. 

这 时 ， 从 i 十 1 二 pm 十 1,， 1 十 万 二 w 十 ?9 1 之 Wm，fT 之 1y 


得 知 : 十 二 十 7， 于 是 (IT) 之 右 端 为 ww moisr 二 um， 而 
左 端 为 mst 一 ummotet 一 uma,sr， 还 是 说 明了 (If) 的 正确 性 . 

总 之 ,不 管 怎样 ，(I[) 式 恒 为 真 ， 

于 是 据 $1 的 定理 2, 确 知 有 4 被 8 的 一 个 相应 的 扩张 ， 见 这 
扩张 有 一 组 代表 元 系 《 关 于 4 之 陪 集 分 解 的 》 gs, go gm 
&s， 其 所 决定 的 4 之 自 同 构 组 恰 为 gu 一 o (0 委 : 魏 普 一 1)， 而 
所 决定 的 因子 困 恰 为 ws 一 1G 二 < 委 m 一 1) 或 一 ai 十 这 
m)， 故 知 gilags 一 am 一 oo《 任 ae A), 因而 (8i)-!agl 一 a” 一 
q” 一 arei 一 gag 由 可 取 gt 去 充当 gs’， 因 之 gs 二 1。 由 是 再 


利用 因子 困 又 知 gigh 一 goikoi 一 moioigaiti, 改 在 ;十 了 和 六 时 得 
gi 一 go 与 取 gi 去 充当 gsi 是 吻合 的 ,但 在 i 十 之 mm 时 若 令 
i 十 1 二 吉 十 +(r 之 m), 就 有 gi 一 wgsr，8284 一 wga， 不 得 不 
有 经 二 wx。 于 是 证 得 了 下 面 的 

定理 1 设 B 一 (a} 是 m 阶 的 有 限 循环 嫩 。 当 4 被 B 之 扩 


张 G 已 给 时 , 则 G 关 于 4 之 车 ) 障 集 分 解 之 代表 元 系 很 令 为 1， 
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go Bs， "B21 使 4 有 一 个 自 间 构 os 了 er 一 8zage) 及 一 

{i) om 一 1. 与 (ii we 一 #, 

友之 ， 着 4 已 有 一直 局 构 w 与 元" 县 丰 om 一刀 及 or 一 a 
有 二 组 代表 元 系 1，&。， 中， 一 而且 

dy4" — gilags 及 gw 

之 关系 . 

作为 这 定理 1 的 一 个 直接 的 应 用 ， 下 面 我 们 特 来 研究 和 4 为 有 
限 循环 群 的 情况 。 

设 4 一 (te 为 二 阶 循环 群 ，or 一 1， 于 基 , 若 G 为 4 被 也 一 
(al 的 一 个 扩张 《ar 一 s)， 则 据 定 理工 可 写 

G 一 4 十 .45 十 -42 十 十 4 1 
邑 G 二 {4,8), 其 中 a 二 1]，6b” 二 ai。 又 因 这 时 决定 4 的 一 个 
自 同 构 是 二 > 一 bz0， 且 2 与 应 有 同 阶 , 故 不 得 不 胆 
biab 二 a, (+, 1) 一 1。， 抽 时 ， 由 于 元 a' 二 6" 不 受 自 同 构 o 的 
影响 (定理 1), 即 
a = (8) = (0) = (bb) = (@')! = a", 

改 必 有 :7 一 1) = 0Cmodn)， 又 因 o” = ~ 1 (定理 1)， 故 
a br "= 1(modn)。 这 就 证 明了 这 样 一 
个 事实 , 即 若 mw 阶 群 上 含有 = 阶 循环 正规 子 群 {a}) 且 商 群 G/{a) 
为 如 阶 循环 群 时 、 那 末 G 有 两 个 生成 元 a,5, 即 G 一 ta, bj， 其 
定义 关系 为 


ar 一 1]，8 = a, blab = ar (6) 
而 整数 m,n， r，t 满 足 
fm ms l{(modn) § 7z(7 — 1) = 0(modr), (7) 


反之 , 当 (6), (7) 两 式 成 立时 , 则 从 a"= 二 1 即 说 明了 4 = {a} 
为 二 阶 循环 群 , 故 由 六 琶 1 (modn) 知 Cr， 2) 一 1, 因而 
a yo’ = blah 
为 4 之 自 同 构 , 表 为 a 和 < 地 eo" 一 ow 6b71ab, 于 是 利用 K* 一 1) 与 
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A -mm vv， 


0(modz) 可 知 对 4 之 元 圭一 如 确 有 
Ce) Ce) — (a) at, 
即 o 不 使 a! 变化。 再 一 次 地 利用 +” 二 1(modn) 又 有 
a = a ~ a = gl, 

于 是 据 定 理 1 则 知 G 一 {a, 引 为 4 一 (0) 被 芭 阶 篆 环 群 (4 人 
的 一 个 扩张 , 故 o(G) 一 zz， 

由 是 证 明了 定理 1 的 一 个 重要 的 应 用 ， 妈 

定理 2( 霍 尔 特 《〈H6lder)》 定理 ) mn 阶 群 < 包含 -- 个 = 阶 生 
环 正规 子 群 日 其 从 对 是 " 阶 名 下 于 多 让 守 条 件 是 G 一 {a， b} 


而 县 定义 关系 a" 一 1， 如 一 af， bias 一 o， 式 中 素数 ，，* 注 尼 
r+” 二 ] (modz ) 与 i(+— 1 ) 到 Rs 
定理 2 的 同 义 语 是 


定理 2” ”有 阶 循环 群 被 m 人 一 


和 


zm ms 1(modn) 与 sr 一 四 = (modn ). 

有 了 和 霍 尔 特定 理 ， 很 容易 判断 由 两 个 元 素 生成 的 集合 是 否 成 
群 。 例如 由 定义 关系 人 一 1 二 及 ryr 一 六 所 决定 的 集合 
G 一 {x,Y} 据 定 理 2 确 为 一 个 阶 21 的 群 ( 以 7, 3: 2, 7 分 别 代 ”， 
加 rt 去 验证 即 可 )。 但 由 定义 关系 x 二 1 一 及 xx 二 
所 决定 之 集合 五 一 (zx， 7 马上 可 以 断定 不 为 群 , 因 这 时 相当 于 霍 
尔 特 定理 中 的 > 一 7: 丸 一 3,r 一 3， z 一 7 不 满足 rm 王 1(modn ) 
这 个 条 件 . 由 这 两 个 示范 性 的 例子 , 已 看 出 告 尔 特定 理 在 有 限 群 
内 的 重要 性 ,所 以 说 翟 尔 特定 理 是 定理 1 的 一 个 重要 的 应 用 ,其 原 
因 就 在 此 ， 再 列举 数 例 于 下 ,来 说 明 本 节 的 应 用 . 

例 1 设 ?,4 是 两 个 案 数 旦 4g<p. aig v9 阶 群 在 sie 一 1) RN 


n+ 


op 一 1 二 2 式 中 ， 为 a1(modp) 的 根 生 TL(modp). 总 
之 ,pa 阶 群 之 个 数 ( 指 互 不 向 构 的 ?最 多 为 ?. 

证 明 设 o(G) = pq。 由 于 4<», 据 西 洛 定理 知道 中 西 洛 ” 子 群 只 
有 一 个 ,MI 4, 故 4<6， 于 是 G 可 看 作 是 尹 阶 循环 咯 4 = {e} 被 4 阶 衢 环 群 
G/4 一 {468} 的 一 个 扩张 。 但 取 G 之 尾 一 西 洛 9- 子 群 8 时 ， 显 有 6G 一 48， 
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AN = 1， 即 3 为 4 之 补 子 略 ; 故 ? 阶 人 循环 群 下 = {)} 之 4 个 元 1( 一 好 )，23 
天， 加 得 为 4 在 6 内 之 陪 集 分 解 的 代表 元 系 ， 于 是 G 一 An，5} 而 有 
2 一 1 6 二 4,5 msi 据 堆 尔 特定 理 知 民有 
”1(modp). (8) 
但 在 4+《p 一 1) 时, (8) 式 仅 在 7 三 1(modp) 时 省 成 立 ; 故 才 = ba,G 因 
之 必 为 循环 的 . 
然 在 ?|(P 一 1) 时 ,由 于 模 7 之 既 约 剩余 系 为 ? 一 1 阶 循环 群 ; 知 其 9 阶 
子 群 只 有 唯一 个 ; 故 当 + 与 7, 均 兰 1(mody) 月 攻 二 攻 三 1(modp) 时 , 就 知道 
必 有 使 7 二 (modp) 之 大 存在 ("+ 与 同 为 同 ~- 9 阶 循环 群 之 生成 元 ) . 
于 是 着 ob 一 or， 则 上 2 一 a 2", 且 油 (x9) 二 1， 砍 6 二 {4,5b} 
一 {a5*}。 这 说 明了 当 r+ 半 1 及 r=1(modp) 时 6 之 构造 与 "之 选择 无 
关 . 例 1 获 证 ， 
由 这 例 1 即 得 


b}, oo=1= ,bb = a !, 

由 这 推论 可 知 六 阶 循环 群 以 外 ,就 只 有 三 次 对 称 群 S, 的 阶 才 等 于 6, 因 
之 三 次 对 称 群 与, 是 与 有 定义 关系 吧 = 一旦 一 1 及 2 一 2 的 抽象 群 3 一 
{a， 5} 成 同 构 的 . 


再 将 上 述 的 结论 列表 于 下 。 
囊 [ 
构造 (定义 关系 》 附 注 
p9 和 阶 群 G a 
(gqg<p) p, I 6 = {0}，a?* 一 1 《循环 ) 
2 均 为 素数 并 G={a,6},a7 = 1—= bb",btab = ar, 


只 
rdg=IKCmodp) 和 且 *+ 才 1 {modp》 时 才 


丫 卫 
种 类 构造 (定义 关系 ) 附注 
i G = {中 ,er? = 1( 钳 环 ) 
(p 为 奇 案 数 ) EE , 洋 间 表 是 
I 他 一 fa 下 uf = b= 1, biab = g-! . 


而 p 3 时 等 于 4， 但 在 2 一 3 或 = 1(mod4) 时 就 等 于 5。 并 决定 的 
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构 进 . 
证 明 因 。(c) = 2p, 故 G 是 可 解 祥 ,因而 有 4 了 GG 使 16:41 = 2 或 = 


(一 ) 先 讨 论 [6G:4] 一 P。 

这 时 , o(4) 一 4, 于 是 4 或 为 (i) 4 阶 循环 群 竺 = {zj， 或 为 《ii) 克 莱 圈 
四 元 群 4= {eo} x{6} (en 一 人 二 11,8 = ba). 

(i) 4 = {a} 为 4 阶 循环 群 . 

这 时 ,6 为 4 阶 循环 群 4 = {a} 被 p 阶 德 环 群 之 扩张 、 如 后 1 一样, 由 
于 任 一 个 尹 阶 子 群 (6G 的 ) 为 4 之 补 子 群 ， 故 有 G = {a， 8}, a 二! = 
5 'ab 二 a'， 据 租 尔 特定 理 得 上 =1(0mod4); 但 2 为 奇 素数 说 明 + 关 一 1 
Cmod4), 故 只 能 是 > 三 1 (mod4), 到 吧 一 5ayG 交 换 ， 因 而 C 为 他 阶 循环 
的 . 

(ii) A4= {eo}x{b}, P= 1, ab 一 za。 

这 时 取 ? 阶 子 群 了 一 {8}, 2 一 1， 为 4 之 补 子 群 ,于 是 握 定 理 1 知 G 一 
4 4 二 二 本 而 有 griog 一 ilT28g 一 2 0E44)[ 注 章 这 时 
8 一 1 一 4) 和 确 有 ?二 1 与 w=w]。 因 4(4)~5,( 第 一 章 $12 的 问题 6) 
故 若 o 关 1, 则 必 有 ol9) 一 2 或 =3, 于 是 当 乡 关 3 时 ， 由 于 〈2， 加) 一 1 一 
(3, P) 得 知 从 "二 1 不 得 不 有 9 = 一 1， 这 说 明 ”> 关 3 时 只 能 是 5 = 1， 故 
gag 一 4 和 8m68 一 上 G 交 模 , 帮 6G 为 初等 交换 , 即 C 一 {oy 2 0 0 一 忆 二 
er—1= [a,6]= [se] = {6, 2}. 

当 绢 一 3 时 ,或 c= 一 1 或 中 一 1 但 zs 二 在 0 一 1 时 ，G 如 上 述 为 初 
等 交换 。 然而 在 c 送 1， 9” = 工时， 应 为 置换 二 (abe) 或 二 (ac6) [注意 这 
里 < = ab]， 但 注意 克 菜 获 四 元 群 4 = {a} x {56} = {rz}X{e} = {6} x te}， 
可 知 讨论 0 = (atc) 与 讨论 5 = (a 必 ) 是 一 町 襄 ; 故 仪 就 0 = (〈a6c) 论 述 即 可 ，。 
这 时 G = {fo, by 8}y,a 二 =g 二 1 'ag = ba 'be = 4 = ba, 好 之 
1, (易于 验证 )， 

{二 》 再 论 讨 [G:A] = 2. 

这 时 ,of 4) = 一 2p, 于 是 据 例 1 则 知 或 (i) 4 为 2p 阶 循环 群 或 4i) 4 = 
{es 8 a = 1 = ,bab ma, 

(i) 4 二 {9} 为 2p 阶 循环 阁 az 一 1， 

这 时 ，G 为 2p 阶 循环 群 4 = {4} 被 2 阶 群 之 扩张 ， 于 是 G = to, 5}， 
0 一 1，83 一 1 bab = 07 而 有 三 1(mod2p) 及 tr 一 1)=0(mod2p), 
但 关 三 1L(mod2p) 仅 有 二 解 ,为 > 二 1 (mod2p)) 与 + 三 一 1 (mod2p). 
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如 7 三 1(mod2p), 则 如 "08 一 ea，G 交 换 ; 改 c 或 循环 或 初等 变换 当 
# 三 一 1 有 时 (modzz)， 有 287145 一 a~， 这 时 必 有 + 三 0 《modp)s 因而 经 一 上 
或 = a?, 而 有 下 面 二 种 类 型 : 

(1) GC 一 fa ap 一 I bl, bb bo—d!s 

《IT) 5 一 (ay by qr? = 1, 6 一 ?45 = a 

再 要 解决 的 是 〈D，《ID) 两 型 互 不 同 构 : 事实 上， 在 (0 型 的 群 6G= 
{e} + {a}8 中 并 属 于 陪 集 {aj2 之 元 218 的 阶 为 2 (406)* 二 bab 一 
4 一 一 1) 因而 4G 中 阶 2 之 元 共有 2 + 1 个 ;也 在 C0) 型 的 群 6 = {e} 十 
{taj& 中 属于 陪 裳 {2 了 2 之 元 2 中 确 有 有 (225)? = 二 atbalb 一 41455474 一 afs1， 即 
G 只 有 一 个 阶 2 之 元 ; 故 (1), (1) 两 型 的 群 确 互 不 同 构 。 

(5) 及 一 fa ,a=1= ,biab—oa 

这 时 ， 因 G 是 4 被 2 阶 群 的 扩张 ， 卜 据 定 理 1 可 号 SG=4+ 42， 一 
weEA, g'sg = x" (fxeEA), Ho=I, Ru = wu, 0 ACA). 

因 4= {a, 嫩 = {ce} + {e728 中 凡 属 陪 集 142 了 5 之 元 a 的 阶 都 等 于 2， 
而 fa} 中 又 无 阶 2 的 元 ; 故 4 之 自 同 构 r 只 能 使 陪 集 {o} 与 {4 后 的 元 各 在 其 
自身 内 互相 变换 ,因而 必 有 

2 一 as (kp) 一 1 与 ”二 a"b, 

今 令 W 二 e681 (5 一 0 或 一 1)。 于 是 从 计算 a” 二 9,5” 一 ble 与 

w* 一 ks 分 别 可 得 到 


6 一 sg otti)m ,bo a , by GT 一 2028 3 


即 
?={—1)* 
《十 ee (modp)。 (3) 
(4k— 1)t+ Sm=0 


下 面 分 二 3 (maod4) 与 # 二 1(mod4) 两 款 来 讨论 . 

( 甲 ) p=3Cmod 4). 

这 时 , 因 ( 二 上 ) = 一 1, 故 已 关 一 1(modp)， 于 是 由 (9) 之 第 一 式 必 有 有 
一 0y# 一 1 大 二 1(oodp) 但 丰 三 (modp) 仪 有 二 个 解 : 天 二 1f(modp) 与 

三 一 1 (inodp). 

当 太 三 1(modp) 有 时, 4a” 二 a, 84 二 gg, 于 是 取 中 一 aig 使 2s 一 nr 硬 0 
《madp) 时 ,网 由 gx 二 ag 得 gr = ng', 且 又 有 8 二 arg? 一 aww 一 df 但 
从 (9) 之 第 二 式 有 2(m 十 四 三 0Cmodp), m 十 t 二 0(modp); 于 是 有 ge”* = 1， 
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这 说 明 避 中 有 阶 2 的 元 g 与 阶 关 的 “可 交换 ， 故 上 就 有 阶 为 2p 的 元 ag' = 
EEA, 

当 大 兰 一 1(modp) 时 ,a 一 ag 二 giag 二 biab， 且 由 (9) 之 第 三 式 
得 知 上 = 0 (modp)， 因 而 # = 二 1，g? = 1， 这 时 取 8g' 一 arpg 使 2: -六 = 
0(modp) 时 : 刚 有 和” = obgarbg = ab ig-tarbgma'b i :gibg=a bgp’ = 

ba anb = qe "m1, H gag = (giag)-! = a; 即 ag = 二 ga， 也 说 
明了 G 有 阶 2 之 元 2 与 阶 # 之 元 4 可 交换 , 故 G 有 阶 2p 的 元 og' 一 ga。 

总 之 ,在 P 全 3(mod4) 时 ,G 有 阶 2p 的 元 c, 故 [fc:{fcj] = 2, 即 {ec} 
6， 说 明了 G 可 视 为 2p 阶 循环 群 被 2 阶 群 的 扩张 。 又 加 到 了 {二 ) 中 的 (i) 
款 ， 这 同时 也 证 明了 : 当 p 关 3 而 ?= 3 (mod4) 时 ，42 阶 群 有 四 个 ; 而 在 
一 3 时 ,4p( 一 12) 阶 群 有 五 个 

( 己 ) p=1(mod4). 

这 时 因 ( 才 ) = (一 ) = 1 故 从 (9) 之 第 一 式 知 5 可 为 0 也 可 为 1. 

先 计 论 5 二 9。 这 时 ,k=1(modp) 中 三 1 或 上 呈 一 1 (modp)， 和 车 
三 1《(modp)， 则 加 ( 甲 ) 款 内 讨论 过 了 的 一 样 ， 作 站 一 eg 使 2 一 各 = 
0(modp), 可 知 ge 一 sg， 故 o(og) 一 2p， 若 三 一 1《modp), 也 如 ( 甲 ) 款 
内 论述 过 的 一 样 可 知 ge = og 但 8g -= eg，25 一 wm 二 0(modp), 自 2 一 1， 
故 oleg') = 2p。 总 之 ,这 时 c 可 视 为 2p 阶 循环 群 被 2 阶 群 之 扩张 , 前 已 讨 

故 需 考虑 的 是 5 = 1!. 这 时 , “一 3， 而 (9) 式 则 变 为 


起 到 一 】 | 
(K+ 1)m=2: | (10) 
(不 一 1) 十 zs0 
从 大 三 一 1(modp) 得 (十 1( 一 1) 三 一 2(modp)， 故 (十 18) 一 1 工 一 
(K 一 1 名)。 今 选 背 一 EL 使 (一 1) 十 芒 三 D(modb)， 刚 5 一 acber5 
na 一 1 有 ag 一 a !, 并 有 
gib'g = hg es {a )282 一 gutnb 一 gb = b’, 


"a 


这 说 明了 可 以 绢 代 换 5, 即 能 令 4 二 {8}, a? 二 1 = 二 6， 5ab6 一 #1 且 
4 之 自 同 构 5 为 ， 
gag a ~ aR eb 一 到 一 五 


这 也 是 说 可 不 损 兽 遍 性 能 令 m = 0, 于 是 从 (10) 式 则 有 + 本 0 (modp)，、 因 
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而 下 一 #4 二 eb 二 5 说 明了 这 时 有 人 二 {ay 6 8}， 定义 关系 是 : 
一 1 一 后 r=b, bab=a!, gi'bg = 6b, g ag = A*, 

四 neg | 

因为 站 = 一 LI(modp) 有 二 解 gty A(modp)， 故 从 形式 上 年 看 起 来 ， 知 这 
样 的 群 有 二 个 (一 为 eeg 二 a 和 5， 一 为 gag 一 5)。 但 实质 上 它们 是 一 至 
的 。 为 什么 呢 ? 元 为 有 十 如 =0(modp)， 故 若 5 一 {e 6， g} 中 定义 关系 
是 2? 二 [二 bg 二 bb db =4 1, giby = 8, 8 98 二 a1， 则 当 令 y= 二 bg 
时 又 有 G = {fas 5 y}, 其 中 a 二 1 二 如 ,6b 二 4 :gy 一 68，y 'by = 6 
yay 一 dh 一 cka 。 

总 之 ,在 # 三 1 (inod4) 时 , 4p 阶 群 除 上 述 的 循环 ,初等 交换 (0 与 (ID) 
型 外 : 尚 有 下 面 的 (0I) 型 : 

《TH) G = {eo, 8, 8 一 上 一 8 全 一 六 0 0 一 8 一 
gag 一 ak， 仁 | 天 三 一 Ironodz)， 

再 证 明 GW) 型 的 群 ( 非 交换 的 ) 确 与 上 述 的 (00，(ID 型 两 个 非 交 换 群 都 
不 同 构 : 事实 上 , (U1) 型 群 的 C= 4+ Aes 了 而 4 一 fo 一 {e}y 二 《6， 
我 们 又 知 {fo} 无 阶 2 之 元 , 而 {a}s 中 每 元 的 阶 潍 为 2, 故 4 中 阶 2 之 元 共有 

个 、 然 而 48 中 的 元 或 为 mig 形 或 为 ebg 形 ? 而 (oje 六 一 weesg 一 人 oo 一 

185 旺 =— glib rigtab? 一 ala tb 一 ii BB (abe): = mbgalbg 一 82。 
gabg 一 otbbatlb 一 rthbal, 说 明了 隧 集 Ag 中 无 阶 2 的 元 ， 故 6G 中 阶 
2 之 元 为 且 仅 为 6 形 , 共 个 。 可 是 (1)、 QD) 型 群 中 阶 2 之 元 各 有 2p + ! 
个 与 1 个。 因 之 (D，(ID)，(uI》 型 的 群 两 两 互 异 ， 这 就 证 明了 在 ?三 
1 (mod4) 时 ， 4p 阶 群 有 5 个 . 

于 是 , 例 2 完全 获 证 , 且 各 个 群 的 构造 已 在 上 述 的 证 明 过 程 中 列举 了 ， 今 
列表 于 下 页 ( 表 IT). 

例 3 p> 9 sy 且 4 < 乡 。 a 2 Re at(p~— 


证 明 RS 一 2p4 已 说 明了 es pq 的 正规 于 如 
A, 即 4 了 IG 且 ol4) 二 pa (参看 第 二 章 41 的 问题 10)。 于 是 在 (i)at(p 一 1) 
时 , 4 只 能 是 循环 群 4= {2}), are 二 1; 而 在 (ii)g](p 一 1) 时， 还 有 可 能 是 
4 一 {fey5ya 一 上 一 ba 及 bapa, 但 rt=1l{(modp) H + 1 (modp) 
《参看 例 ! 的 表 中 今 分 别 讨论 于 下 . 

(i) A= {a}, ar 一 了 上 

这 时 ,6G 为 循环 群 4={fe} 被 2 阶 循环 群 的 扩张 。 取 G 中 阶 为 2 的 一 元 
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表 也 


构造 《定义 关系 》 附 注 
G= {a}，a*? 一 1 (循环 》 
2 a qt 一 b= 2P 一 


= 一 [ay <] 二 15, <] (初等 交换 ) 
G= {a, b}, 好 ?一 b'— 1, bp ab=ma™! 


好 一 2 6}, oi? 一 1， 
= pr 


ee b, <}, A =b, Bab P= 1 (mod4) 


Be, ciar 一 a* 仅 在 P 
se | 时 * 才 出 现 这 唤 ， 


ee pb, ce}, =p :=r =1, 放下 类， 


cge = b, cibe = ab = ba. 


时 
这 


3》 于 是 G 一 4+ 和 多 ={fa yj， 具 定义 关系 ate 一 1 天 一 ly dy 一 my 式 
中 7 三 1(modpgq)( 截 尔 特定 理 )。 据 数论 知识 ,三 1(modpg) 有 4 个 解 : 1， 
一 1]，。 竺 (pp 一 99)(modpg)， 但 p' 与 ?分别 满足 py 三 I(modg) 与 44 兰 
l(modp)， 显 然 ， 当 r 三 1 (modpq) 时, oy 一 yay ofay) 二 294 G 为 循环 群 ， 
当 r 二 一 1, 土 (pp' 一 99') (madpq) 时 ,得 到 了 三 个 非 交 换 群 ， 
Gs 一 {zy y}: a 一 = yy gy =a 
Gs = {4 9}, er l=y, yay =e"; 
G 一 {fay yy eR = 1 = yy yy rs 
式 中 +=pp’ 一 49 (modpg). 
现在 来 证 明 6,, G;, G, 两 两 互 不 同 构 : 事实 上 ,4 与 Gif/4 之 可 解 性 说 明 
了 Gi 可 解 (; 二 2, 3, 4), 故 Gi 中 阶 f4 之 元 在 {9} 内 (第 二 童 杂 定理 3), 因 
而 仅 为 a 一 of 形 , (zs p89) 一 1; 又 Gi 中 阶 2 之 元 只 能 是 7 一 oy 形 ， 于 是 
车 Gi = {eyy}y a 二 1 二 yy ny 一 at 一 9 或 一 7), 则 用 G6; 中 阶 2 
之 元 六 二 ty 变 阶 pq 之 元 一 wr 的 形 , 结 果 为 ywy 一 人 9) 二 41 二 
4 , 即 : 不 变化 ;这 证 明了 6G.， G,, G6, 确 两 两 万 蜡 ， 因 和 而 在 4KP 一 1) 时 ,由 
于 2z9 酚 群 如 所 含 之 pq 阶 子 群 只 能 是 盾 环 的 , 故 这 时 G 有 +4 个 :一 为 循环 的 
Gy 另 三 个 为 上 述 的 Gay Caiy 1。 
《ii) 在 9|(P 一 I) 时 ,pq 阶 于 群 还 有 另 一 个 可 能 性 旺 4 一 {a, 8}, a? 一 
1= nb ab a', 但 7 三 1(modp) 而 rE1(modp), 
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这 时 , 取 G 中 阶 ?2 之 一 元 yy 则 6G = 4 十 心 二 {4，5，y}， 定 义 关 系 是 
=1=6b, blab =a', 但 r==1(modp) 且 + 半 1tmodp), 以 及 天 一 1， 
六 ay 一 ay 二 加 式 中 0€ A(4),0: 二 1 (参看 定理 1)。 由 于 6 中 阶 
乡 之 元 必 在 4 内 (第 一 章 $7 定理 8)、 而 4 中 阶 z 之 元 又 在 {e) 内 ， 故 不 得 
不 有 yy 一 ar 一 at (fr ) 二 1, 因而 从 = 二 1 得 # = 二 4” 一 ci 于 三 


lrmodp), 即 xs 三 1 或 :三 一 1(modp), 上 yi'ay 一 9 或 ge， 又 如 一 gp 
(rv; 9) 一 1, 由 是 利用 

(az ) 二 i (11) 
《由 归纳 法 可 证 》, 但 rrs=sT(nodp)， 
可 知 


六 一 8 一 (es 一 (ep ar(arbr)e 


不 得 不 有 呈 =1(mody)， 故 > 二 十 1《modq)， 由 是 有 四 种 可 能 福 的 组 合 : 


《I) 8 =a, b° ~ eb; {11) «a = 4 !, 5° = eb; 


PE I ) pr: 
> 


(HI) a 一 4 6 一 ar (IV) a —a!:, 6 = ob 
首先 敢 断 言 的 是 (I1), (IV) 两 款 决 不 可 能 发 生 。 为 什么 呢 ? 因 若 a” = 
G 82 一 go2 1 则 以 (加 ) a 67 一 《er)7 只 2 一 2 不 得 不 有 2 :ez8 一 
ba -1，a 一 少 -2a83 = biarh 一 6 于 三 1fmodp)y 再 与 区 二 1(modp) 合并 
(4 为 奇数 ) 得 > 二 1 (modp)， 非 所 许 。， 同 理 , 若 z” 一 “2 一 懈 5 则 从 
5-1g5 一 a" 应 有 (6)-erb” 二 (a7) 妈 如 5 二 a"', 故 取 ”rr 三 Imodp)) 
后 就 有 从 8-'a5 一 qr 得 87g"5b 二 4 而 有 4" 二 beb™， 即 eo "= 5422 由 是 
不 得 不 有 4 '=4-", rf 三 rmodp), ?二 7r' 三 1(modp), 故 再 利用 去 1(modp) 
中 的 4 为 奇数 又 得 + = 1 (modp)， 非 所 许 ， 
于 是 只 能 是 (1) 或 (1D 款 . 
在 (DD) 坎 寺 (a 一 ay br 一 0) 由 二 6 二 (BB) = (gr) br oarb, 
得 sw 二 1, w 三 0{imodp)) 即 67 = 一 5,e" 一 4 或 0 二 1 故 得 : 
(DD G= {0,9 = = ,bab oy = 1, ya = a y=by, 
但 ”二 1(modp) 而 了 项 1 (modp). 
在 (ID 款 时 (4 一 5" 一 096), 易 证 G 中 阶 2 的 元 为 且 仅 为 一 29 
形 ( 任 办 , 而 G={e"， 好， 定义 关系 是 《中 用 一 (人 姑 天 一 下 一 1 
CB") arb = a) yey = a), 32 = ya bay = ya ys 
yy 56， 秦 适当 地 选 邻 和 使 MIl 一 
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=u(modp), 就 有 yT'b"y, 一 名。 这 说 明了 能 适当 地 选取 G 之 生成 元 es 
y; 使 除 *， 上 间 已 有 上 述 的 关系 外 尚 有 天 一 17 ay 一 qa ! 及 yby 一 如 
即 : 

(11) & = {a, Boy = 1 = ,bab = a y = 1, v= by, yay = 
oy 但 A=a1(modp) 而 + 闫 1(modp). 

(!)、 《U1) 两 型 的 群 义 互 不 同和 鬼 。 这 很 容易 理解 ， 因为 (1)》 型 的 群 全 二 
所 x {7}, 故 其 中 阶 2 的 元 只 有 y* 然 (11) 型 的 群 6 中 阶 2 的 元 为 ay 形 (4 和 任 
春 ), 共 有 如 个 . 

于 是 完全 证 明了 例 3, 即 229 阶 群 (59 均 为 奇 素数 ， 9<p) 在 st(p 一 1) 
时 共有 四 个 ,而 在 41(p 一 1) 时 共有 六 个 。 其 构造 网 下 表 


囊 1V 
构造 (定义 关系 1 附 注 
G 二 {9}，2?4 二 1《 福 环 群 ) 


取 r' 圭 l(modp9g) 


G= {a, 6, ae=1, b=l 的 三 个 非 当 然 的 解 
2 ;p= 1 (mod 
29 阶 群 G sigh = a', t=1(modpe) Sr 
(p，94 为 麻 IV 三 个 互 不 后 
素数 是 《< 的 TV 但 r+ 才 1 {modpg》 G. 
Go= {a,6, <， ar= b> c= 1, 
Vv binh = 4, celac — ay cibe = Bb, 
组 r= 而 + 志 1(modp》 只 有 在 9g}(p 一 


G = {a, 5, c}, da? bees=1, 
VE bp-igp = a, CIar = aa!, cpre = 8 


但 rs 汪 ! 而 7 才 1 (modp) 


例 4 设 ” 是 奇 素数 ， 证 明 2p' 阶 群 共有 5 个 互 不 同 构 的 。 

证 明 设 o6)=2Fr。 这 时 6G 只 有 唯一 个 西 洛 坟 子 群 4， 因 o4)=p， 
故 4 只 有 二 种 可 能 ;: (一 ) 4 = {e} 为 如 阶 循环 群 (ar” = 1 (= ) 4 为 初等 
交换 群 ; 即 4 = {a}X{6},m =1 = 2 ab = bd. 

(一 ) A= {a), oa" 一 1， 

这 时 ，G 为 疡 阶 特 环 群 4 二 {o} 被 2 阶 群 的 扩张 ; 因 G 中 阶 2 之 元 6 
不 在 4 内 ， 克 G 一 4T+- 耻 一 {fe; 5b}, a 二 1 二 如， 二 wr 而 有 让 守 
1(modt)。 然 而 = 三 1(medz) 据 数论 短 识 仅 有 二 个 解 * 三 土 1 (modp*?)， 当 
r 三 1 (modp') 时 ， 有 26 = bx，G 交换 ， 因 而 这 时 6 是 循环 群 .- 当 ” 宇 
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一 1 (modt) 时, G = {as 2} 7 一 1 一 天 和 ab 二 at。 说 明了 在 (一 ) 款 
时 ,GG 有 二 型 . 
(—) A= {a}x{b}, oo o1, ab— ba. 
这 时 ,如 (一 ) 款 ，,G 中 阶 2 之 元 不 在 4 内 ， 故 6G=4+ 和 一 如 4， 
cc} a = bmct=1, a =bay car=as che 一 加 但 veEA(A), 0 
一 1( 定 理 1)。 
车 令 ar 一 ax81，5 一 aey 刚 人 以 0 二 1 得 zz 一 二 (4161)? -== (a7 (5")! 一 
i 向 理 z = br” = avtrto pe tw 故 
s1 十 wt=1 
oz 十 at 二 I 
aol ojoald (modp), 《12) 
(s + rx=0 
再 分 二 小 款 : * 上 v 半 0(modp), 与 + + v0Cmodp). 
(1) 3 十 v 闫 0C(modp)。 从 (12) 中 第 一 、 二 两 式 相 减 , 得 (1 二 四 (一 
9) 三 0Cmoad8)， 政 这 时 应 有 三 z (modp)， 且 由 (122 中 第 三 、 四 两 式 又 有 
1 二 # 三 0(modp)， 于 卡 再 利用 (12) 中 第 一 、 二 两 式 得 二 1=w (molp)， 
因 之 或 * 至 ?> 三 1 (modp), 或 : 码 v 二 一 1 《modp), 随 而 有 : 


显然 在 a 一 “与 ”一 时 ,0 一 1， 因 之 G 为 初等 交换 群 。 在 一。 
与 2 =8! 时 ,GG = {a 86), a = = =1, ab=b4, d=a, 
eibe = 5 

(H) = 二 z= 王 0(modp)。、 注 意 满足 (12) 式 及 :十 v 三 0 (modp) 的 一 组 
慎 1,t,w， + 的 选择 方法 很 多 ,但 从 群 构造 而 言 是 唯一 的 。 为 此 , 特 取 := 1， 
rv 二 一 1, # 二 0 二 ,而 得 一 群 H: 

H= {4b,c}, a =o =1, eh=ba, ca 一 4 bceb. 
如 果 能 证 明 具 定 义 关 系 a? 一 姻 一 悦 二 1, kg 一 bay ciac=0 atbty ci2e 一 
br 一 arbr 的 群 G = {4; 5， ec} 和 万 成 同 构 ,就 解决 了 问题 ,但 1 1, wy "满足 
(12) 式 且 有 s+ w==0(inodp), 而 0€ 4(4), A 二 {eo}Xx{B}。 

欲 证 CGH， 就 只 顷 证 明 在 4 中 可 在 它 的 子 舒 4 = {2} x {6} 内 能 选取 
二 元 中 二 W591 与 所 一 wD 使 4 二 {ox {1} ,af 一 aca b= bc 一 
bi! 就行 了 。 

假定 已 找 得 a 一 到 时 2 二 qxB?， 使 49 二 ca 一 41 Pi 二 ce 一 
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县 4 一 {a}x{5]}。 于 是 从 
1 =— a = eic = ciaibic 一 (eb ) (ab? )! aritulpritrt, 
eb = by = (eb) = (terbye) Ts = [eb (ans) 


Pd 
二 # 6 5 


(tr — 1)+ w=0 
+ (v1)i=0 
(s+ 1)x+ uy=0 
w+ (vt 1)y=0 


{modp). (13) 


固 行列 式 | 一 l 
ut 十 1 衬 0(modp) [利用 了 + + ?三 0 及 * 十 m=1(modp)], 同 理 有 行列 式 
全 1 |= 0 (moedp), 放 (13) 之 前 两 式 与 后 两 式 在 伽 罗 瓦 (Galoi) 


县 上 
域 GF(p) 中 都 有 非 零 解 , 即 有 满足 (13) 的 值 i, i, xy 存在 * 且 = 与 ?中 至 
少 有 一 个 和 0 Cmodp), 而 i 与 i 中 也 至 少 有 一 个 闫 0《modp); 因 之 对 这 样 
一 组 值 i, i, xy 而 言 当 然 有 ai 关 1。 与 关 1， 于 是 ol41) 王 2 一 0b). 

我 们 还 可 断言 fen {6,} 二 1; 事实 上 ， 落 中 一 下 则 eV 二 5523 

大 三 YXx 与 和 三 TYy(modp), 故 7Yx, yy 应 为 (13) 之 第 一 ,三 两 式 的 解 ; 见 有 

(一 1)rz + ury=0(modp) 与 (s+ 1)7rx + wry=0(modp), 

两 者 相 减 得 2r* 三 0(modp), 故 Yz 三 0Cmodp); 同 理 , rr, yy 又 应 为 (13) 之 第 
二 ,四 两 式 的 解 , 由 之 可 得 7Yy 三 0 (modp)。 于 是 由 * 与 y 中 至 少 有 一 个 闫 0 
(modp), 不 得 不 有 > 0 (moda), 证 明了 {a} 人 \ {5 一 1, 因 之 有 4 一 {} x 
{5} = {fa}xt{tb, 故 G= {a b,c} 而 具 定 义 关 系 术 一 外 一 全 一 1 
eb 一 ba cae = a cbc 二 67'， 恰好 与 上 述 之 旺 有 同样 的 定义 关系 ， 
即 6 二 AH， 这 也 就 是 说 在 * 二? 本 0 (modp) 时 , 可 选取 sx，8 使 6 = {4, 5b， 
c} 而 具 定 义 关 系 中 = 二 引 二 中 呈 1,a6 = basyc ac =4,c b=b' ,好 G 为 
上 述 的 妃 ; 也 就 是 说 在 + 十 vz 二 0 (modp) 时 : 尚 有 群 口 。 

最 后 再 解决 在 ;十 = 0 (moedp) 时 的 群 妃 与 ， + 天 0(modtz) 时 的 
群 G={ae,b, ec}, 太一 开 一 c 一 1 号 一 5 cam! Cl 一 5 了 确 
互 不 同 构 : 事实 上 ;不论 m ,= 车 何 ,在 群 @ 中 全 有 (ze) = a"bre 45 一 
anbrg-opm 一 TI 即 G 中 阶 2 之 元 共有 六 个 ; 但 对 玖 言 有 (abe = 
ampowc iambre 一 Crpranb "一 Ci 其 为 单位 元 之 充 要 条 件 是 m 到 0 (modp)， 
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如 
| = 一 C++ 人 一 二 1 一 本 二 一 
允 ' 


故 吾 中 阶 2 之 元 只 有 个 ; 故 G 与 互 不同 构 。 总 之 ,2p? 阶 群 有 五 个 ?其 构造 
见 下 表 。 


家 YY 
种 类 构 造 《 定 义 关 系 ) 
I G = {4}, arp 1 《循环 群 ) 
11 {0 {8 x 由 二 pp 一 c 一 1 
a [a 名 = [6, cj 一 15; q] 一 1 (初等 交换 群 ) 
(Pp 为 厢 案 数 》 II Go= {8), a =—1= 66, biab = a 


G = {2, 6,¢), ve = = [a, 8] 一 1， 


CG 一 全 和 村， a? 一 六 :一 人 


YY lgc = 4d, cibe 一 


结束 本 节 以 前 ,再 谈 一 下 被 无 限 循 环 群 的 扩张 问题 . 

下 面 恒 假定 B 一 {z} 为 无 限 循环 群 . 8B 之 全 部 元 素 因而 是 
Ee( 一 9), dt d2,.…*。 若 G 是 4 被 B 的 一 个 扩张 , G/4 之 8, 则 
当 令 B 之 生成 元 4% 对 应 于 陪 集 4gs 时 ， 就 可 知道 G 关 于 4 之 陪 集 


分 解 为 G 一 3 Ag: , 即 可 令 代 表 元 素 系 为 


gao ge = 1, gi!l, pt, gt 

到 Re 一 8 人 一 0 土 1,， 士 2)… …). 令 对 应 于 这 组 代表 元 素 系 
的 4 之 因子 团 为 [moi.si]， 则 因 guguf 一 mwi,dgoiti, 妈 gaga 一 
mai,dgsti， 故 zu 一 1。 这 时 如 令 a 一 gz21lags， 则 因 gziangs 一 
a”, 故 由 代表 元 素 系 所 决定 的 一 组 自 同 构 为 o 之 乱 ， 这 说 明了 这 
时 只 用 的 一 个 自 同 构 a 夺 3 a" 在 起 决定 作用 . 

有 反之， 给 了 4 的 任 一 个 自 同 构 ol(n 三 >a"), 如 令 所 有 的 
moi,dl 一 了 并 定义 4A 之 一 组 自 赔 构 为 gsi 一 01。 我 们 说 这 样 一 些 - 
9u 与 mu 一 | 确实 满足 $1 中 的 (ID (1) 两 式 ， 事 实 上 ,$1 中 


的 (1) 式 这 时 为 的 
ed ES (IY 


然 (I 之 左 端 为 a 一 , 右 庙 为 a Voiti Ps id NA arti, 故 
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i 


左 , 右 相等 。 而 $1 中 的 《H) 式 这 时 又 为 


Ga 
Mi ii 


这 显然 是 正确 的 , 因 每 个 mcau 一 1. 

于 是 据 $1 的 定理 2,， 确 知 有 4 被 召 的 一 个 相应 的 扩张 ， 即 这 
扩张 有 一 组 代表 元 素 系 gy+1，gst2，"'"，gs， 其 所 决定 4 之 自 同 构 
给 恰 为 ge 一 (i 一 0, 土 1, 土 2 因子 团 义 恰 为 1. 故 知 
ga dba ars me qr ( 任 a& A), 因而 (gi)'og; ma9a 一 0 一 499 一 
kaiagst, 说 肖 可 取 gs 充当 goi, 因 之 8g ~ 1。 由 是 再 利用 因子 园 为 
1 又 知道 gog > goigoi 一 oi,ojgoiti mm gaiti 一 giti, 确 为 吻合 , 故 
有 下 面 的 

a 设 B~ {a 是 不 限 循环 群 。 于 


二 


0 a 就 只 4 的 一 个 自 同 构 人 一 pga 1ag 在 起 作 
用 . 肥 之 , 引 台 了 4 的 任 一 个 自 同 构 v 后 ,也 确 有 4 被 下 的 一 个 扩张 


G 得 写 为 G 一 人; Ags(i 一 0, 土 1， + .7 形 目 有 关系 中 48o 一 
30 。 

问题 9 阶 循环 群 被 阶 群 的 扩张 《p 为 异 于 3 之 素数 ) 当 
p 之 2 时 只 能 是 循环 群 ， 而 在 pz 一 2 时 除 循环 群 外 还 有 一 个 。 证 
这 5 


$4 交换 群 的 扩张 


A 被 之 扩张 问题 在 前 节 讨论 了 为 循环 群 的 特 款 ， 本 节 将 
讨论 4 为 交换 群 的 情况 ， 
设 G ~ 3 4g 为 交换 群 4 被 B 的 一 个 扩张 ， 由 代表 元 素 系 


GCC 了 


ge，gpj ”所 决定 的 4 之 一 组 自 同 构 及 因 于 砂 各 表 为 [qs] 与 
[ map]， 即 
BilaBs 一 are 与 8o8gp 一 Me,ggog, 
。 295， 


4 之 交换 性 说 明了 7。 ,一 1，pe9pp 一 pcs， 这 就 是 说 诸 自 同 构 
[qa] 组 成 4(4) 的 子 群 ,而 为 了 之 同 态 像 ， 

再 取 另 一 组 代表 元 率 系 gs, gs,'…',， 即 ga 一 coga (caE4 
网 遍 8), 于 是 6G 一 > 4g 并 令 由 gs， 83，"…* 所 决定 的 4 之 自 
同 构 及 因子 图 各 为 [9.1 及 [ms,s]， 即 

8 与 8 一 mpg 
于 是 从 4 之 交换 性 又 得 Te。 一 1, 随 而 由 qs 一 Icog。 有 Ps 一 pa. 
这 说 明 由 交换 群 4 被 8 之 扩张 G 所 决定 的 4 之 一 组 自 同 构 qs 与 
障 集 4g 之 代表 元 gs 的 选择 无 关 , 而 仅 由 扩张 6G 唯一 地 决定 。 所 
以 干脆 就 用 符号 “代替 er- 

又 因 与 G6 等 价 之 扩张 G' 所 决定 的 4 之 自 同 构 gi 与 gs 的 关 
系 也 是 ps 一 Tcops 一 pss 故 证 得 了 

引 理 1 这 妆 卫 4 被 的 辣 人 特价 张 《 尖 要 名 桥 同一 一 扩张 


本 


EN op 有 全 相约 -让 
辣 构 成 于 有 为 之 同 杰 像 》 

当然 ,应 注意 的 是 : 符号 a 不 仅 表 示 与 8 之 元 有 关 ， 而且 
还 与 扩张 为 什么 样 的 扩张 这 一 点 也 密切 相关 ， 故 对 于 两 个 非 等 价 
的 扩张 来 谈 ， 同 一 个 符号 a* 可 能 表示 4 之 不 同 的 元 素 , 这 是 不 可 
酬 忽 的 一 点 。 可 是 , 当 扩 张 G (或 与 6 等 价 的 扩张 ) 有 了 之 后 , 则 由 
B 之 元 4 所 决定 的 4 之 唯一 的 自 同 构 a 如 a 又 具有 

(i) (Cab) = arb”, (i) (a = a®s, (iii) es == 4 

三 个 性 质 (8 为 了 之 单位 元 )， 这 无 异乎 是 说 8B 为 交换 群 4 的 一 个 
“运算 子 ” 群 ( 即 4 为 带 算 子 的 群 ), 而 算 子 域 为 群 8, 同时 条 件 (iii) 
还 说 明 互 之 单位 元 s 具有 单位 运算 子 的 功用 .不 过 在 这 里 我 们 不 
能 像 在 第 一 章 $14 里 面 所 说 运算 子 之 意义 那样 去 处 理 问 题 ， 那 里 
的 符号 sa" 是 一 个 早已 明确 了 的 东西 ， 这 里 的 符号 a” 是 随 等 价 扩 
张 类 有 关 的 . 于 是 为 避免 混淆 , 今后 总 假定 之 元 6 真正 地 起 到 


。 295 ， 


运算 子 的 作用 , 即 指定 一 个 特定 的 方法 X, 使 得 正之 每 元 “得 唯一 
地 决定 4 之 一 自 同 构 a 夺 3a*, 且 这 样 一 些 自 同 构 组 成 一 个 群 而 
为 正之 癌 态 像 。 歼 决 定 这 些 扩张 中 等 价 的 条 件 只 由 因子 团 就 够 
了 . 下 面 就 专门 来 研究 因子 团 . 

今 设 [mw,s] 与 [nep] 是 两 组 因子 轩 , 于 是 从 

Moa,gmMepr 一 hy fogr 与 Wagfegsr 一 ny eogy 
而 利用 4 之 交换 性 ,得 
(mo,prag Nagsr ag) = Cg,rngsr)” ~ (maprnogy)s 

故 若 令 名 一 meatapy 等 等 ， 即 令 [pee] 一 [mos][ mo.sJ 《MI 敌 因 
子 团 的 积 ), 则 得 puspus,r 一 pr peer 这 说 明了 因子 图 之 积 仍 为 一 
组 因子 团 ， 至 于 因子 久之 积 能 满足 结合 律 自 明 , 又 4 之 交换 人 性 保 
证 了 因子 贰 之 积 也 满足 交换 律 。 故 若 令 符 号 FCA，B) 表示 所 有 
因 了 于 贰 的 集合 ， 即 视 每 一 组 因子 团 为 集合 FC4，8) 的 一 个 元 素 ， 
就 知道 集合 FC(4, 8) 关于 乘法 是 封闭 的 ， 且 满足 结合 律 与 交换 
律 . 

如 令 对 一 切 a, 8 都 取 mu 一 1 时 的 因子 图 记 为 [1]， 显 见 这 
个 特殊 的 因子 田 是 F(4， 8) 的 单位 元 素 。 最 后 , 若 [mup] 为 因子 
团 , 易 证 [mz] 亦 为 因子 于 ,并 有 Mma,grmap 一 1， 这 说 明了 F(4， 
23) 的 每 元 有 赣 元 存在 . 故 F(A4，B) 是 一 个 交换 群 ， 

再 对 每 << B, 任 取 4 之 一 元 cs 相应 (允许 w 关 吕 时 有 cc 一 ca 
的 可 能 ) 并 作 

mos 一 cac 和 cc - 《1) 
于 是 利用 4 之 交换 性 易 证 由 适合 《1) 式 的 一 组 元 tsa 是 4 的 一 
个 因子 田 [ms,s]。 既然 凡 适 合 〈《1) 式 的 一 组 元 案 m。,s 为 因子 团 ， 
故 若 取 另 一 组 元 素 mg 使 zs 一 csc ech! (每 ci€ 4) 时 , 则 
[ms] 也 是 一 组 因子 团 , 因 而 [ms3] 亦 为 因子 图 且 zw 仍 具 有 如 
(1) 的 关系 ， 因 事实 上 有 ms 一 clear ecx = cn!1)， 由 是 ， 
[mpto 洁 ] 也 是 因子 困 , 且 
Magma dad? dd 一 cacd € A), 

即 适 合 (1) 式 ， 这 证 明了 凡 适 合 (1) 式 的 因子 团 之 集合 T(4, B》 
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是 交换 群 F(C4， 5) 的 一 个 子 群 ， 故 有 商 群 FC(4, B)/T(4, 8). 
今 设 
Sr 与 G/ -A 
是 两 个 扩张 (对 指定 方法 X 所 决定 的 自 同 构 ), 它们 的 因 于 团 各 表 
为 [mup] 与 [msp]。 当然 分 别 是 由 代表 元 素 系 g6 与 ga 所 决定 的 . 
于 是 ， 
BaBp 一 apep» agp 一 Marpgape 

若 G 与 G 等 价 ， 则 由 $2 定理 1 可 知 在 4 内 有 这 样 一 些 元 素 

ce 使 mp 一 ccc8 mo,gcah， 歼 从 4 之 交 换 性 就 有 
mug 一 Coc ‘cahma,s. 

这 说 明了 FC(4，B) 中 的 元 素 [wp] 与 msg] 之 关系 是 只 相差 一 
个 属于 TC(4,B8) 的 因子 , 即 TC(4, B)': [rma] 与 T(4, B8)- 
[mwa] 表示 商 群 (4 ，B)/T(A4, 8) 的 同一 元 故 等 价 扩张 《 依 
上 述 方法 X) 得 对 应 于 商 群 F(A4,，8)/T(4, 8) 的 同一 元 ， 

反之 , 若 G 与 G' 都 对 应 于 F(4，B3)XT(C4，B)》 之 问 一 元 , 即 

1 [mos s] € TCA, B)* [oup]， 
则 必 有 一 一 组 元 素 co&€4A 使 
may 一 Coc cea 一 Coc moaacads 

说 明了 G 与 G' 的 等 价 性 . 

故 证 得 了 

定理 1 对 守 x 友 只 的 4 闻名 和 当当 闪 
大 办 一个 1 对 应 关系 

在 文献 [31] 里 ， 特 叫 这 样 的 扩张 为 B-xX 扩 张 。 这 定理 1 只 
是 解决 了 交换 群 4 被 8 的 一 切 非 等 价 的 -x 扩张 之 集合 的 基数 
问题 ， 即 这 基数 等 于 商 群 F(A4 ,8)/T(4, B) 的 阶 ; 但 变 注 意 的 
_ 是， 这 并 没有 解决 交换 群 4 被 也 的 一 切 非 等 价 的 扩张 之 集合 的 基 
数 问题 ， 我 们 必须 留心 这 个 区 别 ,不 可 混 靖 . 

上 述 一 切 都 是 对 指定 方法 多 所 决定 的 4 之 自问 构 而 言 的 (要 


+ 298 。 


‘Er EE .~ 


求 是 : 每 a€ B 决定 4 之 一 个 自 同 构 sa 夺 3a", 且 (a*)f 一 ac6)， 
因而 一 组 因子 团 能 决定 一 类 等 价 的 扩张 ， 可 是 如 果 指 定 方法 多 变 
了 , 情况 就 大 不 相同 ， 例 如 尽管 [ms,g] 对 两 种 指定 方 侍 都 是 因子 
团 , 即 [qs。] 六 [qs] 且 仍 有 


Two68ieupgiy 一 mp magry 与 Tapiogyy 一 mp 加 apy? 
虽然 是 这 样 ,但 所 决定 的 扩张 却 不 必 为 等 价 的 ;又 如 对 不 疝 的 指定 
方法 之 因子 团 的 积 还 不 见得 再 为 因子 男 了 ， 这 时 更 谈 不 上 扩张 的 
存在 问题 。 这 些 东 西 都 应 给 予 往 意 , 不 可 朴 忽 . 
再 设 召 是 有 限 阶 的 , 令 oCB) 一 *。 若 [mcp] 为 4 之 一 个 因子 
困 (4 是 交换 群 , 且 因 子 团 是 对 指定 方法 xX 言 ), 这 时 如 令 


一 4 


co 一 [I me 
和 人 EB 
则 因 
MegMmapgy 一 mr oars 
政 


II (ma,smag,r) Es I (mar mepr)， 


rEB rea 


于 是 利用 4 之 交换 性 以 及 B 之 元 具有 运算 子 的 作用 ,就 得 到 
ap “ 1 Magr 一 (I mp ) (I moer )» 


即 Magcop 一 CE «Cas mg — coc cad, 
于 是 当 令 msg 一 mx 及 如一 cz 时 , 则 
ma 一 cut 和 c=dr (dl) ce)， 

这 说 明 [ms] 不 仅 是 4 之 因子 团 ,而 还 属于 T(4, 8), 由 1 一 
dud 0sd3。， 即 示 在 由 [os] 决定 的 扩张 内 正规 子 群 4 必 有 补 
子 群 , 即 4 在 扩张 内 能 分 离 ($2 的 定理 4). 又 [mis] € T(4, B》 
即 表 示 [mss] € TCA,B)，、 即 FCA4 ,8) 中 每 元 [mup] 的 > 次 等 
恒 在 子 群 T(4, 8) 内 ,也 就 是 说 商 群 FC4, 8B)/T(4，, 8B) 中 每 元 
的 阶 为 oC8) 一 ”之 因数 ， 

若 交 换 群 4 也 是 有 限 群 ， 令 oC4) 一 ， 则 m*,s 一 1， 因 而 

» 299 » 


[us 一 [1]， 即 商 群 F(A4, B)/T(4, 3) 中 每 元 的 阶 又 是 
cd) 一 和 之 因数 ， 

故 总 括 上 述 , 证 得 了 

定理 2 在 定理 1 的 假设 条 件 下 ， 者 交换 群 4 及 群 B 都 是 有 
的 全 因数 

由 定理 2, 可 得 到 它 的 一 个 重要 的 应 用 , 即 

定理 3 在 定理 2 的 信 痕 千 生 了 如 又 有 o(B))=1, 
扩张 内 可 分 元 . 

事实 上 ， 据 定理 2 已 知 F(A ,8B8)/7T(4A,B) 中 每 元 的 阶 在 这 
时 必 等 于 1, 即 F(A4, B)/T(A, 8) 为 单位 元 群 , 收 由 定理 1 可知 
除 等 价 的 以 外 扩张 是 唯一 的 ， 既然 FC4，B)/T(A,B) 为 单位 元 
群 ， 故 每 因子 团 [ mo,g] € T(A, 8); 即 [mr] 与 因子 团 [i] 等 价 ， 
因而 再 据 2 定理 4 得 知 和 4 在 扩张 内 可 分 离 。 证 完 . 

上 面 这 个 定理 3 有 这 样 的 一 个 合 义 ， 可 不 用 扩张 的 术语 而 用 
通俗 的 语言 表述 为 

定理 3” 当 有 限 群 G 有 一 个 交换 正规 于 群 4, 且 4 之 阶 与 其 
指数 豆 质 , 即 (oC4)，[G:41) ~ 1， 那 末 4 在 G 内 志和 于 妊 . 

定理 3° 中 4 之 交换 性 这 个 假设 条 件 还 可 以 不 要 , 即 当 有 限 群 
6 之 正规 子 群 4 的 阶 与 其 指数 互 罕 时, 则 4 在 G 内 有 补 子 群 。 这 
是 有 限 群 论 中 的 一 个 重要 问题 ,通常 叫做 舒 尔 《Schur)》 定 理 , 拟 另 
壁 一 节 来 讨论 ， 

问题 1 设 有 限 群 6 之 中 心 2(G) 的 阶 okZ(G)) 与 它 的 指 
数 [G:Z(G]] 互 素 , 试 证 中 心 2CG) 为 G 之 直 因子 ;由 是 再 说 明 
为 什么 有 限 非 交换 宕 零 群 之 中 心 的 阶 不 能 与 它 的 指数 互 素 . 

问题 2 ” 设 G 是 交换 群 4 被 群 B 的 扩张 。 若 B 又 为 交换 敬 ， 
则 不 仅 B 之 任 二 元 a, 有 ap 一 Ba 之 关系 、 而 且 它 们 所 决定 4 之 
自 同 构 也 有 这 关系 , 见 对 每 a€ 4 党 有 a” ae 试 借助 扩张 关系 
而 证 明之 ， 
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问题 3 设 G 一 >)4go 与 G' = 一》 Ags 是 交换 群 4 被 群 
nafs 


aEyp 
8 的 两 个 扩张 ， 由 它们 所 决定 的 4 之 白 同 构 是 相同 的 ( 即 G 与 G 
系 对 指定 方法 X 的 二 个 扩张 )。 如 果 相 应 的 因子 团 各 为 [mus] 与 
[ ro,8]s I gag8p 一 oggag?> gagB Et mapgag» 并 对 每 a€B 作 符 号 
B88s， 又 对 每 a € 4 及 每 符号 gog 再 作 形 式 符号 (a, gogs), 且 定义 
结合 方法 为 
Ca, Baga) » (6, gpgp) ab” 1a,am',ps ogkp). 

试 证 凡 一 切 符号 (a, gags) 之 集 关 于 上 述 的 结合 方法 成 群 ,也 是 对 
X 言 的 4 被 刀 之 一 个 扩张 ， 其 所 决定 的 4 之 因子 团 恰 为 [mwe] 与 
[ma,s] 的 积 [ ma,ama,s ]. 

问题 4 ”在 问题 3 的 假设 条 件 下 , 令 对 每 a€ B 作 符号 多， 且 
对 每 a&€ 4 及 每 符号 又 作 符号 (a, 名), 并 定义 结合 方法 为 

(Ca, 多) (二 Es) = (ab"™ ms, Erg). 

试 证 凡 符 号 《se，& 名 ) 之 集合 关于 这 个 结合 方法 是 成 群 的 ， 且 为 对 
X 吝 的 4 被 互 之 扩张 ， 其 因 于 困 恰 为 [mue] 之 逆 [mop] 但 
[ur] 是 对 X 言 的 一 扩张 之 因子 男 . 


$ 5. 被 交换 群 的 扩张 


在 $3 内 我 们 讨论 了 被 循环 群 的 扩张 ,已 知 决定 这 样 扩张 的 条 
件 是 较 简 单 的 。 今 推广 来 研究 被 交换 群 的 扩张 问题 , 即 讨 论 当 也 
为 交换 群 时 拭 被 8 之 扩张 问题 ,今后 只 研究 8 是 有 限 交 换 群 的 情 
况 。 设 oB) 一 m; 且 8B 一 {om} Xx {w} Xx … X {oa}， 式 中 
ol ei) = 77, 

若 G 是 4 被 8 的 一 个 扩张 (G/4 守 8)， 则 G/4 可 分 解 为 s 
个 循环 群 的 直 积 ,如 

G/A— {Ags} X 14go XxX *** xX {Aga)}s 

而 {Aga} 的 阶 为 mi 即 g3i 一 ww;€ A. 又 对 每 se4。 有 gal ago;— 
ayaiy 旭 ga 为 4 之 自 同 构 。 同 时 由 于 G/4 之 交换 性 又 知 必 有 
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ba ga gabe = A EG 一 [G,G]CL. 
这 说 明了 当 A4 被 8 的 一 个 扩张 6G 已 给 时 ,能 在 G 内 找 得 对 应 于 8 
之 生成 元 ab oa os 的 :个 元 go,， 8o,，""*， goss 使 具有 
(C1) 0 一 (po po,""*, 中 ss) 为 和 4 之 一 组 自 同 构 ( 共 :个 ) 使 
aroi 一 ga 0goy (每 a € A); 
{2) 于 一 (us za 1s) 为 4 之 一 组 元 Cs 个 ) 使 
gn: = nl € A); 
(3) M 一 《oil1 < 委 间 7 魏 站 为 4 之 一 组 元 (2 个 ) 使 
Ba gai gouge A GC — |G, GIEA; 
且 三 个 集合 B, 五 , M 还 满足 下 列 诸 关 系 式 : 
《4) 9% 一 Iw《 即 4 之 自 同 构 gw 等 于 由 4 之 元 wi; 所 诱导 的 
4 之 内 自 同 构 ) 
(5) paps, 一 Po Pal 
《6) ai = 1 = ajays 
(7) wm“ 一 有 了 go — CEEREw Be)" a (Boa )™ 
— (gediAga Naanga  ) (gu Yanga™t! gia 


qo-1 a pT :+1 
= a ak! ai Wiiky 


Pe 
及 w= (guon) "i—ga(gaitiang Meatiamg *) 
vl pi 9 Pe, 
(gala i ai ai ax’ ax “a gig; 
《上 两 个 结果 ; 任 取 一 个 均 可 ,今后 以 采用 第 二 个 为 淮 .) 
(8) a — galgal ga gobBabot — (gilgagor) (galgo gon) 
* (golgaiger)( galgaat) 
— (gon) (goo) (guaik)( Burik) 
= um(ga) aARgoi (ga ga Bale (Ba aikBes) Ai 
Zr Nm Po, 9 m 
一 aR(am) ‘anaRian = agary qarnkians 
嫩 ] a Rarsaktia nar tai 一 1。 


这 就 证 明了 : 当 4 被 有 限 交 换 群 B= {ol x… Xt{ej 的 
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扩张 @G 已 给 时 ， 则 对 应 于 下 之 直 因子 {0} 的 陪 集 {4go} (i 一 1， 
2 s) 能 产生 三 个 集合 @, H,M 适合 (1)， 《27)， 《37)， 并 满足 
(4) 一 (8) 诸 关 系 式 . 

反之 ， 设 在 4 内 已 有 s 个 自 同 构 gp， …，9e: 的 集 9 一 
(go ， aos""， es)， 还 有 5 个 元 mw，z 的 集 HH 二 (nu 
W292) 以 及 PF 个 元 zi 所 7, f 扫 5) 的 集 M = 《all 志 i 
i 二 :)。 且 这 三 个 集合 ,如 ;, M 又 满足 如 (4) 一 (8) 的 关系 , 即 

(4) pri= Tu 

(5) Pope; 一 payPo * Tg,» 

(6) aii = 1, aiaji 一 1， 

(7 wt wa a saat, 

(83Y ar Pkarad iaa tas 一 工 . 


我 们 将 证 明 : 确 有 4 被 8 的 一 个 这 样 的 扩张 , 即 析 应 于 B 之 直 因 


子 {a;) 有 扩张 之 陪 集 {4gw} 相对 应 ,使 得 a 一 gilago (每 ak 
2 一 1 5 gaf 一 uils = Ly 5) 以 及 gol gai Babe; = A 
(1 和 i 了). 

当 s 二 1 时 , B 一 {a} 为 m 阶 循环 群 ,而 四 只 含 4 之 一 个 自 
同 构 pus H 只 含 唯 一 个 元 us M 仅 含 4 之 单位 元 aa 一 ] 《根据 
(6)》)。 又 (4》 式 表 示 92z: 一 1。 这 唯一 个 关系 ，(7)” 式 仅 表示 
wn! 一 之 意义 《 即 坟 不 受 自 同 构 ge 之 影响 ), (5)' 与 (8) 在 
:二 1 时 都 没有 什么 价值 , 因为 《5) 只 表示 9g2, 一 gs, 而 (8) 表 
示 1 = 1， 这 都 是 当然 的 。 故 根据 $3 的 定理 1, 则 知 确 有 4 被 
8 二 {a 的 扩张 G: 

G/A={Ags}l 人 B= {a}, 

或 G=A+Ags + Ags 十 … + Apo, 


使 得 a “二 gzlags (每 a€ 4) 及 gm 一 可， 这 说 明了 在 :一 1 时 ， 


我 们 的 论断 是 正确 的 ， 
再 设 * > 1， 并 假定 我 们 的 论断 在 s 一 1 时 正确 . 于 是 若 仅 
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游 虑 三 个 集合 匣 , 五 , M 的 子 集 四 一 《po 9 9 五 一 
《ta WH23"" "3 zt 政 一 《ciil1l < 1 < 一 1) 时 ,由 于 对 中 ， 
五 ， 4 言 仍 有 《4 一 (8 诸 关 系 式 ， 故 令 Bi={0} xX os X {oa} 
时 、 据 归纳 法 的 假定 则 知 确 有 4 被 B; 的 一 个 扩张 6;, 使 在 G, 内 
能 选取 Bul’ Sus “> Boey 使 得 {Agoi} 与 fo 相对 应 就 可 产生 
God 全 Bi 旭 
G/A = {Agal X {Aga} X 1: Xx dg 

且 还 有 eye 一 gai ogo 《每 a € 4), eg2; ww 及 galga) gwge ™ dij 
但 1 硅 1,j7 和 :一 1. 

然 wu ACA)， 且 与 Pa Poe» Pes 合并 得 满足 (4) 一 
(8)” 诸 关系 . 下 面 的 任务 首先 是 想 把 4 之 自 滞 构 gs, 扩充 为 G， 
的 目 同 构 ， 当 然 要 求 扩充 以 后 的 ps, 应 该 对 于 4 之 元 的 作用 不 改 
变 ; 并 且 禹 望 将 来 能 找 出 一 个 符号 go 使 gga gasgos 一 az 这 自 
然 要求 我 们 对 G1 一 {4， Ba Boao“; ga 中 不 属于 4 之 生成 元 
ga; 具有 关系 式 ga 二 gasa;s。 我 们 现在 干脆 就 定义 

C9) ge Bartis (2 一 ]， 2 一 1), 


当然 当 ze 4 时 ,+ ”之 意义 仍旧 , 即 we 4(A4), 这 样 定义 之 后 ， 
欲 证 明 w。 是 G, 的 自 同 构 ,就 得 先 解决 pa 确 是 G, 的 一 个 运算 子 
(其 意义 参看 第 一 章 $14), 即 对 于 G, 之 任 一 元 XX 要 求 XX “之 童 
文明 确 , 即 当 X 一 了 时 应 有 X” 二 Y“， 并 还 希望 (XY) 一 
X “%y“。 这 只 需 对 G, 之 非 属于 4 之 生成 元 go gs"*-， go 来 
检验 就 行 了 . 

事实 上 ,在 1 i， 7 < 一 1 时 ， 有 Bali Buiba,™ Beloitii’ 
ai 一 graogu， 改 向 使 ,为 G, 之 算 子 (定义 (9))， 必 要 求 有 
(pI) “一 和 (gog ) — (gage0) ss a — (gilage) 
以 及 XY 一 (XY)“。， 现 在 假定 关系 (XY) 一 XY 成 
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一 一 一 -一 一 


1 


Pe 1 
立 ,于 是 (g21) ~ (get)™ = (go )"i ga 
ek mi”1 和 Ta : 
(利用 归纳 法 证 ) 一 wiai"t maniasrass 一 uw“《 利 用 了 (7》 式 ); 
Yu， Fe Pa, Po Ya 
(goige,) = 名 ci Ba iB eR fs are di 127 一 ER J 
asarpias )1! . djis 《利用 了 (3) 式 ) guiguieapaieianei( 利 用 了 《6 了 


PP Pa 和 Pe 、 

式 ) 一 pagardit ua = gogei( Bl db) ia — (gad Ngu0is) ， 

下 YP Yo Pa Pa Pa Pa Tg, ’ 

af’ — gaf'gar raf = (gegmoi) 5a ‘一 q (利用 了 (5) 
Pa Pa, ey Po, SE 

式 》 an'Ca 3” (Dear = amtga! "a Bar)ais ee (garais) 1 4 和 


Ya, Pe Fry, Pr 


Pa 
(gaais) 7 《ga -Ia ga 过 (gz!) ‘a ya [… (XY) aX, 


Y “一 > XD 一 (X71 一 (gzlagw) ”这 说 明了 由 (C9) 所 


定义 后 再 假定 XY “== (XY)“ 对 6G 之 元 XX，Y 成立， 则 qs 
确 为 Gi 之 一 算 子 . 

再 证 如 《〈9) 所 定义 的 Gi 之 映射 gs, 使 G1 映 到 G, 上 : 事实 
上 ，G: 一 !4， Bo go "s goer} 故 只 要 能 证 月 4 之 元 以 及 ba? 
gm *， ga 关于 映射 ps 都 有 原 像 就 行 了 ， 9 A4(A) 当然 说 


一 上 
(Pe Po) Po, ” 1, 


Em (gw qa Fa 9 
明 4 之 元 有 原 像 ; 又 因 [as; WE kail ”一 Qs Ral’ dr 


oll 一 (gmargai gmais 一 go， 故 go; 也 有 原 像 a ga 故 册 
《9 所 定义 之 映射 pe, 确 使 C: 映射 到 G, 上 ， 

再 证 如 (9) 所 定义 的 Ci 之 机 射 为 1~1 的 : 事实 上 ， G1/4 之 
交换 性 保证 了 Gi/4 之 元 可 唯一 地 表 写 4pg&g2 ge 形 《0 反 
mi 一 1; 1 二 1 2 一 1 故 G 之 每 元 亦 得 唯一 地 表 
写 为 


3 
Pa Po 
“Gis Gi djs 


X= gage 
形 (x E450 志和 mi 一 1;5i 一 1;2,… ,5s 一 1). 于 是 ,车 X 
1, 凤 1 (rg gga) (ga 
(golie) 一 则 因 (gais Yi 二 ye : a 一 
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ee ee oh i i oe 


Pr Te Po 
gixA(xi EE A); 丰 l=X 一 ‘gHhAgir gt gn 


Le a pe SR Rk 
PE 0 
名 9a pari pa i pt 7 让 ? 
得 知 1 一 > 9 A 故 
据 直 积 CV4 二 {Ago} X -… X {48ge 之 意义 不 得 不 有 每 六 一 


Pa 


0G 二 15 一 1), 因 之 外 二 x,1 二 一 x“, 即 x 二 1, 故 


结果 可 知 X 二 1， 这 就 说 明了 人 从头“ 一 1 必得 苹 二 1， 即 Gi 中 
只 有 单位 元 经 过 (9) 之 映射 ps, 后 才能 变 为 单位 元 ， 即 由 (9) 所 
“定义 的 G, 之 算 子 p。, 使 6; 之 单位 元 的 原 像 也 只 能 为 G, 之 单位 


元 ,于 是 若 古 “一 了“, 则 (XY-D “一 1, 不 得 不 有 XY- 二 1， 
或 XX = 二 了, 即 证 明了 映射 ps 在 G, 中 是 1~1 映射 . 

于 是 , 完全 解决 了 如 (9) 式 定 义 的 w。 确 为 Ci 的 一 个 自 同 
构 , 即 44 之 自 同 构 qs, 可 按 (9) 之 意义 扩充 为 6G, 的 一 个 自 同 构 . 

又 G 的 这 个 自 司 构 gp。, 还 满足 下 面 两 个 性 质 : 

(DD) a =u(u€EHEACG,). 

这 只 要 令 (7)" 中 的 i 与 都 等 于 s, 并 利用 (6) 中 a 二 1， 
即 得 . 

(11) G, 之 自 同 构 9 一,€KG,). 

事实 上 , Gi 一 {4 go go gol; 且 对 每 a€E 4 出 (4) 


确 知 a 一 uriaus, 故 只 需 证 明 对 每 go(i 一 1，…，、s 一 1) 也 有 
gf 一 wr'gwt 就 行 了 ， 这 较 容 易 , 因 为 归纳 地 可 证 


9 ge 9 于 v1 Pt 一 1 pr-l 
Bau: = (gar’) 3 二 (guierr) = Eas’ a = "se 
2 2~l1 
» 四 F 
ee 3 a [3 
gourdisdis ir Mir’ 


ps Pe, 9 Li = 
故 有 ai’ Ben Bardrfis “本 条 站 Miss 3 而 另 方面 又 有 Ws Bots 二 ea 
Pa . 中 nm 了 
《8 Wr go jds 一 gag rr 一 Refa (ne), 于 (7) 中 令 : 
Py ml wp 一 2 2 
与 i 分 别 去 替换 i 与 万 又 有 wu 一 asf an" anpranpron， 页 
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ml gine—2 wi Y 3 
-j Pa as a Nl -一 Pa 9ar。。 
Wr Eustis en gar sds 了 人 了 as Ass tai) ti 一 家 oj2552 ai 时 


at ;两 相 比较 即 得 g* 二 urgow。 故 (ID 获 证 。 

于 是 根据 $3 的 定理 1 可 知 有 G, 被 {oa,} 的 一 个 扩张 G6， 即 
G/G; ~ {aj， 使 G/G: 一 (Geoj， gaiXgo, 一 六 (XE G1) 与 
gm 一 ww; ( 因 之 对 每 a€ 4 有 giiags, 一 a “)， 由 是 ,有 G 一 【4， 
go go go gu， 下 有 关系 gzi gaga, 一 ga 一 goa WN 
galgalguBo, = din(1 S11 一 1), 故 再 与 Gi 一 {dgs}X.……X 
(ga 所 满足 的 诸 关 系 式 合并 即 得 G 一 4， Ba Bar? IB? 
go 中 4 一 gago (每 a € A), g?! 一 ww 以 及 gilgil gwgs = oi 
(1 筷 if 志 sf)。 因 而 若 能 证 明 44G 与 6G/4 = {Aga} xX:'…x 
{4gc } xX {Aga};y 则 NG/IATB= {a} XX x {am} Xx {om}, 
而 避 即 为 所 求 之 扩张 ;问题 就 全 部 解决 了 . 

由 于 G 中 凡 不 属于 4 的 CG 之 生成 元 go 去 变 4 之 元 4 的 形 等 
于 galegu 一 a “264， 这 就 足以 说 明了 44G, 故 有 商 群 G/4， 
因而 G/4 得 由 4go,，Ago,，"*"，Aga, 所 生成 , 即 

G/A = {Ago, Agas:**, Ago,,» Ago,ls 
再 据 Bat ga) gua, ~ a A(lei, 7 肆 :)， 得 知 4 go Aga; Se 
Aga" Aga? 即 G/4 为 交换 群 ;又 着 (Ago)*(Aga)**… (Age) 二 
1(G/4 的 单位 元 ), 则 LUBE "BH EE ACG gH EE Gs 改 据 循 
环 群 G/G, 二 {Giga,} 之 阶 为 m, 可 知 有 sz 0(modm,)、 因而 
8g "gy-!€ A， 于 是 再 据 归 纳 的 假设 (对 群 G: 言 ) 就 应 有 »; 三 
0Cmodm;)，1 委 ; 委 一 1， 故 结果 可 知 G6/4 之 单位 元 随 而 G/ 4 
之 任何 元 只 能 唯一 地 表 写 为 
(Ago YAgo,) "(Agas) 

的 形状 (0 委 4; 二 ww; 一 1), 这 也 是 说 

G/A = {Ags} X {Ago,} X +* xX {Ago, ,)} X {Ago}s 
即 G 为 4 被 B 之 扩张 , 且 满 足 所 村 求 的 诸 性 质 。 至 此 , 间 题 就 彻底 
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地 解决 了 . 

总 括 上 述 * 证 明了 

定理 1 设 83 一 1ojxfox-… xfa Mg 
而 信和 六 mi» 729""*, ts ed Cm = mim2* ee 


和 


和 


个 ee Ras’ we 
CC {4go} Xx {Age,} X +:*+:Xx 14go)， 
由 之 产生 了 4 之 了 个 自 同 构 之 集 下 一 = (pas gas go 人 之: 
个 元 之 集 H= (1 Has**", ws) 以 及 s# 个 元 之 集 M 一 《ell <s 7， 
7 魏 5)， 使 得 
Pa, 
(1) a ' 一 gi2ga,( 每 4a € A)， 
(2) gi = i, 
(3) Bal gal ga; i aii 
三 个 集合 B， 豆 , M 还 满足 
(4) Ppa! = Tas E 1(4), 
(5) PorPa; 一 Po Pu 四 1 
(6) a — 1 = eal 
要 Hil 人 了 
(7) wk tap a eataian 
(8) a Kasayias ie 这 1a;k = 1; 


肥 之 ， 若 先 给 了 三 个 集合 @ = pe, y pa > por) [5 


a mn pr x {Aga,} 关头 {Ago,} 
pa, 
及 a we pa Ty ee ga — ty I Ai 能 成 立 


Re 有 了 扩张 6 后 ， 攻 全 美 于 2 向 在- -组 代 
表 元 系 R=(go,， Boas ~ ga) 能 决定 三 个 集合 多 一 (< ， 名 cy ””“》 
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pes) » H= (wu, tp zf M 一 《aiill < 1» fj 3), 与 RR 的 关 
系 体现 在 (1), (2), 《3) 内 , 且 满 足 (4) 一 (8) 诸 条 件 。 反 之 , 若 事 
先 已 有 三 个 集合 @， H,M 满足 (4) 一 (8) 诸 条 件 ， 那 末 必 有 4 被 
8 的 一 个 扩张 6 存在 ， 使 在 G 内 能 找 得 一 组 代表 元 系 R 二 (gs,， 
ge go) 与 四; 晶 ,， M 之 关系 为 (1), (2), 《3) 所 体现 ， 

为 了 今后 叙述 的 简洁 ,就 说 G,R 决 定 @, 日; M , 用 符号 《G， 
R) -> (@, 晶 ，M ) 来 表示 ,或 反之 说 Bs，H,，M 能 决定 C, R, 简 记 
为 《@6;, 瑟 , M) 一 (G，R)， 故 (6G,RR) 二 ( 负 , 五 ,M ) 表示 了 定 
理 1 的 正 反 两 方面 的 意义 ,今后 不 再 申明 ， 

用 符号 (G, R) ~《G，R') 表示 同一 扩张 GE 中 有 两 组 不 同 的 
代表 元 系 R= 二 (go, go ga) 与 展 一 (ge gc go 
之 有 cied4 使 go 一 cigw， 今 令 (6G, R) 一 (@,H,M) 及 〈G， 
RD) 一 《98 ;HM'),; 式 中 人 B= 《po …， Po,)s PB' 一 (pa,,* 2 
ga) H= (wu,***, zzz) H 一 《oa M 一 (Cai;|1 < iy 
Js M' 一 (gi|1 志 1， 7 志 s). 于 是 ， 


t ey -1 
时 9 ppli 9 ) 
四 ss lo -1 ,.—1,,. Em | SE oi dai &, 
如 ' = ga, Aba 一 ai ts dviga = 4 i Mi os 
va ld, Ta. 
f eS 
一 g (Cds es ")， 
mi opt 一 2 甲 
7， 一 一 ee ,Var Pa . ai 。 SF 
Wi — gai = (Cg) 一 8 cic 


ee 
—= wd: di di dis 
a = par go Bage) — (ciBei) cig) (cigu) iges) 
(godi) (goadi) godi) (gadi) 
= di\gal di ga} godiB oad; 
= di'(gald7 ga)(gal ge) gage, ga} digai) di 
= dr (dF7 )roiaid?oid;. 
这 说 明了 (〈@ :五 , M) 与 (8', 天，M') 之 关系 是 使 
C10) Pa; 二 Peal di? 


pel gi-2 


二 9o. 

(11) zl — wd i di -di dss 
Fee Pr. 

(12) a = dr (dF ) ‘qiydi !di 
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成 立 的 4 中 一 组 * 个 元 素 2 d,s"……,d; 得 以 存在 . 

反之 ,; 设 (G， R)— (BH, M), 且 (4)—{8) 都 成 立 的 另 三 
个 集合 (@ , 刀 ，M ) 与 原来 的 (@， 五 , M ) 可 用 (10), (11), (12) 
得 连 系 的 4 中 * 个 元 2 dd 是 存在 的 , 那 末 G 中 必 有 一 组 
代表 元 系 R 使 (G, R”) 一 (8,H,M'),， 因而 (6G, R) ~ (G， 
R'); 事实 上 , 令 4 二 ci 以 及 cig = 的 ， 则 所 求 的 代表 元 系 R 
即 为 《(g%， gs，*……,g%), 这 只 需 将 上 面 得 到 〈10) 一 (12) 诸 公式 
的 手续 逆 推 即 可 证 明 . 

注意 : 可 能 有 这 样 的 现象 , 即 (G, R) 与 《G, 玉 ) 同时 决定 了 
(@; 器 , M), 也 就 是 (G, R) 一 (8, 万， M) 与 (G, 天) (8,H, 
M), 那 未 G 与 蕊 之 关系 怎样 ? 

这 时 , G/A 二 {AgajX-…-Xx{dgal, G/A = {Agn}1X*:……X 


{4gw); 且 有 a 一 Bal 9ga: 一 Ba) abos» gl 一 Wi — Bi, gal ga « 
8ugu 二 411 一 Bla Zagus; 当然 还 有 《4) 一 (8) 诸 关系 式 . 于 是 
易 知 映 射 c: 
8 gE CXgUgE gE) = rE EB 
为 使 G 之 G， 且 oa 使 4 之 元 不 变 , 并 使 陪 集 4gs 之 元 映 为 陪 集 
48u 之 元 . 故 G 与 G 为 等 价 的 扩张 。 这 证 明了 同一 个 组 (@, 已 ， 
M ) 所 决定 之 扩张 为 等 价 扩张 ， 
反之 ， 设 G 与 G' 是 4 被 8B 的 两 个 等 价 扩 张 。 在 G 中 取 一 组 

代表 元 系 R 二 (gos ga，'''，8o)， 即 有 直 积 G/4 = {4go} X 
(4go X -+ XxX {Aga}s 仿 (G, R)—> (8B, H, M), $= (qos 
o> Po) H= {us Hs Hs) Me (oll EijiRs), 
因而 a 一 gatagws gg 一 zi gilgalgaibaj 一 qj。 再 设 o 是 G 与 
G’ 间 的 等 价 有 映射 , 邑 G 二 G' 二 6", 故 对 每 zx€ A 有 zx x, 并 令 
85 一 gu 《 G'. 于 是 ， 

G/A— {Ags} X {Aga} XXX {Aga}, 

G/A=— {Ags} Xx {Ags} xX x {Agr}. 
再 令 (G6, RD) (DH, MD), 但 R’ = (go; ga""s 0): 因 
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中 wu {qu Pu» “, Pa) 五 = (xm, jy ? 1 )s 
M'’ = {ell i,i AAs), 


上 号 有 
Bearagi 一 a gi ey gar Ba aia — As 
于 是 , 据 o 的 意义 ,应 有 
a (a ") = (giloga) 一 eg 一 a 好 = 9， 
Wi = uf = (gH) = (gu) — gi ti) 即 w 一 zi， 


ij 一 4h (ga al BaiBa))" 一 gogolgaga 一 4 Basi; ~— esi. 

这 说 有 明了 四 一 5 了 一 了 ,一 凡 ， 即 等 价 扩 张 可 决定 同一 组 
(@, H, M). 

虽然 上 面 证 明了 两 扩张 为 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 得 能 决定 司 
一 组 《名 ,如 ,MM )， 但 这 是 说 在 两 扩张 四 可 适当 地 选取 代表 元 系 玉 
与 R' 而 促使 的 ; 至 于 代表 元 系 的 选择 不 同 ,。 尽管 两 扩张 等 价 , 但 
它们 所 决定 的 组 (@, 五，M ) 亦 应 不 同 ， 其 中 的 联系 是 由 (10)， 
(11), (12) 三 式 给 与 的 ,这 是 在 上 面 已 讨论 过 了 的 ， 

概括 之 ,就 证 得 了 下 面 的 

定理 2 群 4 被 有 限 交换 群 8 的 两 个 扩张 为 等 价 的 充 要 条 件 
是 它们 所 决定 的 二 组 Co, 五， MD) 与 (9 H,M 人 间 的 关系 可 用 
(10)， Cla 2 三 个 式 子 联系 ， 


附注 1 ”定理 2 中 等 价 的 意义 推 的 是 两 个 扩张 可 以 相 异 也 可 
以 为 同一 扩张 而 具有 不 间 的 代表 元 系 . 

附注 2 及 能 用 (10),(11)，(12》 三 个 式 于 联系 的 两 组 (2， 
及 ,， M) 与 (@' ,可 ，M') 就 由 做 等 价 ， 用 符号 (Hs M) 一 环卫。 
M") 来 表示 。 易 证 自 反 律 (名, 及 , M)~(@, 日,，M) 成 立 ; 这 只 要 令 
《10) 一 (12)》 中 的 所 有 4 一 1 就 可 验证 。 又 若 (多 , H,， MD) 一 (By 
玉 ，M'), 则 有 (10) 一 (12) 三 式 ,再 令 后 二 让 !， 就 得 po = ps 
1; wi = “ad ed Pe eb br. re 


t 了 mil ,} 3 f 
WB Bre 5 Pal Bb bb TE bes bi ai by, 
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一 一 -- A 1 -oem en sm En me a 


和 ‘ . 一 2 r 
于 3 7 
Ps oh: -本 PR nib os ni sri 6 aib ap < 一 ee 一 


7 人 一 上 r 珊 ;一 2 
ur bY 6889 6; 同时 又 有 63; 一 4 Mie .rey Pe 


= a = bibj; 这 证 明了 (8, HH'， 

M')~{, H, M), 即 对 称 律 成 立 , 最 后 ， 设 (更 ， 匡 ， M)~(®', FH'， 

My (B's Hy MDB”, Hy M"), TT 是 po = Pl ps piss 
‘mi—l od td 


故 Pa 一 Palvti 一 did’); Tu = de; a da ‘ 


i i? 名 


Fe 
dy a = Wid dr ed gis 下 dr dd 


i 2 人 mi—1 spe; Tg, ym 
dr ed wid’ = tid: "i A ed; rag "ig;d 
时 
Fi 一 上 
《ea TH TT Ce ,1 本 2 
4 Paes A a a 中 ds tig = Hii a ne dig id; 


il, Mi 了 mi—1 
| 了 站 了 Ya. 2 了 
dn do di WE A a did’ "fd; = widy i .da ， 


.hh 了 a roir Pa 
di "ids: dri 29pond 0 daidy vi = wideai ee di, 


Pi 一 | ye a sp? Pa Cs nd 各 ; 一 2 m;—1 
6 : 
ds a A 中 Qi, wd; rv, 1 = Hid i 人 ds . 
ea ead el dei pee pap 
i i i np vi 天 Vi = Wid ! 2 i ;oz eg [2 vi 
ee i 四 本 
和 Fz rt a | 加 FP, 
= Wi os yi; 且 同 时 又 有 从 4ii 一 diT'd; asd 
~ 一 由 里 
: "Pi a} 1 1 Po, jit ai 
Ajy 24) = dr dy?*e;erid, dj 可 得 sj = di d; idi'd; gijd; ig;* 


pa pa pa Pa Pal ,Pe Pe 
di "id 一 d’-ta, a ia “jj < 1g; = Wrid) wig “i, 


Pr, 


pp ‘vj; = oT ia jzj3 这 证 明了 ($BH,，M)~~(®"， H", 
M")， 即 传递 律 抱 世 。 
从 上 面 的 两 个 附注 ,可 把 定理 2 改写 为 


定理 2" 群 4 被 有 限 交 换 群 3 的 两 个 扩张 为 等 价 的 充 时 条 


件 是 它们 所 决定 的 组 (@, H, M) 与 (@', H, M’) 是 等 价 的 ， 


今 以 (6, R) ~ (G6'， R') 表示 扩张 6 与 G: 等 价 ( 当 G 一 6' 
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时 ， 就 表示 同一 扩张 的 两 组 代表 系 R 与 R'). 故 当 (G, RR) 全 > 
(g@, Hi, M) 与 (G ， RD 和 (9， 五 ， RM 了 时， 则 (G, R) Gai (G’, 
R') 的 充 要 条 件 是 (8, 态 , M) ~ (B'，H',M’)， 于是, 当 G 为 4 
之 分 离 扩 张 时 ， 就 有 使 G = 二 4C 及 4 站 C = 1 的 群 C 存在 ,两 之 
CG/A4 守 B= 二 {ol X {ml XxX.*，X {om}， 故 可 表 写 C = 
{go) X {go} X -… X {ga} 使 og8o) 二 mi， 即 gwi 一 1， 因 页 
G/A = {Ago} X{Ago) XX{Adga}, 故 取 R~= (ga,s ga， 
ga) 时 ， 则 (G, R)<—(09, H, M) 中 的 日 二 (a, Hy ""*y zx:) 之 
每 wi 二 1, 随 而 当 二 (Pe, Pa?" pes) 中 每 Pa 有 具 性 质 p= 二 1， 
而 M 一 《oil1 委 ij) 拟人) 中 每 wi 一 gal ga gai8o1 一 1 故 pyPa 二 
Pa Pas® 

有 反之， 当 (G, R)s(; 已 ， M) 中 里 二 《wa， Uf2》 ” "了 w,) 的 
每 后 一 工 以 及 型 一 《oil1l 委 六 和 安 了) 的 每 oj 一 工时 , 则 代表 系 
R= (ga,» Be "Ss gas) 共性 质 go 一 1 及 guigei 一 Baij8gci 《zy 7 一 
1，2，*…-, 5s), 因而 G 有 mm 阶 的 子 群 C= 二 {go} X {go} XxX.…*X 
{gw 宇 B, 说 明了 G 关 于 4 之 ;个 陪 集 dg(1 和 了 安江 委 十 委 
zi)》 的 代表 元 g 缠 得 组 成 CG 之 子 群 C， 因 而 C 为 4 在 G 内 的 补 子 
群 , 即 G 为 4 的 分 离 扩 张 、 

同 理 可 证 @ ~ 《gs,， Po，***， es) 中 每 pu 一 1 的 充 要 条 件 
是 R= 二 (gs; ga ga) 中 每 go,《 Zel(A)，、 因 而 4 为 扩张 G 之 
直 因 子 的 充 要 条 件 是 每 里 oj 一 1, 每 x 二 1 以 及 每 fi 一 1 

今后 ， 当 每 wi 二 1 时 ， 简 记 为 十 一 1; 每 ai; = 二 1 时 简 记 为 
M 二 1; 每 pw 二 1 时 简 记 为 B = 1， 于 是 总 括 上 述 , 证 得 了 下 面 
的 

定理 3 设 (G, R)<= (8, H, M). 于 是 ,G 为 4 之 分 府 扩 
张 的 高 要 条 件 是 〈@， HM) ~(@，1, 1); 扩张 6 大 一 给 代表 系 
R 二 (ga ga gu) 使 每 gor € Zok4) 的 充 要 条 件 是 (8, H， 
M) ~ (1,H，M); 扩张 6 为 4 与 B 之 章 积 的 充 要 条 件 是 C9， 
M) ~ (1,1,1). 

特 当 上 面 的 4 也 是 交换 群 时 ， 那 末 1(4) = 1， 于 是 定理 1 
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中 的 (4), (5) 二 式 就 分 别 变 为 sy 一 i, DoiPo; 一 Po pas? 而 


(7)，(8) 二 式 分 别 变 为 四 一 oa 与 akaggiate 一 
aiiaikeki 【1 十 pai 十 3 十 -十 p31 为 交换 群 4 之 自 同 态 环 
E(4) 中 的 元 《第 一 章 $9)]， 由 是 可 知 (@, HH, M) ~ (@,H'， 
M') 的 充 要 条 件 是 @ = $$ ( 即 每 5 一 pw) 一 一 这 一 点 早 在 $4 


里 就 阐述 过 ， 一 willt9atooit dd 于 
是 又 得 下 面 的 

定理 4 设 4 昨 妆 浆 嫩 ，B 是 m 阶 的 交 染 于 上 分解 为 :个 队 
分 有 为 ms ms，…，m 的 全 愉 之 开外 2~ fm) x {ej xx 
{o.}。 那 末 4 被 B 的 每 扩张 6G 随 代表 系 R 二 (gs, ga,，***， gos) 
的 选择 [G/4 一 { 48} X .… X {4g.,) = B] 得 决定 三 个 舍 合 
B= (pa pars Ppa) H= Wurst) Mall i, 
j < 让， 县 

(Da ga agu 《每 a € A)， 

“2) gt 一 到 

(3) gal ga goge; 一 409 
是 Ke, FM 还 注 时 

(4) gi 一 下 

(5) guigpci ™— cjgoiy 

(6) gr 一 工 一 azjajip 

1 二 9e 十 9a, tt ons 


(7) wi | 2 


(8) a a ess 一 Asajrakie 
下 ,其 中 1 与 HM' 之 关系 汶 


ttpost pa tt ; Va! le, 
ui = td 9 与 az 一 2007 di 


对 等 价 扩 张 诗 ， 不 论 代表 系 之 选择 怎样 ， 它 们 所 决定 的 组 
(8， 可，M) 间 之 美 系 也 同上 . 
友之 亦 然 
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由 上 面 的 论证 ， 可 知 被 循环 群 的 扩张 ， 决 定 的 条 件 是 简单 的 
($53); 被 有 限 交换 群 的 扩张 ,决定 的 条 件 就 复杂 多 了 . 


下 面 列 尝 几 个 例子 ,作为 这 元 节 的 应 用 ， 

例 1 pq 阶 群 (p, ?为 奇 素 数量 <z 在 4t(? 一 1) 时 只 有 两 个 ,在 
?j(z 一 1) 而 了 :+(p 一 1) 时 有 耻 个 ,但 在 4 :|(p 3 1) 时 则 有 五 个 。 

解 ” 据 西 洛 定理 知 阶 dz: 的 群 c 中 西 洛 p- 子 群 之 个 数 np =e 1, 9 或 2; 
但 4 < 说 明了 六 关 ?; 苟 车 一 和 则 p19 一 1) 一 (4 一 1)(q + 1)， 
故 pj(gq + 1), 由 于 户 与 9 均 为 奇数 不 得 不 有 49+1 一 p>2p>p, 与 94<p 
亨 盾 :不 可 故 只 能 是 x, = 1。 这 说 明 G 只 有 唯一 个 西 洛 p- 子 群 4, 即 4 书 
G 且 o(4) =p, 因而 4 = {eo} 是 ? 阶 循环 群 (2? 一 1)， 取 6G 之 一 西 洛 9- 于 
群 5, 于 是 3 或 为 从 阶 的 循环 群 , 或 为 阶 的 初等 交换 群 。 显然 又 有 G = 
AB, ANB=1, 故 6G/4 二 B。 当 gt(r 一 1) 时 ,由 西 洛 定理 知 G 中 西 洛 4- 子 
群 也 只 有 唯一 个 ， 因 而 这 时 8<IG, 而 有 6 = 4x8B, 故 由 8 之 御 环 性 或 初等 
交换 性 也 知道 或 为 循环 群 或 为 初等 交换 群 。 说 明了 gt(? 一 1) 时 G 只 有 

个 。 因 之 下 面 只 讨论 ?ip 一 1) 的 情况 . 

这 时 昌 不 敢 保 证 8<jc, 但 G 确 为 4 一 {zy(m 一 1) 被 天 阶 群 B 的 (分 
离 ) 扩 张 . 

(一 ) 如 一 {8} 为 9 阶 循环 群 ， 

这 时 ,，G 一 -4B 一 {fay 弛 az 一 1 一 br”, bab=ar， 而 有 ”=1(modp). 
四 模 ”的 婚约 剩余 系 是 如 一 工 阶 的 循环 群 {cjy， 即 cy， or car 一 ct 三 
1 为 模 p 之 正 约 剩余 系 ,政令 (gr ?一 1) = dd 有时, 4* = 4p 一 1 = yd, 刚 
有 (24， +)=1, 据 题 设 allp— 1) 得 知 = 9 或 2 = 二 9:、 于 是 、 车 rE 
a'(modp), 则 :二 1(modp) 的 充 要 条 件 是 a =1(modp), 即 19' 二 0(modp 一 
1)， 亦 即 * = 0 (modp), 政 适合 下 三 1(modp) 之 rf 共有 4 个 《modp), 而 为 
ry rza **y rats fas TRH ri air(modp), 

如 果 ?+ 三 ri 二 a 一 ofa1(modp), 则 67'ab 一 as G 是 交换 的 ;因而 是 所 
环 群 . 

如 果 r 三 ri 三 a*(modp), (i<4a), 则 G 显 非 交 换 的 ; 今 选 5, 一头 使 (7 
ea) 一 1， 即 o(&,) 一 和， 并 希望 有 休 'a5, 二 a"1(j <d), 为 此 就 应 有 ecj” 一 
0 一 jmodd)， 于 是 当 4d 9 时 ,由 
于 57 都 小 于 4 一 9, 当然 都 与 4 互 素 ; 因 之 确 刘 适合 =i(modd = 9) 之 
是 存在 的 。 可 是 当 4d = 有时， 则 1 2)…，47 一 1 这 4 一 1 个 数 得 分 成 两 
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组 (i) 与 9 互 素 的 数 为 -- 组 ; (ii) 9 之 倍数 之 集合 (如 gs 2 (9 一 1) 
4) 为 一 组 。 如 果 呈 7 为 {i) 组 中 任 二 数 时 ， 满 足 zx=j (modd 一 0) 之 : 
确 存在 且 有 (*，2z) 一 1; 如 打 zi， 7 艾 为 (i) 组 中 之 数 时 。 也 易 知 满足 i 三 
ji(modd 一 8) 之 * 是 存在 的 并 与 4 互 素 ; 但 i, 7 分 别 在 (i,(ii) 组 内 各 取 一 
值 时 ， 则 适合 (:， 4) = 1 之 * 就 不 再 满足 关系 式 #=j (modd 一 全) 了 .这 
就 证 明了 下 面 的 重要 结论 : 
0) 当 ?|(p 一 1 而 914 一 1) 时 ， 则 上 阶 循环 群 4 被 7 阶 循 环 群 之 
非 交换 扩张 只 有 一 个 :是 : 
Go= {0,8}, of=1= 6, hieh= a 了 (a 为 模 p 的 一 个 原 根 ); 
QT) 当 g*](p 一 1) 时 , 则 p 阶 循环 群 4 被 也 阶 循环 群 的 非 交 换 扩 张 有 
两 个 ,它们 的 构造 是 : 


ly G 一 {fey, bo 一 1 一 6 be 一 4 和) 


与 

< Ga fob ml or, bah 一 0 本 
但 e 为 模 z 的 一 个 原 根 . 

(二 ) 8 一 {4}x{e} 为 q* 阶 的 初等 交换 群 . 

这 时 ,GG = 4B 二 {a,b cj 一 到 一 c 一 1 一 [5， cl], bab = 4", 
criac 一 27, 丽 0, rE€EA(A) 且 有 0 二 1= 9，。 由 于 A(4) 是 ?一 1 阶 循环 
群 , 而 41(? 一 1), 故 0 可 能 为 1, 也 可 能 为 阶 等 于 4 的 4 之 自 同 构 。 今 若 
令 a 为 模 p 的 一 原 根 ， 则 模 ?之 既 约 剩余 系 得 由 we a? 三 
1(modp) 表示 之 ， 故 若 0 则 a 一 gc4 一 ao CE 三]IYrnod 庆 )。 92 一 


一 +) 不 得 不 有 t=: 25。 (4 一 1 


(modp—1), !=0 (ma Ls > 


az 一 1)， 即 有 4 个 可 能 性 ;如 ed 
a 二 qa" sar vv， 或 a 
同 理 ,r 也 有 4 个 可 能 性 , 即 本 
8 一 ae ar ,> ，",。 或 a” 
于 是 9、 r 之 组 合 的 可 能 性 有 好 对， 然而 在 二 a = a" 时 ,有 [2,5] 王 1. 
c] = 1， 即 G 是 交换 群 ; 故 这 时 6 是 初等 交换 群 . 
于 是 青 需 研讨 的 是 男 9: 一 1 种 的 组 合 。 但 对 于 这 4: 一 1 种 组 合 中 的 任 
一 种 a" 二 ee ar 二 se (14 上 9; 且 4, 上 中 至 少 有 一 个 关 49) 都 说 明 
了 G 不 是 交换 群 。 车 (X44,9) 二 1 风 肥 上 纪 二 rc EB 后 ,就 有 (0 E 4(4)): 
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rb ee Be OO 


见习 a(Lx+ ye 
各 


dr bigb’ = cb ab ca c= (a = 
故 a = a 的 充 要 条 件 是 ttY1(modp)， 好 (4x + 2)s=0(modp 一 1)， 
或 社 +&=0Cmnodqg), 而 这 同 余 式 显然 有 解 + 使 (+, 9) 二 1, 因 之 o(8) =4 
且 8B8== {6}x{e} = {8}x{c}, 这 说 明了 可 在 8 中 选择 适当 的 生成 元 6, “使 
4 之 自问 构 0, 7 中 有 一 个 为 1《 例 如 a 二 4 之 0' 二 1)， 可 不 损 普遍 性 令 
o= 1., 

于 是 最 后 只 需 研 究 bla6 一 cy，c-lac = a 与 6rtab 一 wy emiac 一 a 
的 异同 [但 (ps 4) 二 1 且 4 采 k(modqg)]。 我们 说 这 二 者 无 本 质 的 差异 .为 
什么 昵 ? 因 若 6 es 一 as cac 一 a 人 (4, 9)=1], 则 有 * 使 4x=1(modg)、 
因 之 (x, 9) 一 1, cec< 一 a 一 ar'， 并 有 B= {5}x{c} 一 人 6 xfcsj， 这 
说 明了 凡 (4, 9g) 二! 的 58715 一 aycrieac 一 a 这 一 种 恒 可 转化 为 57'4b 一 
。 归根 到 底 是 说 明了 另 9: 一 1 种 组 合 在 本 
质 上 没有 差异 ,也 就 是 说 非 交 换 群 5 这 时 的 构造 为 : 
G—= {a,b,c}), 2 一 加 一 cr 一 1 = {1s,c|, seb = as cge = a” 入 
但 为 模 乡 之 一 原 根 。 

于 是 总 括 起 来 得 知 所 求 的 pg* 阶 群 (p，9 都 是 奇 素数 且 9<p2) 在 3 
/人 一 1) 时 有 两 个 ， 在 21(p 一 1 而 4*t(w 一 1) 时 有 四 个 ,但 在 gl(p 一 1) 
时 有 五 个 ,其 构造 见 下 还 . 


一 1 = 机 
Gy Carcera”r 二 


本 


囊 YI 
构造 (定义 关系 》 注 
G = 人 ，are 一 1 ( 纤 环 群 加 
G 一 feet cap 一 5 一 c4 一 上 一 上 的 
pe Cs 六 玖 天) 必 
aa 
Ge, tb bm | 和 攻 
《r 为 模 户 之 一 个 原 根 》 全 
G=t{a,b, ce), alr 二 6b ==1=[s, 所 
3 一 1 己 | 一 
可 = [eB], cac = a [| 
Cr 为 模 ? 之 一 个 原 根 ) | 沂 
二 
G={a,8, a =1= bt, pigp=a al 党 
Cr 为 模 p 之 -- 个 原 根 ) 
$I7 + 


例 2 试 证 阶 为 3P" 的 群 (p 是 大 于 3 之 寒 数 ) 在 34(p 一 1) 时 有 三 个 ,而 
在 3|(# 一 1) 时 则 有 六 个 . 

解 ” 据 西 洛 定 理 , 知 6 只 有 一 个 西 洛 产子 属 4, 到 4 GH o(4) = 六， 
于 是 4 或 为 循环 群 或 为 初等 交 挨 群 ,5 辜 6 为 4 被 3 阶 短 环 群 的 扩张 ， 

(一 ) A4= {a}, ar 一 1. 由 于 (ol(4), 3) = 1, 据 $4 的 定理 3° 知 G 一 
{a6}, 一 工 一 中 00at 一 a 而 有 "==1(modpr)。 因 模 产 的 既 约 剩余 
类 群 ceo 为 阶 pCP*) = PP 一 1) 的 循环 群 ; 丰 从 ra1(mod 产 ) 及 rz 一 
rp 1(modrr) 得 Y=1C(modp"); 但 4 二 (3, Pp 一 人)), 赦 2 = 二 1(34 
(Pp 一 了 时) 或 4 二 3(《31(p 一 1) 时 ); 4 二 1 了 时 有 5 "06 一 sa 是 交换 的 , 故 
6 为 循环 群 ,但 在 4 = 二 3 时 ,三 1(modz) 在 剩余 类 群 Cp?) 中 有 三 个 解 ; 分 别 
为 + 震 1, 或 三 Ee s 但 < 为 模 六 之 一 
原 根 ,在 7? 三 1 《mod) 上 时， 如 同 讨论 4 = 工时 一 样 可 知 G 为 循环 群 ， 但 在 
z 二 六 (mod 久 ) 时 有 -425 一 er, 因而 有 5 一 ai 而 在 re 内 (mod 扩 ) 时 
有 54o6 = erj， 因 而 有 4998 一 oa; 且 G 一 {ey 对 一 {e257} 0(b7) 一 3; 
这 说 明了 ” 王 ri(mod 姑 ) 与 r=ri(modp!) 时 , 群 @ 之 构造 一 样 ， 即 3|(z 一 1) 
时 , G 除 为 循环 群 外 :还 可 能 为 非 交 换 的 ,其 构造 是 : 

G= {sb}, ai 一 1 一 b, bab 二 4', 但 + 关 1 而 "1(madpr), 

(二 ) 人 一 {fa}jxX{6]， 二 一 1 二 {qa, 6]. 仍 握 $4 的 定理 3* 知 
G= {eb c}, a = 6 =1= [es), eae ase bea br MD OE 
A(A) 且 0 二 1。 于 是 令 a" = 二 alp"m, 6 二 40 时 ,就 有 


3 于 z » 
A = ea! 一 a iimimt pmtt tittmstr 
= ceac [a 而 六 


b= 6 = < 一 5c3 一 a tistmt bp timettems, 


故 
玉 十 28npt + nst=1 
六 十 2mmst 十 lms 三 1 
了 (人 十 上 十 mdf 十 是 ) 生 人 人 (33) 
s+ m+) 三 0 
下 分 二 款 (六 十 本 十 吉 s 十 如 半 0(modp), 与 二 0Cmodp)) 来 讨论 ， 
(FFR+ m+ tsO0modp). 
这 时 应 有 区 三 0 三 (modp), 随 而 得 中 二 1 二 Amodp)， 于 是 在 34(p 一 
1) 时 ,只 能 是 i 圭 1 三 :+ (modyp), 说 明了 csc 一 a, eT'be 一 5 故 这 时 G 为 
初等 交换 群 . 但 在 引 (P 一 1) 时 ， 从 站 关 1=9(modp) 得 0 王 所 一 上 一 (一 
六 王 十 天 十 熙 ) 二 (人 一 四 (二天 十 md 十 并 人 modp)y 故 必 有 工人 妥 二 (modr)y 于 


* 3 了 18 。 


pt 1( pi) 
是 或 1! 却 + 三 1(modp), 或 !=!: 二 a 7 (modp), 或 I=:=a (modp), 


有 这 三 种 可 能 (但 « 为 模 P 之 一 原 根 ); 然而 上 三 *t 寺 1《modp) 仍 说 明了 G 
为 初等 交换 的 。 若 为 1=1=0 7 (modp), 网 eV!ar = any ebe = bn{r, = 
二 由 是 令 必 二 中 时 ,有 ciae' 二 和 eb = bt Ho(le’) = ofc) 一 
3 G 二 {ey by cj {ey 6c}， 反之 ;从 cac 二 41， cc 二 8 又 得 cac 一 
8" ,0 be 中 5" 故 不 管 是 3 a (modp) 或 ! 三 ! 二 a (modp), 
对 G 之 构造 无 影响 。 说 明 在 3|(p 一 1) 时 ,G 或 为 初等 交 棉 的 ， 或 为 构造 是 
G= {as ps cj ea 一 厨 一 < 一 1 一 [eey5]，criec 一 grocri5c = 6 但 rr 关 
1 而 二 =ICmodp) 的 非 交 换 群 . 
(i) 2 十 上 十 mag 十 二 0modP)， 


首先 注意 条 件 (ii) 与 

(4) + (ms — 1)=0(modp) (14) 
是 等 价 的 ， 由 (13) 中 第 一 、 二 两 式 相 加 并 利用 (14), 可 得 

(1 + (ms 一 站 二 1Cmodp)， (15) 


由 (14) 与 (15) 易 知 (十)! 三 一 1(modp), 

因 模 z 之 既 约 剩余 系 为 ? 一 1 阶 衢 环 ( 乘 ) 群 ; 故 3tp 一 1) 时 ,由 (1+ 
人 圭一 1(modp) 只 能 是 1! + :三 一 1《modp)。， 但 满足 (13), (14) 的 ， 随 而 满 
足 十 让 (ms 一 要) 二 1(modp) 与 1+! 圭一 1(modyp) 的 一 组 值 i mr :之 
选择 法 很 多 ,但 从 群 构 造 言 是 唯一 的 。 为 此 ， 特 取 i = m= 二 一 1, < 一 1， 
:一 0 而 得 一 群 旦 : 

H={eb, cc d= b= = l= ab], cac = (48)!, cribe 一 Ga 
如 果 能 证 明 有 定义 关系 一 一 全 一 1 一 [a 6] la 一 07 eibm， 
cbe 一 5 二 #5! 的 群 G = {4 5c} 与 日 成 同 构 ; 姐 7m; sf, :满足 (13) 与 
C14)《 随 而 有 (15) 及 + :二 一 上 modp))， 那 末 问 题 就 解决 了 。 

这 只 要 能 在 G 之 子 群 4 二 {4} x {8} 内 可 选 二 元 mo 二 ob! 与 如 一 atb* 
使 如一 {ajxX{5 加 一 carc 一 《ap 全 一 bic 二 就行 了 。 所 以 
间 题 转化 为 能 否 求 得 出 这 样 一 组 值 i, j。 0 大 

假定 已 求 得 mi 一 ci 与 5 二 arbt 合 == 二 (ob) ,的 二 

bce=a 有 旧 4 一 fei x{6}. 于 是 从 (ab) a btRRa=c lar= 
caibie = grittibpmit1f, 不 得 不 有 


+ 39 ” 


人 Tl) + si + 4=0 {mndp), (16) 


mt (t+ 1)i + k=0Unaodp). (17) 

同 理 , 从 计算 “ec 二 a 又 得 
一 # 干 坟 寺 sR 二 DL modp), {18) 
一 ) 十 m 记 十 丽 二 0 (nodp), (19) 


利用 关系 + f 三 一 1(modp) 及 (1 十 让 (ms 一 二 ) 二 1(modp), 易 证 : ?x 
(16) 涉 +sx(17) 式 二 (18) 式 ;mx(16) 式 十 1x(17) 式 =(19) 式 ， 这 说 明 
了 只 需 考 虑 (16) 与 (17), 而 (18) 与 (19) 是 (16) 与 (17) 的 必然 结果 。 但 
4 一 {ej xf 二 {a} x {81} 的 充 要 条 件 是 

i : 7 f 
| 请 大 [=| UF m1) 
= -m+ s+ (ii modp), 

它 显然 有 解 i 与 i, 随 而 4 与 也 存在 [ 因 关 反 = 0(naodp) 政 二 三 
: (maodp) 不 可 能 同时 成 立 , 不 然 就 会 由 中 十 关 十 下 十 max 二 DCmpndp) 产生 了 
3F=0Cmodp)， {三 0《modp)， 此 不 可 .]。 这 就 证 明了 在 (ii) 款 时 凡 适 合 
1 了 + 二 一 1(modp) 之 群 是 唯一 的 ,其 构造 可 表 为 

G= {a,b,c}, = = = ={0,8}, ciac = (98) elbe = ag, 

至 于 在 3](# 一 1) 时 , 确 有 ++ * 的 三 个 值 ( 模 让 使 (+1)’= 
一 1(modp) 成 立 ， 其 中 一 为 ! + :三 一 1 (modp)， 另 二 个 可 号 为 上 二 t= 


一 nmoap) 与 It 一 ri(modp)。 但 new (modp)。« 为 模 记 的 一 原 根 . 
于 是 再 利用 (15) 得 到 : 


i+t 二 一 1 {+ tr 
}mosp), 或 ‘Omedp), 
ts 一 天 三 一 上 ms 一 l=—r! 
! 十 # 三 一 好 
Vomodp), 
ms 一 天 三 一 六 
这 三 个 可 能 . 


在 1+ +! 三 一 1(modp) 时 , 完全 如 上 所 述 -- 样 可 知 G 的 构造 得 表 号 为 
G={s,b,c}, = = =1= [4,6], crac = (eb) ,ebe = 4, 
庸 重复 。 故 需 讨 论 的 是 + :三 一 rz《modp) 与 ?十 上 -ri(modp) 这 二 款 . 

然而 在 i+t 三 一 {modp) 时 ,有 GG-= {ay bcd 二 妇 一 c 一 | 一 [ec， 
SB] rc = ar = qipm, eibe = br = ab! ,ITE A(A)s A= {a}x {Bb},0 =1 
中 站 十 下 十 mx 十 下 =0(modp)] 时 的 1 十 1 二 一 (modp), 由 于 令 c= 二 r? 后 ， 
有 oc)=3 有 BG= {a, b,c} = {es %, < 小， 并 有 
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一 上 He3 一 qr tmspm ttt) 一 本 而， 
CTIBel = ebe: = gitOpmite = gibi, 
但 == 十 fH 三 (i 十 中 三 si 十 人 1 二 ps 十 fF(modp); 再 经 过 计 
算得 
+t ms 44m + Bm 十 2ms 
三 (FPF + Rt 
+ I) 十 3m es m+rol+t 3ms) 
=0(modp), 
与 
ms ri(modp); 

且 反 之 ? 当 工 十 t 三 一 ?iCmodp) 时 ;又 有 十 三 一 《modP)。 总 之 ， 这 说 明 
了 在 所 十 站 十 mx 十 下 三 OKmodp) 时 > 十 和 一 rrmnodb) 与 1 十 f= 一 ri(modp) 
对 群 之 构造 无 影响 ,也 是 说 这 二 者 可 互相 转化 . 因而 下 面 只 需 讨 论 1+ 7 寺 
一 《modp) 就 行 了 (当然 严 十 下 十 rs 二 二 0(modp))。 

今后 的 任务 是 要 证 明 适 合 i 十 1 和 一 rtmodp) 与 严 十 下 十 mx 十 天 于 
nmodp) 之 群 的 构造 是 唯一 的 。 为 此 ， 特 取 适 合 忆 十 在 十 mx 十 关 反 0(modp) 
及 1+! 与 一 (modp) 的 一 组 特殊 值 ! 一 一 ro 六 一 一 后 和 一 1 一 0 之 群 
Hs MH ={es bs ca = bm ct ml = a, 5b], eae — qib rt, eibesm 
“。 并 设 上 是 这 类 型 的 一 群 , 即 
G 一 {eypycj = = 1 = [eb)], cac = ib", cibe = eh:, 
但 六 十 本 十 ?十 站 二 (modp) 及 1+ 1 三 一 r.(modp)， 若 在 避 内 能 找 凡 二 
元 a 二 aibi, 6b 二 64 使 4 一 fa}x{b} 二 {0} x {By eae = arribrri, 
cbe = 9, 那 末 G8,, 问题 就 解决 了 。 今 设 4 与 引 已 找到 ,就 有 


a = aritripe=t+t, 
= 


rb 一 rr 
(coc)iCe the) = grttskpmstik, 
-bc = { 
a = aibi, 
由 是 得 知 
(T+r)i+sii+ rh 三 0 (modp), (20) 
(+rn)i +rik=0 (modp), (21) 
f Ih sR=0 Cmodp), 《22) 
i 一 1 一 城 三 0 (modp). (C23) 


利用 了 二 +t 二 一 7 及 mr 一 上 = 一 ri(modp) 可 知 (22) 与 (23) 的 和解 i, 7 5 大 


* 32t * 


OO 


即 为 (20) 与 (21) 的 解 ;因为 刀 十 mm)x(22) 式 +zxK23) 式 一 (20) 式 ， 又 
mxX(22) 式 上 (十 mxX(23) 式 一 (21) 式 。 故 只 需 解 (22) 与 (23) 册 可 . 
但 4 二 {0} x {5} 二 {41} x {51} 的 充 费 条 件 是 
sR mT 

1， 为 大 le [> 天 
它 显然 是 有 解 的 (理由 是 浴 雪 ff 本 0 及! 到 1 (modyp) 不 可 能 同时 成 立 , 已 如 
上 述 )。 这 说 明了 这 种 类 型 的 群 < 都 与 已 同 构 。 故 在 31(p 一 1) 时 , 除 H 外 ， 
尚 有 五, 之 可 能 。 于 是 最 后 若 能 证 明 太守 则 知 31(p 一 1) 时 与 3 一 1) 
时 的 情况 确 属 相 抠 (前 者 这 时 群 之 型 有 二 ， 五 与 豆 , 为 代表 ,而 后 者 之 型 只 一 
即 为 殖 ). 

事实 上 ; HH 一 4+ Ac+ de, 4 一 {feyx{15y， 2 一 天 一 1 一 [ee，5， 
一 1，cree = (ob)-…，c-'ie = a。 容易 验证 陪 集 4 与 陪 集 4c? 中 的 元 
aibie 与 sibie* 之 阶 都 等 于 3， 故 刀 中 阶 3 之 元 共有 2 个， 但 HH 一 4+ 
十 ez =1, eic =arb'!, cibe = a, 陪 集 4 中 元 safe 具 性 质 


(aiBie) etD0mro20300 不必 全 为 单位 元 , 即 Ae 中 的 元 有 阶 为 3 
的 ,也 就 是 说 万, 中 阶 3 之 元 的 个 数 少 于 2， 因 之 三 与 ;不同 构 . 
总 括 上 述 , 得 知 3p* 阶 群 (p 为 大 于 3 之 索 数 ) 在 34( 一 1) 时 有 3 个 ,而 
在 3|(p 一 1) 时 有 56 个 。 它 们 的 构造 见 下 表 。 
表 Yl 


= 一 oj + (1 — AEEOCmodp), 


构造 (定义 关系 ) 
0 = {9 中， 一 上 《循环 群 》 
人 rp 一 5 一 人 一 工 
m fa, bl 呈 [a, 7] = [6, ec] 
(初等 交换 群 ) 


G= {a, b,c¢}, eo=b?=—=e =1 = [4,6] 


3z 跻 群 C ciac = ab)!, cbpc—=# 
PP>3 
7 和 二 数 ) G = {a,b}), a 一 1 一 中 biab = a, 

但 r 才 1, 而 7 三 ICmodp’) 

一 一 || 只 有 在 3| 

G= {a,b, ec}, afr=b? = =1= [4,6b], (p—1) 时 ， 

criac = ar, cpc 一 到 i 

但 f 尝 1 而 + (modp) 也 二 i 

I0. 


好 一 人 ah 一 8 一 c 一 1 一 [cz]， 
6 一 ab, c-ibc= 4a 


得 了 奈 1 而 宕 1Cmodp) 


°° $22 a 


有 了 例 1 关于 pq’ 阶 (493 都 是 奇 素数 且 9<#) 群 之 构造 ， 也 不 难 决 定 
2pg” 阶 (q<p) 群 之 构造 ?也 就 是 下 面 的 
个 ,在 41(p 一 上 而 et( 一 1) 时 有 十 六 个 ， 但 在 到 |(p 一 1) 时 有 十 八 个 ， 
并 决 定 它们 的 构造 . 

解 ” 据 第 二 章 $1 的 问题 10， 知 2p4' 阶 群 G 有 一 个 阶 pg” 的 正规 于 群 
4 即 4<16, 日 0o(4) = pg。 于 是 4 之 构造 有 二 在 9fz 一 1) 时 ;或 有 四 在 
?|(P 一 1 而 of 一 1)》 时, 或 有 五 在 x7|(z 一 1 时 ， 详 载 于 例 ! 中 的 表 
VI。 今 分 别 讨论 于 下 。 

〈D 人 = {9}, or 一 1 

这 时 ，c 为 pg? 阶 循环 群 4 被 2 阶 循环 群 之 扩张 ， 故 6G 一 {4, 8}, arr 一 
i = ,bab = or, 出 人 二 1(modpq?)， 因 7 二 1(modyp) 及 下 圭 1(modg:) 各 
有 二 根 + 二 士 I(modp) 及 r 宇 士 I(modq*), 故 ”=1(modpq*) 有 四 个 根 。 为 
r 坟 1, 一 1 cs 一 a(modp49*), 但 «二 1(modg’?) 及 去 一 1 《modyp)， 因 而 得 
到 了 G 之 四 个 不 同 的 构造 ,分 别 是 : 

(0): G 一 {a 人 ore 一 1 一 下 hab 一 a; 这 时 G 为 循环 的 ，G = 
{o5}, 干脆 写 为 G 一 {a}, are 一 了 

(1): G= {a 6b}, oft = 1 = bh, bah = eis 

(1): G 一 {a 6), a = 1 = 67, bab = ar; 

(1): Go= {49 5}, om = 1 = 6 bigb 一 ar 
但 ”二 1 (nodg'), rr 志 一 1 (modp). 

再 计算 各 个 群 中 元 素 的 阶 可 知 (0)。(D)。(0》。(r) 互 不 同 构 ( 见 表 Vi). 

(1) A {a be me 如一 co 一 一 [ay6]= [a,e] = [b,cl. 

这 时 ,6G = 一 {6 上， 53 8}， 除 54959: 同 关 系 外 尚 有 8*: = 二 1， ging 一 4”y 
g bg = bg ge TEAA) 有 T= 1 因 4 中 阶 ? 之 元 为 且 仅 为 < 
形 , (5 Pp) 二 13 故 必 有 ?一 ri 因 之 “一 <” = c 个 ， 产 二 1(modp), 不 得 不 
有 i 三 1(modp) 或 主 三 一 1I(modp)。 又 因 4 中 阶 2 之 元 为 a<27 形 ， 故 从 
{0}x{2} 二 {0"}X16"} 得 a 二 a"61, br 一 00 后 应 有 


上 | 闫 0 (modg). 


于是， 一 ”一 (4) (0) eto, 8 一 6 一 (or)i(b)， 一 


+ + 
ast ?py tir, 破 


» 3234 


«+ £8=1 

7 + 68=1 

A(g 十 1)=0 

Se 1+ 7)0 

从 前 二 式 叉 得 (x 十 7)(& 一 7) 二 0(modg), 帮 4 十 ?与 «一 了 中 至 少 有 一 个 
被 ? 整除 . 

(一 ) 先 设 4 + 7 关 0(modg). 

这 时 , 应 有 6 三 0 三 5lmodg) 及 a 三 77 对 0 (modg)， 且 声优 过 
Imod4a)， 歼 了 三 & 王 士 1 Lmodg); 再 与 : 三 士 1 (modz) 合并 , 得 下 列 四 个 
类 型 : 

(I1): G= {0, 5ycygl gg = 4 g 558 一 问 gg=¢} 

{1 G= {rs by cop} 8 ag — 4, g bg = bi, g cg es 

(LL): Go= {dB5, ci 8}, 8 M8 = 60, 258 = b, gicg = ec!: 

(I): G= {a bc, gE} gadg = 0 8 bg mb gcg = es 
但 每 类 型 中 的 二 2 二 必 一 1 一 2 一 [ss6]=Ls, <] = [sc]. 

再 计算 各 群 中 元 素 的 险 ， 可 知 它们 互 不 阿 构 ， 且 均 与 (1)，(1)，(1s)， 
(4) 也 互 不 同 构 , 详 见 表 YIL. 

(二 ) 再 设 d + 9 二 (modg), 

这 时 特 取 = 三 0 三 7(modg) 来 考查 就 可 以 了 ， 因 为 凡 满 是 x+? 直 
0 《modg) 的 情况 忆 可 转化 为 « 二 0 三 7 (moda), 可 证 于 下 : 

事实 上 ， 因 8 eag = erbf，g 58 二 aib"、 我 们 希望 能 找到 a = ob’， 


yy 
5 二 ab' 使 |” ”| 闫 0 Cmodq), 着 然 ,就 和 6 = foo 5 9， 且 一 如 一 


(modg), 


Pg [es 5,] ws [ay c] [如 ac]， 共和 希望 gE mg = b> gE bg 一 #1 
如 果 这 样 的 xy y* xs 能 找 着 ,应 有 
下 = 五 站 -3 gabre Ee qttypdxtsy, 


mb = ge 2 tbg = piabtg = wr tispestuty 


故 

ox 十 占 7 兰 > of + Ctx 

i | (modg) 及 > dd). 
但 由 前 二 式 可 推 知 : 


as + t=(0 +4 EB8)x + lo + 9Ny=x(mody), 
Bs 十 入 三 BC 十 7Jz (7 + HSB)y=y(modg), 


站 。 


即 为 后 一 式 。 因 之 只 需 解 前 二 式 
axr 十 省 y 了 modg), 


Br 十 ny 二 i{ mondq); 


由 是 可 知 使 
"| Sy 四 Bx 一 2ezy — &y:O0(madg)} 
5 1 or+ yy Br+ ny 


成 立 的 *。y 确 存在 : 事实 上 , 由 | ‘| #0 Cmodg) 可 知 当 a = 0 (modg) 


时 应 有 BE 关 0(modg), 因而 使 8x* 一 6y* 半 0Lmodg) 的 x，y 之 存在 勿 疑 ;至 于 
当 a 半 0 (modg) 时 应 有 : 

i) 或 8 二 5 三 0(Cmodg), 这 时 可 取 王 一 ?一 上 1 

ii) 或 6 天 0, 5=0(modq)， 这 时 取 * 一 1 后 再 取 ? 使 天 2wy(modej ; 

证 ) 或 8 三 0;5 关 0(modg), 这 时 取 y = 1 而 再 取 = 使 2ax 关 一 6(mod4)， 

iv) 或 卫 关 0(modg)，、 这 时 取 y = 0 而 再 取 * 司 Bx' 关 0(modg)， 

总 之 :在 < 十 7 二 0 《modg) 时 , 我们 可 适当 地 远 取 4 与 5 二 元 , 不 仅 能 
令 w = 0 三 (modg)s 而 且 还 可 令 B = 1 = &《modg)， 故 再 与 1 = 
土 1 (modp) 合并 ,得 知 又 有 二 型 ， 

(Hse): G= {lay by cs #8), eg — bs gbg— 4 Ricg 一 < 

(eo): OG = {4 b,c, f}, Eo = bg be=a, gcg—=e!; 
其 中 每 型 内 a? 一 6 一 履 一 1 一 g* 一 [e251]= [esc] = [#, <]. 

再 计算 每 型 中 元 的 阶 ， 可 知 i ) 与 (6) 五 异 ， 月 均 与 (1) 一 (4) 及 
《Il ) 一 (HL4) 都 互 异 , 详 见 表 VUI。 

当 gt(z 一 1) 时， 由 于 gq? 阶 群 只 能 是 上 述 的 (0 与 UD 中 的 4 故 知 
2p49? 阶 洛 6 有 十 个 ; 即 上 述 的 (0 一 人 10 与 (一 (116). 

下 面 再 讨论 9|(P 一 1) 的 场合 。 这 时 ,除了 CG (2gq? 阶 群 ) 为 《1,) 一 (4) 
与 (1) 一 (116) 这 十 种 以 外 ,由 于 G 是 pq 群 4 被 2 阶 群 之 扩张 ,而 4 还 可 能 
为 表 YI 中 的 QD， (IYV)、(V), 玖 尚 需 对 宸 VI 中 的 C0), (IV),《V) 分 别 给 
以 探索 . 

(I) AA= {a, By op 一 工 一 be biab =a 二 ”fr 为 模 Pp 之 一 原 根 ). 

这 时 ,6G 二 {a,b 8} 2 二 1l, 8g 48 一 0 8g be=b, 人 一 1 ot 
A( 4) 


我 们 先 并 清楚 pq* 阶 群 4 的 性 质 。 由 695 一 a 易 知 bab-' 一 
. 325 雪 


EC 
如 吕 


， 于 是 归纳 地 可 证 


3f 时 -1 和 (有 1] {ig LHP~1) 
x[ :+r 和 十 … 填 一 一 2 


(ed) = a Hey 


或 


《和 一 (8 一 {p—1) 
Chra*) By 对 :tt 了 tr TP 7 lL ] 


因而 4 中 阶 8: 之 元 为 且 仅 为 er 形 , 但 (ys 4) = 1 而 x 任意 ， 其 个 数 等 于 
pg(3 一 1); 又 有 4 中 阶 六 之 元 为 且 内 为 人 * 形 ,但 (x8) 一 1, 因 之 其 个 数 等 于 
一 1; 4 中 阶 9 之 元 为 且 仅 为 如 形 ， 但 zl 4 和 y; 即 为 64 形 ， 其 中 (4， 
9) = 一 1。 改 其 个 数 为 ? 一 1; 最 后 ,4 中 阶 pg 之 元 为 且 仅 为 "far 形 ， 其 中 
(4, 9) 一 1 及 (:, 8) = 1, 故 其 个 数 等 于 (2 一 1)(4 一 1)。 

由 是 可 令 g :ag 一 (aspb) 一 1 及 g'bg 一 ba, (tq9) 一 1, 故 从 
于 一 上 得 一 gg 一 ,5 二 (gbg)'(g iag) 二 6'al， 不 得 不 有 人 = 
1(modp)， 三 1(modg*), 即 x 寺 土 1 《modp), zt 圭 十 1 (modq’), 故 有 : 


一 上 = —I po = ck Do 
(3) g ug a ei { [3 3 (ii 必 ap 得 
g bg = ba', 2 bg = ba gk !bg = ba', 
一 和 a 
(iv) 人 机 
008 = a, 
7 待定 . 
在 (时 ,利用 一 1, 得 5 一 g'(5er)g 一 ber or， 散 1 = 0 (modp); 
ss -站 一 
在 (i) 时 得 5 二 g-'(5-'a)g 一 abar 二 Ba" -9 仍 得 :二 0 (modp); 
—2t1+r -一 1 ) 


在 (iv) 时 可 同样 得 知 占 一 (85 Tg)(g ang) = a ba = ba ,也 
有 :二 0 (modp); 但 在 (六) 时 , 若 取 =5o* 代替 5( 即 of 一 人 2 一 


一 二 


2 = 3 3 A= {4 Bi} GG 一 {e518})s 可 知 gibig== (gb8). 
(gap)" 一 ba 一身 一 au 的 充 要 条 件 是 2x==s:{modp)， 这 就 说 明了 可 
选取 适当 的 阶 9 之 元 5 使 仍 有 :二 0《modp)。 总 之 , 我 们 只 有 四 种 类 型 的 
G, 如 : 


(IUDP): G= {ry by 8，k ee 一 4 有 28 = b; 


(119); G= {eb, 8}> 8 ag = as BOE 一 
(UN?): G= {a, by g}, g dg =a !'y ££ bg = b; 
(19);: GS= {0 by 28}, 8 48 = 4 2 
r Pl ES 
而 每 型 中 均 有 一 2 二 1 二 下 6714b a 5 《7 为 模 # 的 一 原 根 ). 


= 326 。 


re EE Tr a 


但 颇 指出 的 是 ; 由 biagh 一 性 二 也 应 有 {br)-tarbs a nr 


. - r ?~ 
热 而 在 G9) 型 时 。(86 -ar8e 一 [ar) 一 ybab a 了 ， 故 505-! 一 
tp—ty 这 ae | ~ 
biab, bg a gy MN a Tar 7 a (modp), ASP)» 
q 


po~1 
村 


0Cmodp 一 1), 912, 非 所 许 . 同 理 , 在 (9) 型 时 ,由 (如 ) -ec 一 (o) 
p Pp—i 


得 be- 一 sa 即 zab-: 一 a 7 , 故 也 推出 2 sa 0(modg) 这 个 非 所 
许 的 现象 。 这 说 明了 (tr9?) 型 与 (119) 型 不 可 能 发 生 。 故 只 能 是 (1119) 与 
(9), 也 就 是 说 这 时 G 之 构造 仅 二 ,为 : 


Pi 
(nN): G= {a bg} w= = p=1, bab=a 4 ,gag = 


ty g pp = 5; 
?一 ! 
(la): G= {e868, 8}s of 一 4 =- 8z 一 1, bg6 = a ,Fag 一 
Ga 一 gbg 一 EH 


但 + 为 模 # 之 一 原 根 . 
(IV} A = tai b, cl, w= =o =i= [8, c={fa,bl, ca 


a ; 但 7 为 模 p 之 一 原 根 ， 
4 中 每 元 得 唯一 地 表 写 为 eb3c* 形 (0<x<p 一 1) 0<y, +z<q 一 1)， 
县 归纳 地 可 证 


(azxpxc7 )m mm 人 


因而 其 中 阶 4 之 元 或 为 > 三 0 (moda) 因 之 必 有 * = 0 (modp) 但 ?可 任意 ， 
或 为 (** 49) == 1 因 之 * 与 ?可 任意 ; 故 其 个 数 等 于 mg(a 一 1) + (9 一 1) 一 
(pq 十 1)(4 一 1)。 又 知 阶 娟 之 元 为 人 形 ，(?; p) 一 1, 其 个 数 等 于 p 一 1. 
但 阶 pq 之 元 为 wa 形 ，(zb) 一 1 与 (>，9) = 1， 故 其 个 数 等 于 
(Pp — 1)(4—1), 

因 G 为 4 被 2 阶 群 之 扩张 ， 故 6 一 {ey 5 cs zj， 沿 有 关系 式 太一 1 
giag = a = 0, (typ)=1, 8 bg = 6 = oh, gp = 0" = Bn, 


0€ A(A), 0: 一 1， 利用 a6" = brar 得 知 z 三 0(modgq), 芍 2"'b8 一 6 二 57， 


(y， 9) = 1; 于 是 再 由 (crane 一 (ar) 了 得 cision 一 信和， 即 


(4 一 LICP 一 11 (Cm) TAI) Pt) 
[te HY te 0] ,goon, 


r=! 
* 


tp—1} 
ir EL 47 ?= 


4 一 4, 不 得 厅 有 二 1(modg)， 因 之 gricg 一 ce 一 abnic, 
再 利用 0* = 1 可 推 知 六 二 1(mody) 及 y' 三 1( modg)， 故 
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ec 一 co 一 (Car rt be Ye 二 axitiprt rt ye, 
得 x 十)=0Cmodp), yy 十 日 二 0(mod9z)。 由 于 了 二 十 1 (modp) 及 
7 三 土 1 (molg), 故 组 配 之 得 下 面 四 个 可 能 : 


£8 ag 一 a, g df =— 4, 
(1) | 一 五 (ii) dg bg 一 23 
Teg = es Tlicg = brics 


fag = 2 ts giag = 2 
(i) sg 'bg = 6, {ly) 4g bg 一 
g cg = Aic; Eicg = gbne, 


但 在 〈ii) 款 时 , 取 “ 一 6rc 代替 < (但 上 为 =28moda) 之 解 ) 在 (iii) 
款 时 , 取 c, 一 a'c 代替 =- (! 为 ,三 24(modp) 之 解 ); 在 (ir) 款 时 , 取 ci 一 apre 
代替 c (s, :为 分 别 适合 x, 三 25(modp); 六 三 24(modg) 之 解 ), 都 有 ee 一 
A， 这 说 明 (i) 一 (iy) 款 中 都 可 适当 地 选 < 使 cg 一 =- 

于 是 :总 括 之 ,得 CE 之 移 造 有 四 : 

(IV,): G= {es bs cs 8}, Sg ag = a 2 一 5 eg cg 一 

{Vs): GS= {4,6 ci 8 FE ag = oa) € bg bl, Ege 

(Vi): G= {a, b,c, 8}s 8 ag 一 和 8 bE = 6 Ricg 一 < 

(Vi): CG = {a, b,c, 8}, ER ag 一 4 fb = gg es 


Pi 


但 每 型 中 二 上 二 A 二 一 1 二 [eb] = 二 [5c], cee 一 a 9 ， + 为 
模 ? 之 一 原 根 . 

它们 互 不 同 构 ， 且 均 与 《0 一 (T)， (一 04)， 《IT )， CIII,) 也 互 木 同 
构 , 可 由 计算 每 型 中 元 之 阶 得 知 , 详 见 表 YH, 

当 91(p 一 上) 而 89HP 一 1) 时 ,由 于 p9? 阶 群 只 能 是 上 述 的 (1) 一 (1Y) 
中 的 4, 故 知 这 时 2pq? 阶 群 G 有 十 六 个 , 即 表 YU 中 的 《1 一 (4)，(IL) 一 
CHe), (II (U1) R OV (IV,). 

最 后 ,来 讨论 #1(p 一 1 的 情况 。， 这 时 ，2p4 阶 群 6 除 了 上 述 的 十 六 个 
雇 外 ,还 可 能 是 表 VI 中 VY 型 之 09" 阶 群 被 2 阶 群 之 扩张 。 


(V) A={a,b}),or=1=b, ps (r 为 模 Pp 之 一 原 
根 ). 

6 是 这 个 4 被 2 阶 群 之 扩张 ， 故 8 = {a, 5, 8}、 其 中 除 "三 间 的 关系 
外 疯 有 外 一 1 8 og ag bg 一 ba9€ A(A), M0 =1. 
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4 之 每 元 得 唯一 地 表 写 为 wbr 或 bo 形 ，0<x<p 一 1 0 一 1 
xy -一 
了 » 
县 有 567 = Bra ” ”， 因 而 归纳 地 可 证 
ytp—1) [itr 了 Up 一 !y 4 AS 
(FB) br rg” 和 人 4 


由 是 可 知 4 中 阶 z 之 元 为 * 形 ， 但 《x,p) = !， 因而 4 共有 一 1 个 阶 p 
之 元 。 又 4 中 阶 4 之 元 为 re 妇 形 ;但 (y, 4') 一 9g，* 任意 , 故 阶 4 之 元 共有 
b(49 一 1 个。 然 4 中 阶 之 元 为 6r 形 ,(y，4) 一 1 及 x 任意， 故 共有 
Pq(a 一 1) 个 , 

于 是 , gag 一 ar 一 ai (fp 二 1， 套 4 二 a 二 qi, 2 二 1(modp)， 
i 本 十 1(modp). 又 因 g bg 一 52 一 ax? (ys9) 二 1, 政 从 (587)-iarb” 一 


一 ! pl 2 ?一 1 y(tPoiy 
(0) A 得 bib? = 2 0 > 即 全 人 = 和 » 玉 和 | 
pie 1 
i 和 {modp ), 2 = 之 一 L (modp 一 I)， 因 之 y 三 1 (mode!)、。 即 


gbg = 6 = oz a , = i 一 20+0x5 得 (# 十 
1)x=0(modp); 故 三 1(modp》 时 必 有 = 三 0(modp)， 即 gog 二 4， 
gbg 一 ;但 在 i 三 一 1 (modp) 时 知 * 可 任意 ; 昌 是 这 样 ; 然 而 着 取 5 二 45 
代替 占 时 (: 满足 2: 王 *(modp))， 则 有 ge 一 (ging)'(g-bg)F ae 一 
mr 地 一 ob 二 1, 说 明了 仍 可 限制 为 < = 0 (modp)， 故 知 这 时 GG 有 二 型 : 


pi . 
(Vi): Ge= {a6, g}, d= 一 8 一 ly Bab = a sy az8 一 ay 
8 bg 一 


此 一 1 

(Vi): G 一 {feybypgj，o 一 5 一 中 1515 一 人 ,gigsg= 
a',g 28 一 2 
但 + 为 模 # 的 一 原 根 ， 

再 计算 元 素 的 阶 ( 详 见 表 YH) 可知 (V1) 型 与 (Vz) 禾 互 不 同 煌 ; 且 都 和 
《ID) 一 (4 )， 《Hi 一 (Is)， (C11, ), (HI12), (LIV: 7 一 (TIV4) 不 同 构 。 

总 之 ;在 |(p 一 1) 时 , 2pq? 阶 群 就 有 十 八 个 ; 即 表 VII 中 的 01) 一 (1,) 
型 , 《ao) 一 (Is) 型 (00 一 (1 型 (IVU 一 (IVs) 型 ,及 《V， 型 . 

至 此 , 例 3 完全 获得 解决 。 它们 的 构造 见 玫 1X, 

再 由 例 2, 可 决定 2.3y7 二 6p’ 阶 形 之 构造 。 而 有 下 面 的 

例 4 设 * 基 异世 3 之 奇 素 数 ， 则 党 34 一 D) 时 ，2.377 一 om 阶 群 
有 13 个 。 


人 


后 (1 一 D485 呈 


可 (TT 一 2204 乐 


~ 
U 


hr wh 


(d>5 百 : 雁 
当 学 多 日 5 ‘9) 


挫 册 ,bd2 


7 一 87-38 ‘p= 398 ‘gq= Hp {Fs gn} = 
[9 9] m {4 «9] 1-? = 73 -9 一 39-3 (p= Ho 3 {F239 vy}=D Hr 

-7 一 802-3 ‘qg= B39-8 ‘y= Hp 3 {7 9 ‘p=D +1T 
2 8 “9 一 39-38 pm Sp 3 {F879 n=) rT 


t= {182]=[3'9] = {11] {291)=5 IT 


“dpbow) I 一 三 : ,一 9p -9 “一 [一 :5d“ 人 9 一 人 "i 


‘Cbpowm) 1 三 1 寺 m9 9 =1= pt {992} = 0 1T 


| 
La 一 qz 9 59 一 1 一 ,sd 4519 ‘»} Es] 1 
(起 好 崭 )》 1 二 ,wer? '{7}=5 IE 


《小 尖 XX 字 ) 办 人 饰 


"330% 


HKT 一 4 刘 喇 扶 


《I 一 2 兵 . 


进 次 一空 了 澄 其 + 
ee 这 一 32t-2 
It 


1 二 导 二 ,p49 二 av 


侨 到 一 之 4d 谢 多 : 


诽 语 一 之 4 也 多 


1 
»_ 7 In 
1 一 下 


4 一 39 -3 -pn 一 3n 3 ‘{3 49 一 了 


9 一 343 ‘p= 83903 39 一 了 
2 一 3 了 7-8 -9 一 39 -37 -0 一 30i -95545249 堆 一 了 


2 一 823 52 一 39) 3 ‘v= via 63 52 49 ‘py 一 避 


7 一 82ir3 -2 一 39 3 各 一 5-3 ‘(3949 = 


2 一 了-3 09 一 39-3 ip 一 ?pi-3 {F329 5 一品 


4 = 39 了 “1-z 一 Bp? “{23 ‘g ‘z} 二 号 


4 = 9 8 ‘p= B03 ff‘'9 v= 


7 33 ‘p= B93 ‘4 = Fr-3 ‘{28 1 “人 ‘p} = 


“AT 


AT 


。 $33 。 


解 设 "(G) = 2，3p* 一 6p*。 据 第 二 章 $1 问 题 10 知 G 有 阶 为 3p? 的 
正规 子 群 4, 即 4 <1G 且 of) = 3p*; 因 之 [6:4] 一 2， 故 从 3 一 [I) 得 
知 4 只 能 是 表 VII 中 的 型 (D; (3), (11D。 分 别 研究 于 下 . 

(1) A= {2}, wr = 1, 

因 G 为 4 被 2 阶 群 之 扩张 ,G 必 和 阶 2 之 元 5 且 显 然 帮 A 履 C 一 人 + 
Ab 一 fa by a = 1 一天， 一人、 天 二 [fmod3p2)， 人 但 "二 1(mvd3) 
与 "二 1{modp:) 各 有 二 根 * 三 士 上 (mnod3) 与 7 二 十 1 (mamilp!),， 故 ?二 
1(mod3p?) 有 四 根 ,为 "二 1， 一 1, a， 一 «(mod3p*)， 其 中 2 二 1(mod3) 且 
w=— 1 (modp’), 

当 + 三 1 (mod3p?) 时 ,67a6 二 4, 交换 ;这 时 CG 必 为 循环 的 ,得 表 写 为 

(DL): G= {0), er = a 一 上 

除 (1) 型 外 ,rr 三 一 1, g， 一 gCmod3p*) 又 分 别 得 到 另 三 个 型 ， 均 为 非 交 
换 的 * 即 

(1): G= {0 6 0 并 一 于 266 一 

(1): G= {a 5}, tr m1 =6, ba 一 av 

1) G= {a6), MF = 1 = 8, bab = a"; 

但 a 寺 1 (mod3) 且 ee 三 一 1 (modp’). 

(1) A={a, b,c oo=b=0 =1= 1a,b]= [a,e]= [8,c]. 

这 时 , 设 8 为 6 中 阶 ?2 之 元 则 6G = 4 + 4g 二 {4, 8,c, 2}, 且 除 4, 5， 
c 间 关 系 外 尚 有 8 二 1， gag = oy gb = br, gicg 二 cr, GEA(A) 及 
0 一 4、 因 4 中 阶 # 之 元 为 we 妇 形 ， 阶 3 之 元 为 形 ，(i，3)= 二 1, 故 


« 8 i 
gf 'ag = 0" = a bt, pibg = 6 = tb', | E | 兰 0 (modp)sg cg=e =ei. 
7 


利用 o: = 1 工 可 知 * 一 ca” 一 ci 故 2=1fmod3)。: 三 士 】 《mod3)。 并 


4 = 0 一 (ac88)” = (abe)r (Catbr)s 一 a tetpetetr), 


及 b=b = (ab) = (arbt Yt(arhr)n 一 atlotnpy tes, 
得 二 二 三 1 
7 二 B86=1 {mvdp ), 


B(c + 7) 三 08} 
六 之 0=o 一 字 一 (gD)(e 一 9)(modp)， 歼 或 a 十 7 了 =0Cmodp) 或 a 
一 7 了 三 0(modp), 二 者 必 一 . 
一 》x 十 9 半 9modp)， 这 时 必 有 PB 二 0 址 6 (modp), 因而 =?7 关 
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0 (modp)， 故 erag 二 a 一 加 gg 二 br = &*， 青 利用 0 二 1 知 人 三 
1(modp)， 即 a 二 十 1《modp》， 二 是 再 与 ;去 士 1《nod3) 合并 ,得 知 G 有 四 
个 型 , 即 

《ID )。， 台 :一 fei2ro8 8 ‘dg 一 4 8 bg — bh, g cg 一 < 

(12): G= {a,b,c, 8}, 8 ‘48 一 4 g bg =b ,gcg cs 


(13): G= {a by cy gj kK ag = os 8 bg = by 8 cg = es 


(I): OG = {0,8,c, £}, £ eg 一 4 

且 每 型 中 都 有 过 一 如 一 一 中 一 1 5 -= [5] = [ea 
二 ) w 寺 好 兰 0(modt)、 这 时 试 令 

{ 一 qby 


b, 一 5 六 


后 区 一 Ds gicg ms 6c™'s 


有 pie 一 五: 9 


eon Hee { 


g DB 一 QL : 


车 这 桩 的 元 @1， 6&, 存在 ,; 显 有 6G= {ny pl cg 人 1 一 时 一 后 一 时 一 
1={ayb] = [Ec}= [b,cl, sce = ct';H 
ab!t = b= gag— (ea (gg beg) = (arbh)* (qd) = ar*ttybpxtry, 
La mi pE bg= (rp) (ee be)! = (arBe Y(tbr): cc 
人 ox 十 &y=s as 十 Bi 寺 x、\ 
Bk ys map) 及 eT 
但 由 前 二 式 能 推 知 sr + é&r = alax 十 6y) 二 58 十 iy) 一 (o 十 了 0) 二 
xf(miodp) 及 hz + m=P(ar + £7) + TB + ny)=(85 + 7)y 志 ymod#p), 妈 
后 二 式 为 前 二 式 的 必然 结果 ， 然 由 前 二 式 确 有 . 
rz 了 | x y 
1 ax 十 Ey Bx + ny 


三 Br? 一 2xxy 一 号 yz 
地 


3 x 8 有 
且 显 有 使 |” ,| 兰 oCmodp) 之 =，， 的 值 | 因 | 。 ,| 天 np (modp)， 故 或 
8 天 0 (modp)， 这 时 就 取 y = 0,，* 二 1; 或 686= 0(modp), 于 是 必 有 «性 
olmodp), 这 时 就 取 y 一 1 后 再 取 * 使 一 2ar 一 5 元 0(modp). 

这 是 说 在 < 二 ?三 0 {modp) 时 ， 可 不 失 普 遍 人 性 能 令 c=0 三 ?modp) 
及 8 三 占 三 1(modp)， 即 恒 可 适当 地 选取 ay 2 使 iag 一 2 25 = 二 a, 因 
而 又 得 另 二 型 ,为 

(THs): G= {es by rs 8) Ek dg 一 总 gbe 一 4 cg = #3 

(le): C 一 {a, #5, g}, gap 一 b, g 55 =a, gg 一 < 
但 二 六 二 一 8 一 | 二 [a, 2] = [se, <] = [5, cl. 
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(HU A= {ay bc}, or == m1= [oa, 6], eT'ac = (ab)™, 
cbe—=a, 

这 时 ， 易 证 4 中 对 任 * 与 任 y 恒 有 (sc) 二 1 及 (eb 一 1, 说明 
了 4 中 阶 3 之 元 有 2 个。 又 易 知 4 中 阶 P 之 元 有 #7 一 1 个 ， 故 4 无 阶 为 
3p， 六 及 31 之 元 . 故 6G 一 {oe，8, cy 8} 中 尚 有 二 1, 8 oag 一 一 ab 
g bg = = ah, gc 一 c 一 atBmc 或 一 ctprcl， OOEd4) 01 一 1 因 


而 | 天 0 (modp). 


利用 0 二 1 可 得 4a 二 a = (ar)r(pr)z 一 er ts?68(ct7}， 同 理 有 5 = 
pb: = ai“fy)55 +65 于 是， 

c 十 梧 拓 1 兰 们 十 (modp) 及 Bl 二 9) 三 0 二 5(a 十 7)Cmodp), 因而 
(< 十 ?3)(x 一 7 二 0Cmodp)， 可 分 < 十 ?天 0 与 "十 3 了 = 0(modp) 二 款 来 

一 ) z+7 才 0(modp)., 

这 时 必 有 有 三 去 三 0(modp)， 故 a 三 9 关 0(lmodp)， 因 而 ze 一 
griag 一 ae(io 一 8g-58 一 各 )。 往 利用 wo 一 1 可 知 w=1, 即 过 十 1 (modp)。 
仍 若 这 时 是 cr" 一 gcg 一 cmeti， 则 由 【ec Be? 一 和 应 有 4 二 cbc! 二 
ee 一 ab 不 得 不 a = 0 (modp)。 不 可 ， 故 只 能 是 < 一 rtcg 一 atbme 

形 .。 由 是 再 从 < 一 上 = (Car) 人 (G67)? 一 oz15ooaipmc 一 aistnpmatiyc。， 得 
Ka + 1) = m(a 二 1) = 0(modp); 因而 «三 1(modp) 时 必定 有 1! 二 r= 
0 (modp), 即 k og=4, 8 bg 一 4， 8 cg 一 ;但 在 二 一 1(modyp) 时 虽 有 
pag = #1! 8 168 二 6 1 g iCg8 一 qtbmc, 然 选 x* 与 y 司 2x=i,， 2y 寺 mmodp) 
后 得 作 c = tbe, 就 易 知 ge 于 (giag)*(g bg)7(g tea) =a "balb ne 
abc 一 < 妈 说 明了 能 适当 地 选 < 总 可 令 三 兰 二 0 《mody)。 这 就 证 明了 
在 a 十 7 闫 0(modp) 时,;G 有 二 型 , 即 

《IT): G= {0 by cg} op 一 2 一 c 一 所 一 1 一 [5l， 
etac = (ab) 一 cpc a, gng 一 a gibg = 6b, g cg = es 
CI): G= {eb ey 8 A == m=1= [a,6], 
eac = (4b), cbe == ay Rag = a, 8128 = b!, 
Ricg 一 上 
二 ) «+ 7 0{(modp)., 
假若 “= 二 gi'eg 二 qibme 形 ， 则 由 《eo*) Orer 二 qr 应 有 eg 一 4? 一 


{ec ) be 一 < Ge = (cge) (eo) 一 eitb ta ~ gr tbt = getp, 
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故 ze 十 5E=0 玉昌 十 点 兰 0(modp)， 即 B= 一 占 三 2almodp)， 因而 从 ez 十 
BE=1(mndp)oT 和 Mo ~ 40=1(modp), 即 一 3x 三 10modp)， 故 工 一 (2) 一 


(9-( 动 -二 全 -co 全 的 -co 


(一 D7 (三 ) = (三 )， 即 ?为 3 的 平方 剩余 , 故 3|(p 一 1) 与 假设 


3t(p 一 1) 相抵 ,不 可 。 改 这 时 即 x 十 了 一 0 (modp) 时 ,只 能 是 -一 iceg 一 
SIbmc2 形 . 

再 从 《er*) Tiber = 99 可 知 db 一 or = oatbret = ete af5nc)e 亚 
ce pe 一 core 二 性 有 有 二 二 
{modp), 由 是 

人 =- 45 一 de5cf 
8 8 一 六 2 db 


今 能 断言 : 令 = 一 0 及 = 1 并 不 有 损 问 题 的 普遍 性 , 即 可 找 得 
| ， | 天。 Cmoap) 并 有 {e -ee 一 和 


1 二 arpt gibig St 
苟 若 如 此 ,就 应 有 
Abt = 6 = grag = (gag) (gbg)? 一 (arBbett) (arbe)» 
= ar*ttyp utt zy 


修得 不 有 az + ys 与 (x+6)= 一 ay=x(modp) 于 是 


如 yy x J 
三 ca.(Ww 中 2 Iary ~ Pyi 
[: f cx 十 57 (r+ Er—ay ( Sx Hasy by 
闫 0(modp) 


显然 可 解 [例如 当 二 0 (modp) 时 ,由 于 EE s| #0 (modp)， 就 有 < 天 


0(modp)， 这 时 取 ?= 一 0, x 一 上 即 可 ;而 当 汪 天 0(modt) 时 :就 取 y 一 1 x 一 
0 这样 选 定 的 zx 及 ?又 确 有 85g 一 ab = (g'sg)'(g bg)! 一 
Carbe (espr) a= gutispertnt 一 G(rxttr tttati I mat yh ot) ty artis) 二 
kt toasti Stott ontiy) ot at heey) < 一 ame tadtt BA tot te) 一 grby 一 gs Cs 
l=a* 十 B= + (e+ 8)8 = oa’+ at + &*Cmodp)). 

这 就 说 明了 我 们 总 可 适当 地 选取 <, 5. 使 ciag 一 bg bg 一 gotcg 一 
stberz 再 由 < 一 <“ 一 g(t Ne = (abe) =b'n" (a bee ) gtipmti , 
cabnc ec 一 artipwti(ab) -gc = Gznbmr 得 m= 0{modp),、 基 M gicg = 
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atcz; 这 时 再 令 一 tf, 易 证 & -ice 一 cl; 这 说 明 又 可 适当 地 选 < 使 -es 一 
c*， 故 又 得 


(nr): G={ab cog) or 一 吕 二 下 1 一 [oo5]， 


cac = (Cab) !, cibe = a, gag = b, 208 = fy 
2 cg 一 < 
下 计算 各 型 群 中 元 的 阶 ( 详 见 表 X), 即 知 6 阶 群 共有 十 三 个 ; 即 (1.) 一 
《9 《HD 一 CI)， 《UI) 一 (I5) 互 不 同 构 ， 即 例 4 获 证 。 它们 的 构造 见 表 
XI . 5 
回顾 证 这 个 例 4 的 过 程 ， 我们 会 发 现 只 是 在 推导 Hb 型 时 ， 才 明确 地 利 
用 了 3¢(z 一 1)， 也 就 是 说 在 QI0) 款 中 如 果 « +.? 三 0kmodp)， 不 能 允许 
人 "一 gicg 一 alpmc， 当 然 , 在 3|(p 一 1) 时 ,车 a 十 7 三 0《modp), 是 允许 
有 “一 eeg = aib™me 的 现象 的 ， 现 在 就 要 探索 这 种 可 能 性 的 条 件 ， 
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GD | GD | Cu) 


根据 上 面 已 推导 的 结果 有 ; 在 «十 7 二 0(modp) 时 ， 如果 一 5 cg 一 
albpwr ， 则 应 有 有 三 一 名 兰 2efmodp)， 因 之 3x: 十 1=0(modp)， 项 gag 一 
cp gbg 一 46 然而 3 十 1=0(moedp) (在 3|(p 一 1) 时 ) 有 二 根 
2 与 ce 一 ge)(modp)， 而 当 令 4 = by b= ac =e 后 又 最 有 G = {ny 
5 ec gy = {ao ic sj 中 一 好 一 一 有 一 1 二 [ao 和 ycriaci 一 
《qi ) cr be, = By RR = mbic sg ga = ob pg bear bi": 
这 说 明了 3e + 1 二 0(modp) 的 二 根 对 群 型 的 构造 没有 影响 ， 即 群 型 是 唯一 
的 。 故 不 失 一 般 性 就 设 为 «来 探索 . 

由 ?nc 一 +" 二 g-!cg, 得 
5 一 co = 0) (6b Ye = (arbre) (a tb matbne 一 qott empiet-mem te 


i(& + 1) -~ 2am=0 本 a : i 
施 有 全 (modp); 注意 这 一 个 式 了 有 其 一 册 必 有 其 一， 这 


» FI7' 9 


TT 一 一 


(99) = 30,7 ‘yqg = gp ?= PY = 98 ‘p= B98 {32 47)=95 
41T 一 :3 一 = = WE 
TI 一 > 口 一 4 一 时 且 ?一 32i-3 ‘9= 39 人 一 加-3 {F395} = 


?= 9 一 89 -3 ‘gq9— I9 3 {F249 t= 
和 
2 一 321-3 ‘vo B13 ‘gqg= S03 {8 2g ‘p} = 


12 一 2 
‘gy — 2g m7 8 d= 9 ‘to By 8 {829°p} = 
‘ng = go 可 二 3- 9 一 和 -3 ‘po Bp {37 gp}=9. 
一 :3 一 0 一 49 一 yp 里 7 一 321-3 ‘9 = Hs tH 3 {879 s}=D 


Er TE 
〈 许 绽 苇 股 ) 


> 一 397-3 3 一 394:-3 ‘po Hp, 3 23524965 一 中 
-一 一 一 一- 


(ix4pour) T 一 二 7 家 人 一 429 "19 1 {47}=D 


(fpomy)1 寺 4@ e909 ‘19 二 1 二 7 {9 ‘7}=D 
p> 一 
?二 94019 9 一] 一 yd “9 ‘p} =D 
| 
(将 咒 ) 1 二 :oo“{) 一 5 
nt se 


(党 关 XW 至 ) 可 者 


1IXx 小 


类 


( (I~— 4d) 
“Ed 站 当 时 入 4 


上 失格 :9E-z2 
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是 因为 > a 一 32g? 十 1=0(modp) 的 缘故 ， 于 是 就 令 为 《a+ 


+ 1H 志 2am(modp)。 再 选 * 使 适合 一 2ax 王 m(modp) 并 令 cl 一 arc， 则 
Eg cg = (gag) (ge) = arrtibertne 一 gr*ties 但 由 («+ 1)? 一 2am 王 
0(modp》 而 以 m= 一 2ax(modp) 代入 之 并 利用 3a + 1=0(modp)，。 就 
得 到 0 二 («二 1 一 2amm (a+ 1N+ der=(a+ 1) + (em 一 1)z 三 
(x+I) EL+(e 一 1)z](modp), 于 是 从 (e+1, 7) 一 1 得 知 < 十 好 二 =(modp) 
因而 gmceig 一 0 一 0 ec。 这 说 明了 可 在 G 内 适当 地 选 c 使 gc* 
ce， 故 又 得 (111,) 型 , 即 

(I): G = {a br 8 oP = bo = gg = lot tb] ac 一 
(ab) Ty cibc 一 8 gdg 一 arp'r, gbe 一 a tr b™e, 
Eee Cy 
但 3|{p 一 1) 且 3 + 1m0(modp). 

然而 在 31(p 一 1) 时，3p* 阶 群 4 不 仅 有 在 例 4 中 曾经 分 析 过 的 《ID， 

(ID0，(HT) 型 ,而 县 还 有 表 VI( 即 例 2 的 构造 表 ) 中 的 QV);《Y), 《YD 型 ， 
下 分 别 讨 论 于 下 ， 

(IV) A= {a, 8}, oa ml=6, bigb ma, rF¥1 而 +1(modp’). 
易 证 4 中 阶 3 之 元 共有 2 个, 均 为 a 汉 或 2b* 形 (x 任意 ),4 中 阶 p* 

之 元 共有 9%( 扫 ) = pl 一 小 个 ; 阶 ? 之 元 有 ?一 1 个 (为 mo 形 ,， (和, p) 一 
1), 

因 G 是 4 被 2 阶 群 之 扩张 , 故 可 写 G 一 {4， 5, 8}s 除 4, 2 间 关 系 外 还 有 
85 一 1y 二 gag = dy iyP) 1 以 及 5 一 gbg 一 st 或 一 5? 形 , 但 
o€ Ad(4A) 而 有 0 汪 1 

于 是 利用 = 可知 e 一 4 让 甘 1(mody*?)， 不 得 不 有 六 当 

土 1 《modp*). 又 由 于 要 保 汪 (8) "ar&" = 二 (oar)', 易 知 5 不 可 能 为 a! 形 , 故 
Br 一 Zi 于 是 至 一 22 二 (a)*pr 一 alitlxp (f+ 1)x 三 0(modyp*), 因而 :二 
1 (wmody) 时 必 有 = 三 0 (modp*), 故 : 

或 8 eg 一 po2mE2 = 6b; 

或 gn 一 07458TB8 m ar 

但 在 gag 一 2 8 1b8 一 4 由 时 。 若 选 ! 满足 * 三 2(modp?) 后 ， 可 知 
gbg mg abg 信用 G={e,b, 8} = 
{es bis Bg)y or = = g =1, br'ab, =ar, g ag = a! gbg 于 到 仍 谤 
明了 在 G 内 可 适当 地 选 疙 使 g 58 = 
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由 是 又 得 c 之 下 二 型 ; 
(IVi): G= {0 by gj or ml bt gs briah = 4g, gng = ay 
gg =5y 但 + 闫 1 而 二 1(modp:). 
(IVi): G= {ay by 8}s a m1 mb py biab ema, g ag 二 419 
gbg = 6, 介 r 1 而 "=1l(modp’), 
(Y) A={ab,c}, m= ==1= [a,b]l, c= a', 
ce 二 ,但 r 关 1 而 7 二 1(modp). 
易 证 4 中 阶 # 之 元 有 p? 一 1 个 ,> 形 为 eb?; 4 中 阶 3 之 元 共有 2 六 个 ,及 


erbre 及 erbre? 形 之 元 尼 是 . 
于 是 2.3p* 阶 群 G = {4,5, <， g} 中 除 上 述 oy 包间 关系 外 还 可 念 


Ra 一 1 gag 一 Cobp gbg 二 22 gg = be RB = bl; 而 由 于 0 一 


gags 2 一 gb 具 {er} Xt{6"} = {4} x {48} 的 性 质 故 不 得 不 有 上 Ed 


0 (mod 户 )， 但 we 4f4)。 0 = 1, 
利用 -- 工 而 计算 。 一 a” 与 6 一 br 可 得 知 下 列 等 式 ; e+ 陀 =1= 


及 十 Bemodp) 与 Ba 十 帮 关 0 二 6 十 7)(nodp)。 于 赴 〈《z 二 73) 一 3) 三 
UCmodp), 故 或 « 十 3 二 0 或 a 一 辽 0 (modp), 二 者 必 有 一 。 
一 》 先 讨论 十 7 关 0 (modp)， 
这 时 有 8 三 0 三 5(modp)， 因 而 也 有 = 一 ?3 天 0fmolpg)， 故 a!: 寺 1, 即 
2“ 兰 土 1(modp)， 然 而 ”一 eeg 一 ebpycz 不 可 能 : 这 由 计算 (cr) ”arc 一 
《而 从 < = pre 可 推 知 er(z 一 1)=0Cmodp), 此 不 可 ， 故 只 能 是 "= 
gicg = axBoxc 形 ， 再 图 c 一 co = arb er = gerberarbre ma ott)bn et 
拓 1 {modp) 时 必 有 * 至 0 二 


得 x(e + UD=0=y(a + 1)(modp)， 数 在 
y(modp)， 故 得 


giag = a 
gbg 一 上 或 有 | = 6"!, 


I 一 &, 
ge 一 exec， 


gmcg 一 < 
但 在 后 一 场合 时 选 /, mw 使 * 三 2f。y 王 2m(modp)， 并 令 c 一 otpme 后 ,就 有 


C= {0, 6, cy) 一 {23b, ci» 8}, 其 中 定义 关系 为 2# -= 8 :一 < 一 8 一 】 - 
fa, 81, crac, = ory errbe, = 6b, grg = (gag)' (g be)™ gtcg) = 
eip warbye = evibr me = albne = csg ar = 0 gbg = 1! 这 无 异 平 


是 说 在 后 一 场合 时 我 们 可 取 适 当 的 <“ 使 8 ”cg = e。 
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于 是 这 时 G 仅 有 二 型 ,为 下 面 的 (Y,) 与 4(V:)。 
{Vi): G={a, 6 cs gy = omg =1= [bl],c a= 
ctbe = br, giag = 4a, gibg = 6, gicg = ey 
但 rr 关 1 而 "二 i(modp). 
(Vi): CG = {a,b,c 8g}, 4 一 加 一 c 一 下 一 1 一 [ol8l， ac = a', 
Cbe 一 六 g dg 一 CDg 一 六 = ey 
但 > 天 1 而 六 二 1(omodt). 
二 ) 再 讨论 十 7 了 0 (modp), 
注意 局 = 二 gg 仍 必 为 zB 形 : 因 着 一 = wor 则 从 (er) (ec = 
(ea") 可 知 o"7287 一 orbpr， 即 arlr 一 1)=0=Br(r 一 1)(modp)， 故 必 有 
«三 0 = 二 (modp)， 显 非 所 许 。 于 是 二 geg 一 abmr; 故 < 一 < 一 


(wb Jetb notpre， 不 得 不 有 和， m0， 二 0 《modp)， 由 


je 1 he ; |= 0 Geode) 可 知 上 二 式 中 有 一 则 必 有 其 二 ， 利 用 之 即 可 
交 一 1 t i = 
推 知 乱 阵 (“了 ” 小) 之 秩 为 Cmodp)， 即 其 中 任 二 阶 子 式 二 


0(modzp)。 故 有 * 与 了 满足 
(gO— 1)x + &y<--i, 
Bx + (7— 1)y=—m. 


因而 令 c, = etc， 容易 验证 er'cie = cy 这 说 明 可 适当 地 选 c 使 eicg 一 <。 
于 是 得 : geg 一 a6, gibg 一 0 的 ;gricg 二 cr, 但 ww 十 7 二 0 及 w+B6 三 
1(modp), 

”满足 «十 7==0 (modp) 及 局 十 所 =1(modp) 的 值 组 «, ,6,7 昌 多 ， 
但 从 群 构造 而 雪 是 唯一 的 ,如 得 与 <s1, 7= 一 ,=0=6(modp) 之 eag 一 
og bg 一 的 8 eg 一 的 群 成 间 构 ， 

为 此 计 , 先 解 下 列 两 组 同 余 式 


fg lw 十 &e=U0 
Bn — (e+ 1)r=0 


(modp ) 


(gat 1):+ 0 i 


} Cmoue) 与 Bi (go— 1}t=0 


| 名 0(m + 1 名 二 0( mo 
| =o(modp) 及 | _ =oCmodr), 得 


由 地 B —(«t+1) 一 (Ke 
知 上 两 组 同 余 式 都 有 非 当 然 解 《modp)， 即 有 一 组 wx* “不 全 兰 0 (modp)。 同 
时 有 一 组 :, 上 不 爹 生 0 《4inodp), 都 分 别 满足 上 两 组 同 余 式 。 现在 还 能 断言 
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天 0 (modp)。 为 什么 呢 ? 假若 


人 = 0 (modp), 则 
4 了 上 
HH 上 # 5 1a 一 fa 一 1)z 
六 一 冰 了 bt fs —(g+ 1)s ? 和 
wu vv| Bt ka 汗 1)w v 
ft 沁 55 (we 一 1)5 : 人 
(a+1) “uv| 《ea 十 lm v |_ fa 一 1)8 十 28 v 
5 1 (exe 二 lz 1 一 如 ~ 
| 一 5 十 28 了 
二 ys . 三 2ut0(modp }, 
Ee er ad 
了 (e+T1l)z 一 25 : 一 在 一 2 1 


三 2sv 二 0(modp), 
因而 从 央 吉 0 三 sf(modp) 以 以 ww,* 中 至 少 有 一 条 0{modp), 得 : 志 避 (modp); 
同 理由 wt 三 0 二 vi(modp) 又 有 上 三 0 《modp); 这 显然 和 xz 上 中 至 少 一 个 专 10 
(modp) 相 矛 盾 ， 所 以 说 | ”“| 天 0 (modp)， 因而 如 令 4 一 ab， 和 一 bs 
则 {2} x {85} 二 {a1}x{5,}, 随 而 6 = {oisbisc Bs 8 Ag— (gE og) "8 bE)" Ei 
一 ettvBrtr = opr 一 本 gbg {le ag) (eg be) = ottrpt ty = 
sab-' 一 67!， 这 无 异 平 是 说 取 扣 ,如 代 o， 后 就 可 令 =1， 7 三 一 1， B= 
0 三 6， (modp)， 故 又 得 G6 之 一 型 为 
(V3): G= {a 6, cs 8) ot == = 1= [a,6], 


clac = a Cc be sr dr, fg dg — 9, 8 08 一 b's 
A rg ry 
但 + 闫 1 而 "==1(modp). 
(VD A={a, 6, ce}, or=bP=e m1 [a, 8]，criac 一 Ga 
c pc 一 wa 但 > 天 1 而 一 = 王 1(modp). 

易 证 4 中 阶 3 之 元 为 wpre 与 mixez 形 ,但 = + y = 0 (modp), 因 由 计算 
可 知 (67c 人 7 = ampeto0ro (一 1， 2)， 履 4 中 阶 3 之 元 有 2 个 ， 
4 中 阶 了 之 元 有 产 一 1 个 ,而 4 中 其 他 的 元 (单位 元 除外 ) 的 阶 都 是 3 护 ， 共 
有 2p(Pp 一 11) 个. 

于 是 4 被 2 阶 群 之 扩张 6 = {4， 6, c, &} 中 除 4， 6，< 间 关系 如 上 述 外 


尚 可 令 下 二 1, gog 一 Go 二 qb ,gbg = Bb" =a‘b’, jz 0 (modp ), 


gg = m= ebpre(i 二 培 二 0(modp)), 但 o€ A(A) 且 0 =1， 
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于 是 利用 (ec")-:'erce 一 (ar(6?)- 及 (er)-brer 二 er, 假 着 c" 一 
stb=c?, 刚 由 计算 可 知 从 (cz) -2rer 一 ae 有 95 一 ab8 从 (core 一 
(o)(6) ”又 有 ap5e0 二 ametpme-r 比较 4 及 5 之 窒 指 数 得 
«=—1m, B= 十 7 Bs + 5 及 «一 rpB=—rB 一 rn(modp); 由 是 
易 推出 8=7, 5 三 (1 + )x7(modp), 故 


2 Me 


非 廊 许 。 因 之 只 能 是 o 一 gcg 一 aoc 形 ,其 中 5 十 六 去 0(modp)。， 
再 利用 o = 1 得 = = ec = (ep 好)10a500 waibmc, 故 I& 十 1 一 汪 ) 二 0 王 
17 十 1 一 和 (modp)。 又 从 a 二 or 及 二 如 得 wf 十 胸 二 1 二 六 十 后 及 
Bl + 2) 二 0=5(e + 7)(modp)。 于 是 (ax 十 7)(c 一 7) 二 0(modP)。 
一 )》 先 讨论 “十 了 天 0(modp)。 
这 时 , 必 有 PB 二 E60 及 三 7 半 0(modp), 因而 用 “+1) 二 (modp) 
与 «二 1(modp); 即 g 二 十 1(modp)、 故 
Etag 一 a, ag 一 人 9 
Tc 一 cg 一 #'bic, 
但 在 gag 一 4 :gbg 一 六 gricg 一 altc 时 ， 选 x，y 合 228 王 [27y 曙 
一 Kmodt) 后 再 令 ci=arixc; 就 有 -cg 一 cb 说 明了 可 适当 地 选 = 使 eicg 一 
<。 故 仅 有 下 列 的 二 型， 
(VDL): G= {0 b,c 8} 2 一 如 一 c 一 时 一 1 一 [5]， 
eae = ah, cibc — a, gag 一 4s bp = bs 
8 cg cy 
但 + 买 1 而 ?=1(modp), 
(VD): G= {0 8) Ho = = 1= [s,s], 
ce = qh, eibc = a4, gag = 2, gbg 一 五- 
gg 一 cy 
但 r 关 1 而 ”=1(Cmodp). 
二 ) 再 讨论 十 3 三 0 (wmodp). 
这 了 时， 再 利用 关系 (c") "ber 二 or 及 《〈c")-aree 一 (oz)-(2 姑 )-? 可 知 
8 三 2ra 与 5= 一 2r*c(modp)。 故 
a 二 gog = ab bg bg= Pui mi r= gg db tic 


荐 ?= 0 (modp), 就 已 有 ee 一 c， 假 车! 半 0 Cmodp), 则 从 iia 十 1 一 
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&)=0=1(7 十 1 一 Bj)(modp) 得 cc+1 一 5s=0=7+1] 一 68(modb)， 故 有 
e+ 1+ 2rig=0= 一 vw 十 1 一 2re(modp), 于 是 ec 十 1 十 2ra 关 0(modp), 故 
有 x 使 (1 + 十 2re)x 二 Hmodp) 且 (x，P) 一 1。 再 令 4 一 042"e， 易 证 
eicg 一 cl 且 当然 有 ace) 一 3， 总 之 ;在 十 ?三 0 (modp) 时 ,得 可 选 6 
中 阶 3 的 元 < 使 ei'cg = <。 于 是 又 有 
(VI): G= {eyb, cy 8}, a= bP == gt=1= [4,6], 
clgc = qb" eibe =#{r¥! 但 =1l(modp)), 
gicg = ee, giag 一 abzre gbg 一 GTHr oo 
但 注意 3a* + 1 二 0(modp)， 一 一 这 是 由 1 三 «* + 有 (modp) 得 1 三 一 
4ro= 一 ax(modz) 的 缘故 ， 
然而 3a* 十 1 三 0(modp) 有 二 解 < 与 a(= 一 ga)(modp), 故 除 (V5) 民 
外 ,还 有 
《Y1): G 一 {2、 5， 6， 8}, 其 中 a， 5 间 关 系 如 (V1)， 且 有 = 1， 
gcg 一 cy gg dg db, g'bg= wr abe 
注意 3a* + 1 三 0(inodp). 
于 是 剩 下 要 解决 的 问题 是 (vb) 型 5 (VI,) 型 确 互 不 同 构 , 和 叙述 于 下 : 
先 对 (VDE)》 型 来 谈 ， 这 时 ， 册 上 《enbog): = wbr(g-lag)"(g-1bg)? 一 


— 2r:a 


BCI+a?x 一 2zrxa7 各 BraxtCLe7。 其 中 因 | x | = 一 3cz2 十 1 三 0{modp), 故 
ra 一 


二 个 联 立 同 余 式 
(1 + a)x — 2riay=0 
?rar + (1 一 nl ma) 
有 和 解 , 且 当 x 给 定 后 ;y 也 随 之 唯一 地 被 决定 ， 这 说明 隧 集 {4, 5}g 中 阶 2 之 
元 共有 ?个 ,其 他 元 的 阶 者 等 于 2p, 共有 p(P 一 1) 个 ， 类 似 地 也 可 知 (YL) 
型 中 陪 集 {a， 6j}g 内 阶 2 之 元 有 个 , 阶 2 之 元 有 如 一 1) 个， 
对 《V6) 型 而 言 ，(erbreg》* 一 airarretreob-eet0-rorcz 其 中 x 与 9 
之 圭 指 数 的 和 一 xf1 一 ca 一 2zrxa) 十 YI 十 ra 一 rtx) 王 (zz 十 2)L1 十 (127 十 
1Da](modp)， 同 理 ,对 (v1) 型 而 言 则 有 
(acyce ]2 = a ra tr yp et re) yc, 
其 中 * 与 之 窜 指 数 的 和 三 (x* + y) [1 十 (2r + 1)a'] (modp)。 然而 由 
3ez 十 1 考 0 及 1 二 十 下 三 0(modp) 可 知 
0=C4r + r+ De t=[(G2r + le FF 1} (2r + 1l)e — 11modp), 


故 或 (2zr + Ds + 1 于 0 威 (2r + L)c 一 1 寺 0(modp), 二 者 必 一 且 仅 一 ， 同 
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理 。 (2r + ic 二 Ts0 或 (2 十 1)e 一 1=0(modp), 二 者 上 只--。 不 失 一 般 
性 设 (2r + 1)a 三 1(modp), 因而 必 有 (2r + 1)w 二 一 1(modp). 

由 是 可 知 对 (YL,) 型 言 ，wrbYcg 之 阶 为 6 的 充 要 条 件 是 + 十 yY 三 0 
(modp), 否则 其 阶 为 bp， 故 在 (《V0) 型 群 6 中 障 集 {4, 2}cg 内 阶 56 的 元 有 P 
个 , 而 阶 6p 的 元 有 plp 一 1) 个。 这 时 对 (YL) 型 群 C 言 ， 陪 集 {4s zjez 内 
每 元 的 阶 为 6, 故 共 有 个 . : 

同样 又 知 在 CVI,) 型 群 G 内 (erbre?8) 二 attroteyprrertattamle 中 
与 y 之 舌 指 数 的 和 二 x(1 re 一 ma)+ 交 i+ 二 + 2ra) 三 (= 二 [1 十 
(2r + 1)a], 故 由 于 (27 二 1)z 二 1(modp) 得 为 | "wc?g 之 阶 为 6 的 充 要 条 件 
是 ?十 y 去 0 (modp), 人 否则 其 阶 为 6p, 即 陪 集 {4， 6}e?g 内 阶 56 之 元 有 PP 个 ， 
剩 下 的 plp 一 1》 个 元 的 阶 均 为 bp。 而 对 {Y4) 型 寿 G 之 陪 集 fay 2}e*g 内 
每 元 的 阶 均 为 56, 故 共 有 p? 个. 

这 就 说 明了 《VD) 型 群 G 中 阶 z 之 元 有 部 个 ; 阶 27 之 元 有 plP 一 1) 个 ， 
阶 6 之 元 有 2 个 ; 阶 6p 之 元 有 2p(z 一 1) 个 . 但 (YI) 型 群 G 中 阶 2 之 元 
有 ?个 , 阶 四 之 元 有 pl2 一 41) 个 , 阶 6 之 元 共有 2 后 个 而 无 阶 之 元 。 这 
已 说 明了 (Yl) 与 (YI) 互 不 同 构 . 

再 将 表 XI 后 面 的 叙述 列 成 下 面 的 二 个 表 . 

从 表 XU 看 ， 发 现 {Vi)，(vVa)，(V;) 型 分 别 与 (U1) 《06)，CU5) 型 一 
致 .但 假若 (V1) 三 (50), 或 CV3) 二 ut) 或 CV) 二 C04), 则 表 VL 中 的 
(V) 一 (8D。 这 显 非 所 许 ( 试 看 下 面 丫 题 1)， 

由 是 证 得 了 

例 5 设 ? 为 异 于 3 之 奇 素数 , 则 当 3|(p 一 1) 时, 2.3p* 一 68 阶 群 共 
有 23 个: 其 构造 见 348 页 表 xin 

问题 1 详细 说 明 表 VI 中 的 《V) 型 群 与 《II 型 群 为 什么 
不 同 构 ， 

问题 2” 设 p,g 是 两 个 不 同 的 素数 ,gq 二 p 且 gt 一 1D， 
证 明 这 样 的 pg 阶 的 群 是 交换 的 ,共有 四 个 . 

问题 3 试 证 4 被 B 之 扩张 6 具有 性 质 G == [1c, G14 的 
充 要 条 件 是 8 为 交换 群 

问题 4 特 当 问题 3 中 的 G 一 [G,，G] 一 4 时 ,就 叫 G 为 换 
位 扩张 . 试 证 G 为 4 被 8B 之 换 位 扩张 的 充 要 条 件 是 G/A 为 4/4 
被 互 之 换 位 扩张 ， 
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胡 
\ | | 


AN 群 开 
元 之 ws 池上 表 克 中 的 (一 C1; 
~ 个 数 … re CUI CI CIV,) 


Ee Ne 共 十 三 个 型 
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附注 ”在 文献 [32] 里 讨论 了 有 限 群 4 被 有 限 交 换 群 B 之 换 位 
扩张 问题 。 其 结论 是 说 这 个 问题 可 以 归结 为 4 是 初等 交换 关 群 来 
研究 ， 
问题 5 设 奇 素数 >3 且 ps 兰 lmod4)。 试 证 4 请 阶 群 共 
有 五 个 , 当 其 西 洛 关子 群 为 循环 群 时 .。 并 写 出 它们 的 构造 . 
问题 6 设 奇 素数 p > 3, 而 4p? 阶 群 的 西 洛 子 群 都 不 是 循 
环 的 。 试 证 这 样 的 4p? 阶 群 G 共 有 四 个 。 并 写 出 它们 的 构造 ， 
问题 7 设 硝 素数 了 >3 且 pp 虹 1(mod4)， 车 4r 阶 群 G6 的 
西 阁 二 子 群 为 初等 交换 群 , 而 西 洛 2- 子 群 为 循环 群 , 试 证 这 样 的 
群 G 共有 七 个 ， 
问题 8 设 奇 素数 > 3 且 p 三 1Cmod4). 试 由 问题 5, 6.7 


sn 33146" 


rm 


XL 


CVI.) (CY¥1,) (CYL,Y (VI,) 
p 
2p 
如 一 | 
2p: 
bi 0 rtp— 1) Wa 
2p(p 一 1?|2p(p — 1)|2pCp — D| 2pCp — 1) 
0 0 0 
2pCp ~ 17|2pCp 一 17 0 
0 
0 
| 


证 明 4 阶 群 有 十 六 个 ， 
问题 9 ” 设 奇 素数 ?> 3 且 p 三 一 1(mod4)， 试 证 4p? 阶 群 
有 十 三 个 : 


$6. 分 离 扩 张 


在 44 定理 3” 中 说 过 : 若 4 为 G 之 交换 正规 子 群 ， 且 其 阶 
o(A) 与 它 的 指数 [G:4] 互 案 , 那 末 4 在 G 内 有 补 子 群 。 从 扩张 
之 意义 言 , 就 是 : 当 《ot4), o(8)) 二 1 时, 则 交换 群 4 被 B 之 扩 
张 为 可 分 离 的 ， 在 $ 4 未 又 说 了 交换 性 这 个 条 件 可 以 省 掉 ， 即 内 
要 (oC(4)，e(B)) 一 1、， 则 4( 不 必 为 交换 的 ) 被 之 扩张 恒 为 分 
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2 = B03 oo 一 39I-3 


; IA ， Ee +A 
和 (4pour)o=T+ wf saath A satis 
区 甫 逆 :sqA 三 中 第 种 “IdpowD1I 于 et 叫 T1 志 4 车 ‘2 B18 Gye = B93 人 

1 | 2 一 55v 
a " 4 人 9 一 39 8 ‘t= ps {9 9 9} = 9 从 
7 一 8oi849 二 3935 一 3p-3 {32 97} = 0 IA 


《4pouDT 王 ,4 中 


(I -le 
《dpeer)i 款 + 可 百 5<d ) 


“并 兴 学 4 
A 已 捍 将 :4f ， 2 


2 一 9 ‘q B98 ‘p= B03 “9 = 29 W209 
[qv =1= eo = {3297}=D 


d= 39 3 ‘(p= p28 


(14Powu ) Ee 蚀 “一 409 :3 一 几 一 了 一 1 《全 ‘g ‘p} 一 0. 
(xpow)IT 趟 < 导 9 一 19:- 了 “9 一 了 -3 1 
‘pg (3, {9 =5 A 
(dPou)0ET + pg 避 so Grit = B91B ‘rn.9rp = BV fp 一 439 3 
‘(497) 一 2pi-2“[? 上] 一 [9 一 TI 一 局 一 让 一 4 一 4 {8 2 9 ‘p} = {I 
l 。 十 少 三 十 活 CSTTTD CTIT) 
CD OD DID DD DD DD TD 二 申 丈 奸 x 沫 
( 凌 关 XX 至) 保全 | 线 几 


IIX 北 
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离 的 ,通常 叫 这 结果 为 舒 尔 《〈《Schur) 定理 ,但 舒 尔 只 解决 了 革 为 交 
换 群 的 情况 ， 后 来 由 查 森 浩 斯 《Zassenhaus) 推广 而 去 掉 4 为 交换 
性 的 条 件 ， 人 们 现在 都 习惯 地 叫 这 结果 为 侠 尔 定理 . 舒 尔 定理 是 
扩展 理论 中 的 一 个 重要 问题 ,也 是 扩展 理论 的 一 个 应 用 ,本 节 专 门 
讨论 这 个 问题 , 即 

定 王 1《〈 舒 尔 〈Schur) 定理 ) 设 4qG 县 (0(4), [【G: 

4D = 1 则 4 在 G 内 有 关子 和 
证 明 设 o(4) 一 ALG:4] 一 wm 于 是 oC(G) 一 hn, 上 且 (%， 

#) 一 1。 我们 的 上 且 的 就 是 要 证 明 G 有 一 个 阶 # 的 子 群 . 

当 钨 二 1 时 ,4 是 单位 元 群 ,这 时 G 自 身 即 为 4 之 补 子 群 。 今 

信和 > 1, 并 归纳 地 假定 当 正 规 子 群 的 阶 小 于 和 《时 定理 是 成 立 的 . 
olA) 一 之 1， 故 有 素数 使 下 一 加 及 (byt) 一 1, 且 

和 > 0。 于是, o(G) 一 和 与 人 za) 一 1 保证 了 p 半 oC(G), 即 6 中 

每 个 西 党 p- 子 群 gs 的 阶 等 于 pr; 由 于 A44G 叉 知 Sp 门 4 为 4 之 西 

次 广 于 群 ， 故 olS5p 门 4) 一 如, 不 得 不 有 Smn4d 一 So SS 如 

G 之 每 个 西 洛 六 于 群 S* 都 是 4 的 西 次 p- 子 群 ， 故 上 6 中 西 洛 p- 子 

群 之 个 数 等 于 4 中 西 洛 p- 子 群 的 个 数 , 即 

{G :Ne(Sp)] = [A:NACSs)]. (1) 

但 从 Ni(5p) 一 Nel(Sp) 几 4 又 知道 
FEG:Ne(S * [NeCSp) :NeCSp) NA] = [G:N(S) NN 4] 

= [G:NsC5s)] = [G:AT-: [A:NACSs)], 

故 利 用 (1) 式 , 得 知 {Ne(Se):Ne(SPD 站 A 二 [G:4] 一 4. 
然而 因 N4(58)/5p 二 Ne(52) 门 4/Ss NolSp)/Ss， 且 又 有 
[Ne(Sp)/Sp: NalS2)/Se] < [NeGCSp):VALCSr)] 六 #。 故 据 归纳 

法 的 假定 ， 可 知 Ns(5z)/Sp 在 Ne《Sp)/Sp 内 有 补 子 群 下 /Sr， 即 

oa/So) 二 xn， 因而 of 号 ) 一 zt 
再 设 Zp 为 gg 之 中 心 * 于 是 Zs 关 1; 并 因 

ZpESrEHENG(Ss), Zp dd5p, 5, SNe(lS,), 
故 Z。<Ne(5,)， 因 之 有 Zs 8 与 5S,/Z2, <H/2Z,。 得 指数 [8/ 
ZoiSp/Zp] 二 【 映 :$p] 二 ol 有 /Sg) 一 ”2， 故 再 据 归 纳 法 的 假定 又 
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知 五 /Z。 有 阶 ”的 子 群 C/2，. 

因 o(Z0) 一 区 (0<> 氨 1,， 故 从 o(C/Z 一 可知 o(C) 一 
mp", 但 (x, yp) 一 1, 且 Z。 又 是 C 的 交换 正规 子 群 , 故 由 44 定理 
3?， 则 知 C 含有 阶 等 于 = 的 子 群 DP, 而 这 个 品 当然 也 是 G 中 阶 = 
的 子 群 。 定 理 1 证 完 . 

懂 注 这 定理 1 虽 是 54 定理 3* 的 推广 , 但 证 明 时 仍 需 用 § 4 

的 定理 3", 这 是 应 注意 的 地 方 . 

定理 1 解决 了 补 子 群 的 存在 福 , 关 于 唯一 性 又 有 

定理 2 当 定理 1 中 的 4 或 G6/4 中 有 一 个 为 可 解 群 时 , 则 4 
在 G 内 的 两 个 袜子 群 是 共生 的 . 

证 明 仍 设 o(4) 一 k&，[G:4] = 二 >， 于 是 olG) 一 kr»; 且 
《k，m) 二 1。 令 D 与 F 为 4 在 G 内 的 两 个 补 子 群 ， 即 o(CD) = 
olF)=». 因由 G= AD 二 4F, AN 门 PD 二 = 4M 门 F, 得 DD 二 
G/A 之 F,， 故 若 令 F 与 D 之 # ?个 元 各 表 为 8 与 g: (i 一 1 2:……， 


z)， 则 -局 如 = 4F， 6 = B48 = 4D, 且 令 一 一 对 应 


bi gi 得 完成 同 构 关系 Ff G/4 ~ 二 D, 有 即 Agi 一 Agis 故 有 使 
gi = Cgc.€ A) Gi=1,2,..°., 1) 
的 4 之 # 个 元 cly cy ca。 因 之 若 令 gjg8j 二 gi;， 
则 gg = gi MM cigi; = Bi = iB; 一 GBC; — ci(BiciET gi8; 一 
Ci je > " Bibi ™ ccs ”有 
符号 1; 表示 由 6G 之 元 * 所 诱 时 的 G 之 内 自 同 构 , 即 I.€ 1(G), 于 
是 得 知 
c= ec. (2) 
(一 ) 先 设 4 是 可 解 群 ( 它 的 步 命 为 门 . 
车 1 == 1, 则 4 交换 ,因而 利用 (2) 式 得 到 
TT er = TT Te 


i=l1 i=1 了 到头 
且 x 与 i 的 变化 无 关 ( 因 当 i 哆 遍 1, 2*…*… ， # 有时, 对 任 一 个 固定 
的 于 言 , 5 也 必 了 跑 遍 1， Rs 》 7), 下 8 
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于 是 ， rs ee LL (3) 
然而 ( 克 , 9) 二 1 保证 有 如 使 pn 二 1Cmod%), 故人 队 (3) 及 ol4)== 
可 知 

ei = em {x: Cr- 7 ]… = xm ， Cx) "7, 


苑 = cjgi 二 x- Cea) ， "gi = gr i= 1,2,..°, 7); 
证 明了 J 了 D 一 y!Fy(y 二 x mE A), 即 DD 与 F 共 罗 , 说 朋 在 1 =1 
时 定理 成 立 。 今 后 只 考虑 1 之 1. 

用 归 钠 法 , 假定 定理 对 于 步 小 于 ?i 的 可 解 群 成 立 。 作 4 之 换 
位 子 群 4 二 [4,4]. 因 A4’<d44, 4dG, 故 A4'dG, 于 是 ， 
G/A' = A/A4’': FA'/A' = A/4' :DA'/A’, 

且 
A/A'NFA/A’ =!1= A/A NDA/A’; 

然而 FA /4 之 F/IFNA 一 了 下，Dd /人 一 夯 1/DPnd =D 说 朋 
了 ol(FA/4) 二 二 0o(DA' /4A4'); 又 因 oC(A/4')|o(44) = 二 故 
必 有 

(olA/A), oFA SIAN = 1 (oAfA'), oDASAN; 
但 4/4' 是 交换 的 , 因 之 根据 列 证 过 的 情况 可 知 有 se€ 4 使 

DA’/A’ = (a tA’): FA'fA’: (eA’)= oFA')af/A’, 
即 DA' 一 (or!Fa)4 = G1 为 CG 之 子 群 。 但 对 G1 吉 ， 因 
oA4')|o(4) 二 有 ,0(D) 二 olaTiFa) 一 wn, 且 A'<G1, 而 A 又 是 
1 一 工 步 的 可 解 群 , 故 由 (oe(L4D ,1Gd ])==《ol4'),:n) 二 1 而 操 
归纳 法 的 假定 ,可 知 D 与 er1Fa 共 思 e( 在 6 内 ), 因 而 有 8564 所 4 
使 DD= 5!(a-1Fa)8 = 二 x 1Fx,x 二 ab€ 4， 即 DD 与 F 闪 罗 . 

故 当 4 为 可 解 群 时 ,定理 2 确 成 立 . 

(二 ) 再 讨论 6/4 为 可 解 群 ， 

这 时 , 设 G/4 之 合成 群 列 的 长 为 I， 因 为 D 二 G/4 之 FF, 歼 
DD 与 都 是 合成 群 列 的 长 为 ?的 可 解 群 ， 
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设 世 是 王 的 一 个 极 小 正规 子 群 ， 于 是 所 为 下 的 一 主 群 列 的 倒 
数 第 二 项 , 故 皂 是 初等 交换 p 群 (第 二 章 $7 的 定理 2)。 再 令 思 一 
DNUAA4, 则 从 AdFGG 及 AG 就 有 M4 FA(= 2 故 从 
GCG 二 DDA4 二 =D. U4 得 知 

G/AA = D: AA/YAA DI/IDNAA = D/Y, 
即 吕 dD. 但 由 狄 氏 律 不 难 证 明 
B4 = (DNMA)A = UANDA = MAANMG = UA, 
故 
A=AANA AA/A = BA/4 BHB/BNA4 C= 3. 

因 主 群 列 的 长 不 大 于 合成 群 别 的 长 ， 故 当 ?二 1 时 就 必 有 
XA 二 FF， 随 而 3 二 D， 因 之 这 时 等 于 的 略 , 即 F 与 D 这 时 都 
是 G 之 西 洛 p- 子 群 , 当 然 为 共 轿 的 。 故 今后 只 需 孝 虚 1 > 1. 

用 归纳 法 假定 定理 对 于 合成 群 列 的 长 小 于 ! 时 是 成 立 的 。 因 
FF 之 合成 群 列 的 长 1 > 1, 而 并 又 是 的 极 小 正规 子 群 , 政 不 得 不 
有 有 屏 王 下 , 因 之 从 IF 可 知 禾 是 王 的 某 合 成 群 列 的 中 间 一 项 ， 
于 是 时 之 合成 群 列 的 长 小 于 1， 故 从 加 二 入 ， 又 知 加 之 合成 群 列 
的 长 也 小 于 :但 对 群 互 王 4 一 4 言 因 3%mn4 一 1 一 另 站 
4 4 村 五 , 且 of90 一 0(8) 与 ol(A) 一 《 互 素 ， 故 据 归 纳 法 的 假 
定 则 知 有 x*EH 使 六 二 x8x. 

再 令 Di 二 xiDx、 因 dF, 故 FENAA); 同 埋 从 84D 
得 DCNAB)， 于 是 

Di=~ rr DxCx!l.: NA(B) .r= Nor-!Bzr) = Nol). 

现在 来 考虑 商 群 No(30) /I 

若 令 A411 二 Ne) 站 4， 则 从 4<G 可知 A1N(A)， 故 
4 和 人 Now) 因而 有 

AU/AAN A A, 
但 从 FSENe(30)， 又 有 (利用 狄 氏 律 ) 
AIF = (NelA)N ADF = NAWNAF 
= NWNG = Nl AU), 
同 理由 DESNe(%D), 又 消 


1 332 1 


AiD 一 《CMVc(30D 站 地) 有 1 = NAN AD, 
NeCW) NG 了 Ne A); 


NAYM/A 一 49 F/H = ANM/U . D/A (C4) 
然而 由 4 人/ 一 Lin 相 一 4 可知 oCAM/A)|X， 介 
又 oCF/)|oCF) 一 2 故 据 (k: wn) 一 1 得 (oCA4 负 /1), o(F/A)) 
二 1, 即 F/A{ 是 A/ 在 NeC2D/ 虹 内 的 补 子 群 。 同 理 ,， D1/ 也 
是 .43U 引 在 Ne(30D/a 内 的 补 子 群 ， 然 而 可 解 群 
F/A ~ (NeA) /A/CAA/A) ~ D/A 
之 合成 群 列 的 长 小 于 五 之 合成 群 列 的 长 !， 故 由 《4) 式 而 据 归纳 
法 的 假定 , 则 知 有 y€ Ne(90 使 
F/A= (Ay)!. Da (0D ) = 六 DiyAa， 
故 F = yDiy 一 yiDxy 一 (xy)-iD(xy), 芭 F 与 D 共 罗 . 
至 此 ,定理 2 完全 获 证 . 
附注 ”定理 2 中 的 条 件 “4 或 G/4 中 有 一 为 可 解 群 ”实际 上 是 
多 余 的 . 事实 上 ,由 (o(4), [6:4]) = 1, 即 知 o(4) 与 o(6/4) 至 
少 有 一 个 是 奇数 , 而 奇 阶 群 必 为 可 解 的 (文献 [6 了 ), 故 4 与 6/4 至 
少 有 一 个 为 可 解 的 ， 于 是 合并 定理 1 与 2， 则 有 结论 ， 当 有 限 群 之 
正规 子 群 的 阶 与 它 的 指数 互 素 时 , 则 这 正规 子 群 必 有 补 子 群 ,， 且 除 
共 罗 者 外 , 补 子 群 还 是 唯 -- 的 。 
有 了 舒 尔 定理 容易 知道 有 限 群 与 它 的 弗 拉 梯 尼子 群 的 阶 中 
所 含 素 因数 之 关系 , 即 有 


和 


和 


献 121] 的 $2) 

事实 上 , 设 oCG) = plipi…p! 为 oC(G) 之 索 因 数 分 解 。 若 
BCG) 评 1 则 HG) 之 阶 必 含 某 一 素数 p; 之 最 高 暴 pfi 中 aj>0. 
由 6 之 有 限 性 知 8(G) 为 宕 零 的 (第 二 章 $5 定理 7 之 (Gi))， 故 
@(G) 有 唯一 个 西 洛 pj;- 子 群 5;, 因 之 5; < 8CG), 故 再 从 PB(G) 
4 4G (第 二 章 $5 定理 7 之 () 得 知 5;q 4G，。 假 车 一 4%, 则 
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由 舒 尔 定理 , 知 有 使 
的 G 之 子 群 B, 故 ol(B8) 一 ]] pi', 即 B < G; 但 男方 面 由 35S 


8B(G) 及 G 二 518B 又 必 有 G 一 8B( 第 二 章 §5 定理 7 之 (i)), 产生 
了 矛盾 ， 故 不 得 不 有 o 三 4, 即 G/8BLG) 之 阶 含 有 ol(G) 之 每 素 
因数 pj; 为 素 因 数 。 至 于 在 BC(G) = 1 时 ,更 勿 庸 论述 。 因 之 定理 
3 获 证 ， 

关于 分 离 扩张 ， 文 献 133,， 34, 35] 都 论述 了 扩张 能 分 离 的 其 
些 充 要 条 件 . 例如 文献 [33] 中 一 个 主要 结果 是 : 若 4 为 有 限 群 
G 的 交换 正规 子 群 , 则 G 在 4 上 可 分 离 的 充 要 条 件 是 对 olG) 之 
每 素 因 数 p, G 之 西 洛 好 子 群 y 在 Smna4d 上 可 分 离 ， 文献 [34] 
是 利用 这 结果 而 去 掉 4 之 交换 性 这 一 条 件 后 来 解决 相应 的 结论 。 
文献 [35] 是 企图 和 导 找 4 应 满足 怎样 的 条 件 (必要 又 充分 ) 才 使 凡 
含 4 为 正规 子 群 的 群 G 恒 在 4 上 可 分 离 。 对 这 些 问题 都 不 作 详 
述 , 仅 摘录 其 中 的 片断 作为 练习 题 (参看 下 面 的 问题 2 一 5) 来 结束 
这 一 节 ， 

问题 1 ”有限 非 交 换 的 寄 零 群 6G 的 换 位 子 群 之 阶 能 否 与 其 指 
数 互 素 ? 

问题 2 设 G 为 4 之 分 离 扩张 , 则 4 与 G 之 中 间 群 了 ( 即 卫 为 
包含 4 为 子 群 的 CG 之 子 群 ) 也 是 4 的 分 离 扩 张 . 《文献 [33] 的 
satzl ) 

问题 3 设 44G, 则 C 之 子 群 C 为 具 性 质 G = AC 的 G 之 
一 个 极 小 子 群 的 充 要 条 件 是 4PCSGB(Cc)， 但 cy) 为 C 之 弗 拉 
梯 尼 子 群 .文献 [34] 的 546 页 ) 

问题 4 设 4qG 且 《ol(4d)，[G:4]) = 1。， 试 证 6G 之 任何 
子 群 妃 为 4 门 旦 之 分 离 扩 张 . 《文献 [34] 的 548 页 ) 

问题 5 设 4 为 有 限 群 G 之 交换 正规 子 群 . 车 G 在 4 上 可 分 
离 ， 则 G 之 任何 西 洛 产子 群 $55 在 Sy 人 门 4 上 也 必 可 分 离 。( 文 献 
[33] 的 98 页》 
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问题 6 若非 交换 群 G 为 其 中 心 Z(G) 之 分 离 扩 张 ， 则 商 群 
G/2Z(G) 无 中 心 。 

问题 7 试 证 定理 2 中 凡 阶 等 于 4 之 指数 的 G 之 子 群 的 个 数 
必 为 of 4) 之 因数 ， 


$7 ， 鲜 积 


圈 积 概念 是 扩展 理论 中 的 一 个 新 的 概念 ,也 是 一 个 特殊 情况 ， 
对 于 构造 群 的 例子 是 很 有 用 的 工具 .利用 它 容 易 决 定 *# 次 对 称 群 
56, 之 西 洛 子 群 . 

定义 1 设 G 为 全 而 且 为 有 限 个 文字 之 集合 9 上 的 志 执 群 
(不 必 是 可 和 的 )， 所 谓 G 与 已 的 基 积 (用 符号 GH 表示 ) 指 的 是 
二 二 符号 个 (9,4) 的 集合 ,如 

G4 如 一 《(9， 让 1 五 , 为 0 在 群 G 内 的 映射 }， 
并 规定 《91， DC py,» hy) < 《9p， A1h2) 为 结合 法 则 ， 但 对 全 i€0Q 
有 Pu(i) = pi : p21:). 
附注 所 请 ?为 9 在 群 G 内 的 映射 ， 其 意义 是 对 每 i E90 有 

P(EG， 设 2 人 yi m); 则 pC) g(t),:，- slin) 表 

示 避 之 #5 个 元 、 但 它们 中 人 允许 有 相同 的 ; 如 另 # 个 元 gs， 

4 ia) 区 (加 ) 具有 关系 式 几 (12) 一 p54) 对 4 一 1， 2 都 

成 立 ; 就 说 网 一 gp 否则 即 汪 个 等 式 册 (RD) 一 9(R) mm 2 

n) 中 只 要 有 一 个 不 成 立 ， 就 说 了 9 站 

下 面 要 证 有 明 有 关 鲁 积 G 刀 号 的 几 个 问题 。 

事实 上 ，[ 《pi， A ba) CPs, ha) — (Pun, Mh) CP, ks) = 
《gp hihh3)s RE pps) = Po) gs) = pO Pi ps 
C0), 但 i€ 8; 而 (pis BO CP ba) Cpas ba)] = Cp) (pa 
hhs) = (Pons hhaha)s TR Poali) = pA Fa) = pi) 9, 
Pa) pp a): 故 证 明了 结合 律 ， 

2) 对 任 16 9 令 s(D) -101 为 c 之 单位 元 ), 则 (e, 1) 为 于 
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事实 上 ， Dg, $) = 一 Cg, h) 中 gy). = ng 一 
6 站 9 一 g(D， 故 (es: 1)09，j) 一 (pp)， 即 (ey 1 为 Gd 
H 之 在 单位 元 。 又 《〈《@ h(E 1) =($,8) 中 号 说 一 下 (全 ， 
En 二 pl:)， 即 表明 了 (8m、4)(e，1) 二 (qq， 4h), 或 (g,1) 为 
GH 之 右 单位 元 ， 散 《8,1) 为 6 纪 H 之 单位 元 . 

3) G4H 之 每 元 49， 人 有 逆 元 《#7'), 但 

PO) = [pO ) TL!, 

事实 上 (6, A (ph) = (0, 4h) 一 (cy 1) 中 7) = 
pp = [gi] ol = 1, 即 o 一 si 又 (6)， 
(RD = C7, MD =(7,1) 中 70 = ps0) = pi) 
[gli = pO [9 一 1 一 ED)， 即 一 5 ， 故 5g， 
7) 为 《9p，A) 之 逆 元 . 

于 是 得 知 定义 1 中 的 转 积 6 人 H 是 一 个 群 ， 

车 为 有 限 群 , 则 因 G 亿 中 元 《9, 4) 之 上 可 跑 遍 五 ， 故 克 
之 取 法 有 oH) 个 可 能 性 ,而 9 因 可 为 个 文字 心间 和 之 集 
合 遇 在 内 的 任何 映射 , 即 对 每 记 言 pCii) 可 为 G 之 任何 元 ,于 是 
PCs9(),-…>pQ,) 都 可 独立 地 跑 遍 G, 故 台 在 6G 内 的 映射 之 个 
数 等 于 [oCG)J". 因 之 有 : 

定理 i 有 限 群 G 与 * 个 文 字 之 集合 9 上 的 置换 群 刀 之 闫 积 


GILH 亦 为 一 有 限 群 ， 其 阶 等 于 [o(CG)]”- oHY. 

下 面 再 研究 定理 1 中 图 积 GH 之 构造 ， 

1) 1 中 图 积 GH 有 一 个 子 群 

= {C8» h)|hE H, el(i) = 1 对 任 i1€ 2}， 

且 五 ” 这 天。 

事实 上 , 若 如 ,入 EE 昌 , 则 因 (〈《s ph) + 《8, 如) 一 (ship)， 故 
映射 思 夺 (8, 4) 即 可 完成 H+ 全 万 . 

2) 图 积 G4H 有 * 个 于 群 DPI，D…，D。， 且 每 D,; = 6. 
其 中 DD; 二 {C9, 1)19(7) 二 1 当 j7 半 时 }. 

事实 上 , (gp, DED; 与 (gy, 1)€ Di 时 因 (9, 1)(4, 1) = 
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os DD ol) = pO = POG) 及 开办 一 9 六 的 六 切 一 1 
当 了 短工 时 ,， 故 据 D; 之 音义 得 知 (9，1)(0，1)6 Di。 且 间 时 还 
证 有 明了 有 映射 (pe， 1)[E Di] 一 gp(i) 为 D; 在 6 内 的 同 态 映射 。 但 
对 任 x€ G。 由 于 有 外 在 6 内 的 这 样 一 个 映射 9 使 er(i 放 之 # 及 
og) 一 1 当 7 了 半 关 人 时, 凤 (o,1)€ Di, 故 Di 中 元 (8,1) 一 9(i)€ 
G 为 D; 在 G 上 的 同 态 上 映射 。 又 对 应 (9，1) 一 g() 为 一 对 一 的 
是 很 明显 的 ， 于 是 证 得 了 每 D; 守 6， 

3) 设 D={(v, Dlp:0 一 6}, 则 D 4 Gh， 且 有 直 积 
D=DxD,x...xD,, 但 D; 是 在 2) 中 所 定义 的 ， 

事实 上 , 当 (qg, 1)€D 时 , 若 令 p(1) 二 ,9(2) 一 8 
p(n) 二 g。， 并 作 避 在 6 内 和约 这 样 的 上 映射 qi 使 Bj( 让 二 及 
pi( 站 二 1 当 i7 疡 i 时 , 则 因 有 

g1 = p01) = pel) = pA1) pi, 
= pf(2) = p12) 一 pi2) PA) ps2)s 
go = gp(z) 一 Pal) 一 p(n) pr) nD 

故 《9， 1) = (qi DC;, Oe ert pps 1)€ DIX DX Xx D,, 
即 证 明了 D = Di Xx Da X…… x D,. | | 

其 次 , 作 GH 人 r: C9 6) >h— (ps by". 显 
然 ， 这 映射 为 多 对 一 的 ; 由 于 《〈@， 六 (由 大) 一 《0, hr) 中 (C0, 
Ap 一 RH， 政 (ps PC 21) 开 一 (47 大 郑 ; .因而 证 朋 
了 rz 为 C 包 在 互 上 的 同 态 映射 ;又 这 局 态 的 核 基 由 六 一 《9， 
有)* 一 1 之 (q, 4 所 组 成 的 ， 改 同 态 之 核 是 由 形 为 (9». ft) 之 元 所 
组 成 的 , 即 核 为 卫 , 也 就 是 PAGUUH, 


和 


Pat 


事实 上 , 当 4 Kg， he 因 显然 有 
(gp, 为) 《mp， 1) (e， 1)， 
式 中 gs(i) = 1 对 任 i€ 08, 而 《9,1)€ED, (es, 1)€ HH"， 故 证 得 了 
357s 


一 rrr 一 


G0 日 二 DH*， 但 DNH* 一 1 显然 ， 故 H* 为 也 之 补 子 群 〈 在 
GR 内 ). 
其 次 ， 当 好 一 (e, 有 EH* 及 di 一 《yg，1)&€ PD; 时， 因而 
gf 一 当天 工时 ,就 有 
Ar 24 = (es hp) (Cg, 1)(e 1) 一 《sj DCP, 1)(e, h) 
= (8, hs, h), 
式 中 $80) 一 9( 产 )。 因 之 得 到 
ph*-ldh* = (ao, 1), 
而 有 
o)) = pO) eft) = G0)) = pl” 7) 
于 是 当 盖世 时 ， 有 加 半 i 随 而 oC()) 一 p09*') 二 1, 即 《0， 
1)€ Da 证 明了 h*-!1Dih* 二 Dp, 
总 括 上 述 , 证 得 了 


和 


D=D,x D,x.:.. xD,, 
其 中 Di 一 {C9; Dp(7) 二 1 当 i 时 | 之 6G, 又 H* =={(s， 
4 EH} 二 日 (但 (i) 一 1 对 任 ?6 80), 且 H* 为 DD 在 GNUH 内 
的 补 子 群 ,因而 
GB/D ~ H*, 
又 以 H* 之 元 如 一 《es 有 ) 变 D; 之 形 而 有 4*“Dih* 一 Da、 特 当 
G 为 有 限 群 时 ,，o(G 包 已 ) = o(G) :olH). 
内 注 ” 特 当 吾 一 1, 即 妃 仅 由 伍 等 晤 换 而 成 时 , 则 DP = G401; 

故 今后 也 就 常 号 忆 = 56401, 

关于 图 积 的 西 洛 子 群 ,不 难 证 明 下 面 的 

定理 3 设 6 为 有 限 群 G 的 西 洛 p 子 群 , ,为 ”个 文字 之 
集 9 上 置换 群 妈 的 西 洛 p- 子 群 , 则 Gvf2H, 为 GLH 的 西 洛 子 
事实 上 ， 由 定理 1 或 定理 2, 得 知 o(Gp 人 Hp) 二 o(Gp)"， 
oC(Ho)，o(G4,H) 一 olG)" .ol 日)， 因 而 okGpl4Hs) 等 于 整除 


* 358* 


ofGd 万 ) 之 了 的 最 高 徊 , 故 云 ， 
利用 圈 积 的 概念 ,容易 求 7 次 对 称 群 6。 的 西 洛 子 群 . 
事实 上 , o(5,) 一 2!， 易 知 能 整除 21 的 ?之 最 高 宕 等 于 p*， 
但 M=|2| + 加 bp + 性 | 是 不 起 过 也 的 最 大 
整数 . 
再 用 了? 进 制 法 来 表示 nn, 即 写 为 
n=ap tap 二 -十 asp + dry (1) 
但 o。 和 每 a; 所 一 1, 于 是 得 知 
M 二 qolp"l 十 p77 十 -一 十 pp 十 1) 十 alp* 十 :+ 
十 轧 十 十 -十 a (2) 
特 在 > 一 z 时 ， 则 产 次 对 称 群 Syr 的 西 洛 p" 子 群 之 阶 等 于 p™r， 
其 中 入 :二 py 十 2 了 十"… 十 p 十 1. 于 是 , 就 可 知道 如 果 能 
作出 sp， So ，…，SGp 的 西 洛 子 群 , 则 5, 的 西 洛 子 群 也 就 可 很 容 
易 地 作出 , 但 * 为 如 (1) 式 所 表示 ， 这 是 由 于 将 = 个 文字 分 成 每 
组 含 p* 个 文字 的 ao 组 ,每 组 含 如 个 文字 的 mm 组，*……… ; 每 组 含 
如 个 文字 的 as- 组 , 以 及 含 单个 文字 为 一 组 的 共 as 组 后 , 若 对 每 
一 组 上 的 对 称 群 都 作 其 相应 的 西 洛 子 群 ,然后 作 它们 的 直 积 P, 这 
样 就 得 到 了 一 个 阶 为 px 的 子 群 , M 如 (2) 式 所 表示 , 因而 了 自然 
是 6, 的 一 个 西 洛 p 子 群 ， 所 以 下 面 就 来 讨论 作 儿 ,人 Sy > 扣 r 
之 本 党 产 子 群 的 具体 方法 ， 

” 因 5 的 西 洛 p 子 群 之 阶 等 于 p, 故 必 为 阶 ?之 循环 群 ， 因 之 
由 一 个 # 项 循环 m 一 (1, 2,*……, Pp) 所 生成 的 了 p 阶 循环 群 {a1} 是 
?个 文字 1,2,…*…*, p 上 对 称 群 S 的 一 个 西 洛 产 子 群 。 和 注意 疡 
个 文字 1， 2 ， 六 上 的 对 称 群 Sb: 有 一 个 子 群 等 于 ?个 ?了 阶 
循环 群 之 直 积 ， 这 ?个 了 阶 竹 环 群 分 别 由 ?项 循环 a = 二 (1,2， 

ps0 = (p+1l pit2, 2p) op (Pp+il, 
产 一 上 十 2,"……, p”) 所 生成 的 .再 作 置 换 

pg=(lypt1l,2p+1,.*.,p—p+i+1) 
《2:,pP 十 2;, ?十 2 所 一 娟 十 2)- 
。359 。 


(p, 2 3p,°**, p’), 

显然 o(8) 二 p, 且 有 108 = airx1( 脚 指标 是 按 神 而 了 到 的 )。 于 
是 由 中 及 1; wx2y ”1 Ap 所 生成 的 Gy 之子 群 P= {m1， 0 39" "> 
aps 有 的 阶 为 加 故 忆 为 so 之 西 洛 因子 群 ， 但 据 轩 积 之 意义 
可 知 《far 之 阶 为 pf 并 由 定理 2 知 {Bj 名 fm} = (D1 X 
Di XX DDG) H*, 式 D=D XxX: x Dd {pdt{a); 
DNH*=1, 每 Di 之 {p} 之 {al 守 {m} {op}, BH* 
fo > {8}, ZZD {a)} X {ww} XxX--.. x {ozs}, 故 以 同 构 关系 
言 应 有 {B72{o) 守 {a} X ia X .x {ear}: {8} 一 忆 , 即 可 
视 为 二 {8)20{ar). 


一 毅 言 之 ; 设 已 为 疡 个 文字 1, 2,…… ， PP” 上 的 对 称 群 Spr 之 
西 洛 p- 子 群 。 莹 虑 pt! 个 文字 1， 2 3 p's, 2 ,***s pt 


上 上 的 对 称 群 Sprh。 选 取 Spr 之 阶 了 的 一 元 

c={[1,p + 1;2p + 1 Cp 1)p +1I}-:.: 

a I 
其 中 j= 二 1,2,-…,p'， 则 易 看 出 PD 一 ciPci 为 pr 个 文字 ip' 十 
l,ip’ 十 2 Ci 十 1)p" 上 的 置换 群 、 且 其 阶 为 p™r., 六 为 绢 个 
PD 全 一 0 1 一 1 均 为 文字 两 两 互 异 之 组 上 的 置换 群 , 故 
由 它们 所 生成 的 群 即 等 于 它们 的 直 积 , 即 
人 PP PP 

于 是 , “ 与 已 所 生成 的 群 fc, 户 } 之 阶 等 于 六 sr 但 pN, 十 1 一 
plp 十 -一 十 Pp 十 1 十 1 一 pr 十 十 产 十 pp 十 1 = Nes 
故 < 与 生成 的 群 fc，P,} = PH 为 站 个 文字 上 对 称 群 Err+: 
的 西 次 p 子 群 . 

如 果 把 P 看 做 是 p' 个 文字 1,2,'……, p' 上 的 置 拱 群 ,而 取 < 
作为 项 循环 < 一 (woyut9"…， Kp- 则 圈 积 P44c1} 得 视 为 符号 
(1, tj) 上 的 置换 群 ( 一 1,2,-……,p ;7 二 0,1,-…';Pp 一 1). 车 
将 符号 (zy wi) 改写 为 i 十 jp'， 即 令 (i， Wi) 震 :十 fp"， 则 由 定理 
2 可 看 出 如 上 所 定义 的 Pm 恰 等 于 阅 积 P, 包 {c}， 这 说 明了 作 
Sprit 之 西 洛 p- 子 群 时 ,只 需 先 作 Syr 之 西 洛 关子 群 户 , 再 作 只 与 
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另 一 个 乡 项 循环 ec 一 (om mp tp 之 图 积 P{cj， 并 视 符 
号 【7， Wj) 兰 :十 jp’ (i 二 1， 2 一 0 1 一 1) 后 ， 
可 知 Ph{c} 即 为 pt 个 文字 1,2,-…, pr,"… ,pT 上 的 对 称 群 
Sprt! 之 西 洛 p- 于 群 。 至 于 具体 作 Sor+' 之 西 洛 子 群 之 方法 可 参 
看 上 段 ， 

令 以 了 一 2 为 例 , 来 求 Ss 之 西 洛 2- 子 群 ， 很 显然 , 6 之 西 洛 
子 群 一 {a1}, a 一 (1,2), 于 是 4 之 西 洛 2- 子 群 为 PB 一 {a， 
b1}, b= (1, 3)(2,4), 歼 Ss 之 西 治 2- 子 群 为 P; 一 {ais bis clj， 
i C1 》 5)(2， 6)(3， 72(4， 3)， 

同 理 ， 为 求 Sw 之 西 洛 3- 子 群 ， 先 求 G63 之 西 洛 3- 子 群 Pi 一 
{a}， wa 一 《1, 2,3); 再 求 5 之 西 洛 3- 子 群 忆 一 {a, 8},8 一 《1， 
4,7)C2,5, 8)(3, 6, 9); 于 是 可 得 5z 之 一 个 西 洛 3- 子 群 为 一 
{a, B, yj, 但 y 一 (1,，10, 19)(2，11, 20)(3, 12,21)(4,13,22) 
{5, 14, 23)C6, 15, 24)(7, 16, 25)(8, 17, 26)C9, 18, 27). 

问题 求 sa 的 西 洛 2- 子 群 及 西 洛 3- 子 群 ， 
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第 五 章 Pp- 群 


群 的 重要 性 已 在 第 二 章 里 说 过 ,例如 有 限 循环 、 交换 军 零 
群 都 可 表 写 为 pz- 群 的 直 积 ， 有 限 可 解 群 虽 不 能 写成 p- 群 之 直 积 ， 
但 可 写 为 两 两 互 根 可 交换 的 -- 些 p- 群 之 积 ( 如 西 次 基 底 ). 因 有 限 
群 大 致 可 分 为 两 类 ,一 类 是 有 限 单 群 , 一 类 是 有 限 可 解 群 , 故 从 有 
限 可 解 群 的 分 解 定理 来 看 , 足以 说 明 p- 群 的 理论 在 有 限 群 中 的 重 
要 地 位 。 在 这 章 里 我 们 只 讨论 p- 群 的 几 个 基本 间 题 《一 ) yp- 群 
的 基本 性 质 ,， (二 ) 四 元 数 群 ;哈密 尔 顿 (Hamilton) 群 ,，《 三 ) 有 条 
件 限 制 的 寻 群 ,。《 四 ) p- 群 的 自 同 构 群 ， 

关于 扩 群 的 进一步 的 探索 ,例如 p- 群 的 表 写 (构造 )、 止 则 pp- 
群 等 等 都 留 在 下 其 里面 去 讨论 . 


§1. 2- 群 的 基本 和 性质 


既 要 研究 p- 群 ,当然 首先 应 弄 清楚 p- 群 具有 怎样 一 些 基本 性 
质 , 便于 后 面 引 用， 这 就 是 本 节 的 是 的 ， 

因为 z- 群 是 晕 零 群 , 所 以 有 限 窜 零 群 的 一 些 很 基本 的 性 质 当 
然 在 p- 群 里 都 成 立 ， 例 如 , p- 群 的 中 心 不 为 单位 元 群 ; p- 群 的 真 
子 群 便 小 于 它 的 正规 化 子 ， 因 而 为 这 p- 群 的 次 正规 于 群 ， 由 是 也 
必 为 这 p- 群 之 某 个 合成 群 列 的 一 项 ; p- 群 中 异 于 1 的 正规 子 群 总 
含有 这 p 群 的 非 单 位 元 之 中 心 元 ， 等 等 . 

今后 , 恒 假 定 产 群 G 的 阶 为 p", 即 o(G) 一 p*. 

CG 之 有 限 性 保证 了 G 有 极 大 子 群 与 极 小 子 群 。 今 问 它们 对 G 
之 关系 怎样 ? 若 玉 为 G 之 一 极 大 于 群 , 则 由 G 之 宕 零 性 知 K<4 G6， 
且 商 群 G/K 无 真子 群 ,因而 为 素数 和 阶 的 (循环 ) 群 ,当然 有 6’ 二 [G6， 
G]CK. 于 是 有 
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一 并 长 忆 
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定理 1 p" 阶 j- 群 G 训 每 个 级 太子 于 K 便 为 王 规 的 且 有 看 
一 踢 注 “定理 1 实际 上 也 是 第 二 卓 $+ 定理 7 之 推论 1 的 重复 . 

在 下 面 我 们 还 会 知道 其 个 数 必 三 1 (modp)。 参 看 下 面 的 定理 7 或 

8。 

z- 群 之 极 大 子 群 既是 正规 的 且 有 指数 p， 再 问 其 极 小 子 群 又 
怎样 呢 ? 易 知 极 小 子 群 的 阶 为 p, 但 不 一 定 是 正规 的 ;于 是 问 : p- 
群 G 之 极 小 正规 子 群 六 又 怎样 呢 9 由 M 4G 及 G 之 回 零 性 得 知 
MNZ(G) 半 1, 故 从 MNZCG) dG 以 及 M 在 G 内 的 极 小 正规 性 
就 应 有 MN 由 ZCG) 一 要， 其 MZ(G), 故 好 之 子 群 也 是 G 的 正 
规 子 群 ， 因 而 再 据 邓 之 极 小 正规 性 可 知 邓 自身 没有 异 于 1 的 真子 
群 ,不 得 不 有 o(CMJ) 一 p, 即 有 下 面 的 

定理 2 ”pp- 群 G 之 极 小 正规 子 群 的 阶 等 于 县 包含 在 6 之 中 
心 内 . 

附注 还 可 知道 极 小 子 群 与 极 小 正规 子 群 的 个 数 都 三 1(modp)。 

参看 下 面 的 定理 7 与 定理 8. 

用 完全 同样 的 方法 可 证 明 

定理 2 任何 宫 零 群 的 极 /| 修正 规 子 群 必 包 含 在 原 群 的 中 心 


和 


事实 上 , 设 1 一 Co< 6G<G< <G 一 <G 一 G 为 t- 
群 G 的 一 个 主 群 列 , 于 是 G;/ Gi 是 G6/Gi 之 极 小 正规 子 群 (i 一 
1， 2 一 1)， 改 由 定理 2 知 o(G, /GD) 二 pp(i=1,2,.-.， 
rf 一 1); 又 握 主 群 列 之 意义 知 G- 为 G 之 极 大 正规 子 群 , 不仅 如 
此 而 且 还 知 Gm 为 G 之 极 太子 群 ( 因 不 然 的 话 , 则 如 G, 过 日 二 
G 之 G 之 极 大 于 群 互 存在 , 随 而 由 定理 1 得 HJG, 而 与 6 在 
G6 内 的 极 大 正规 性 相 矛 盾 ), 故 olG/Gi) 一 请 (定理 1)。 这 足以 
说 明 每 Gi 是 Gi 的 一 个 极 大 正规 子 群 (4 一 1 r+), 即 

1 一 0 <G<G< < <<G=0 
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是 G 之 合成 群 列 .证 完 ， 

用 完全 类 似 的 方法 ,可 证 

ney ee ee 

推论 1 六 阶 广 群 C 对 每 ;一 1 2 2 一 1 都 至 少 有 一 
个 阶 z 的 正规 子 群 . 

附注 实际 上 ; 阶 为 z' 之 正规 子 群 的 个 数 三 t(modp)。 湖 看 下 
面 定 理 7. 
由 是 又 有 


4 9 


水 关上 。 令 olG) 之 素 因 数 分 解 为 0(G) 一 plipP* pi 二 
六 pp 每 oi 之 4), 于 是 因 G 于 Sp, X Sp, XXX Sp,, Spe 
是 G 之 唯一 的 一 沾 西 洛 pj;~- 子 群 ， 故 每 5y; 至 少 有 一 个 阶 为 z 的 
-正规 子 群 囊 《推论 1)， 因 之 由 于 54, 为 G 之 直 因 子 又 知 Hi 6， 
所 以 

H= iH,, Hi,:*, H,} 一事 万， 
~Hx HX-... x HAG 
年 o( 吾 ) 一 及, 证 完 . 

上 面 是 从 p- 群 的 极 大 子 群 与 极 小 于 群 着 服 ,看 它们 对 p- 群 的 
影响 怎样 所 探索 出 来 的 一 些 狂 质 . 我 们 再 从 p- 群 的 交换 性 与 非 交 
换 性 来 考虑 . 已 知 p 阶 群 为 循环 群 , p? 阶 群 为 交换 群 ,于 是 非 交 换 
pf- 群 的 阶 至 少 等 于 六 。 今 问 非 交 换 p- 群 G 的 阶 恰 为 妨 时 ，G 究 
竟 有 怎样 的 性 质 呢 ? ”这 时 由 于 G 之 非 交 换 性 与 客 零 性 可 知 1 二 
Z(G) 二 6 与 1 过 6 一 [G,G] < 之 6G, 由 于 G/Z(G) 不 能 为 循环 
群 ( 第 一 章 $7 定理 10) 可 知 必 有 olG/Z(G)) 一 PP, 即 o(Z(G)) 一 
f， 因 之 G6/Z(G) 是 交换 的 而 有 G = [GG]S2CG), 故 这 时 不 
得 不 有 G = Z(G), 即 证 得 了 

定理 4 z 阶 非 交 换 p- 群 之 中 心 和 换 位 子 群 是 -一致 的 ,而 为 
? 阶 循 环 习 
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dd 一 般 性 的 结论 , 即 
呈 必 地 入 六 

事实 上 ， 由 G 之 非 交 换 福 知 C/Z(C) > 1, 但 G/Z(G) 又 不 
能 为 循环 群 ， 故 prlo(G/Z(G))， 然 而 G 之 军 零 性 又 保证 了 G 有 
上 中 心 列 

1 一 Zoo< Zi<. ee 

式 中 oO a 1，2,'…，m),， 于 是 由 于 (G/ 
a se pk G/Zm-: 也 
不 是 循环 的 , 就 不 得 不 有 pr|oCG/Z。-_); 但 G/2Zw 之 交换 性 又 
保证 了 6G’ = [G, G]SZ。_， 由 是 当然 有 oCG/Z。-1)1o(G/G')， 
故 又 得 产 |o(G/G’)。 证 完 . 

定理 5 之 证 明 的 关键 在 G 之 非 交换 性 与 寡 零 性 这 两 点 、 故 用 
完全 类 似 的 方法 可 证 得 


是 


群 , 基 阶 都 能 至 少 合 两 个 素 因 数 ( 异 或 向 》. 

下 面 册 讨论 疡 群 之 子 群 的 个 数 这 个 问题 。 当 然 , 要 假定 p* 阶 
p- 和 群 G 不 是 循环 群 ,因为 对 循环 群 之 阶 的 每 因数 %, 这 循环 群 恒 有 
唯一 个 阶 如 的 子 群 ， 早 在 第 一 章 $4 里 就 说 过 。 yp- 群 中 除 循环 群 
外 就 只 有 初等 交换 群 较 简 单 些 , 我 们 就 从 初等 交换 p- 群 先 谈 起 ， 

设 o(G) = p* 且 G 为 初等 交换 的 ， 于 是 中 除 单位 元 外 各 元 
的 阶 为 p, 故 G 有 p" 一 1 个 阶 p 的 元 。 又 知 G 恒 有 阶 的 子 群 
(Cr 一 1,2,"…,# 一 1), 今 用 记号 N,, 表示 加 阶 初等 交换 群 G 
中 p' 阶 子 群 的 个 数 。 

由 于 G 中 每 个 ? 阶 子 群 含 p 一 1 个 阶 ?* 的 元 , 且 任 二 个 p 阶 
子 群 又 无 公共 元 ( 除 单 位 元 外 7) 改 避 中 p” 一 1 个 阶 b 的 元 得 分 居 
在 (py” 一 1)/(p 一 1 个 ? 阶 子 群 里 面 , 即 G 中? 阶 子 群 之 个 数 应 
等 于 

No (p” — 1)/(p— 1)., 
再 令 Pi 为 p* 阶 初 等 交换 群 G 的 一 个 p* 阶 子 群 ， 于 是 商 群 
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G/P 为 gr* 阶 的 初等 交换 群 ， 故 据 刚 才 上 段 所 说 的 理由 得 知 
G/P 中 中 阶 子 群 有 
i 

Pl 
个 ， 这 也 就 是 说 pr” 阶 初等 交换 群 G 中 凡 包 含 Pi 为 子 群 的 ptt+! 阶 
子 群 之 个 数 等 于 N,-twn。 因 之 , 当 PP 跑 遍 6 中 一 切 pt 阶 子 群 时 ， 
就 得 到 了 G 中 Nt No 个 kr 阶 子 群 《 当 然 其 中 必 出 现 有 重 
复 的 ), 并 且 G 中 Notti 个 ptl 阶 子 群 也 完全 都 在 里 面 - 

但 因 G 中 每 个 p*+! 阶 子 群 也 是 初等 交换 和 的， 故 它 应 包含 
Ninx 个 姑 阶 子 群 ， 于 是 G 中 每 个 ptt! 阶 子 群 在 上 段 所 说 的 
N,-kta No 个 内 面 都 要 重复 Nttut 次 * 故 结果 必 有 Nk" Nok 一 
Noktr * Narr RB 

Na 一 Naot Nog (1) 
PVA 
今 以 和 一 1 代 人 人 (1) 式 中 ,得 


N = 人 -ol No 一 (一 卫 7 
zp2 Ny p a 1 加 pi 1 


二 
(一 1 一 1) 


族 与 公式 No 一 行 -一 这 合并 , 看 出 了 规律 性 ,可 归纳 地 假定 对 
言 ) 


Nt 四 


ia 2 
tI) 9 
由 是 再 利用 公式 (1) 人 
Nena = Dts es li 
er 户 一 ] 


(一 1 一 1 一 工 ) 
(pO— 1)p 1)...(pt— 1) 
(PN lt 1) 
(pO— Dp — 1D)-..(p:— 1) 
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(要 一 1)Cpr 一 1) (pt 一 1 一 1) 
(一 1 一 1 (的 一 1)(ptr 一 1 
人 (2) 这 也 就 证 明了 下 面 的 


和 


2 0 "1 1) Cn = 
(p— DFOo1)--..(p Oo 1) 
由 这 定理 6, 又 得 下 面 的 
推论 No 一 1(modp), 有 Nsw 一 Is， 
事实 上 ,由 定理 6 可 知 
-1 (Cp: De I (Ce, 


= 一 r+1 


再 展开 左 、 右 两 边 ,就 得 到 (一 17 . N。。 一 《 一 1)r(modp)， 
BI N,,, = 1(modp). 
又 因 


了 c:-D-Jw-D: 1 (一 1) 


-J D): TI Ce:—1), 


R=n—r+1 


TI CD II Wy 


义 二 下 一 ?了 填 1 f=! P 小 了 
HI (pi — 1) [I (p*— ry 


BD Ns No. 证 完 ， 

当 yp- 群 为 初等 交换 群 时 ， 其 中 pr 阶 子 群 之 个 数 Nu。 由 定理 
6 0 因而 可 知 No = 1(modp); 然而 当 轨 阶 产 群 
G 不 为 初等 交换 群 时 ,其 如 阶 子 群 之 确切 个 数 m, 虽 难 以 估计 , 但 
仍 有 关系 式 mr 二 1(modp)， 而 且 也 知道 @ 中 加 阶 正规 子 群 的 个 
数 zu 也 有 王 1(modp) 的 关系 式 . 这 些 都 是 Ns 一 1(modp) 的 
推广 , 今 分 述 于 下 ， 
”“ 先 解 决 下 面 的 
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定理 7 任何 p- 群 6G 中 yp" 阶 正规 子 群 的 个 数 mw 有 mr 到 
1(modp)。 

证 明 设 o(CG) 一 纪 ， x 一 上 时 ,定理 显然 正确 【《 因 这 时 
r 一 0 或 1, 只 这 二 个 可 能 ). dt 7 对 于 
比 p" 小 的 阶 之 p- 群 言 是 成 立 的 . 

据 定 理 3 的 推论 1 已 知 G 至 少 有 一 个 ? 阶 正规 子 群 P， 于 是 
由 定理 2 知 P 了 CZ(G), 因 之 G 中 任 二 个 如 阶 正规 子 群 之 积 为 直 积 
且 是 初等 交换 的 . 再 取 G 的 男 一 个 2 阶 正规 子 群 。 如 它 已 包含 在 
上 述 二 个 之 直 积 内 ,就 丢掉 它 ; 如 它 不 在 上 述 二 个 之 直 积 内 , 则 它 
与 上 述 直 积 的 积 必 为 三 个 # 阶 正规 子 群 的 直 积 ; 用 这 样 的 方法 继 
续 敌 下 去 ,由 于 Cc 中 zz 阶 正规 子 群 之 个 数 是 有 限 的 , 故 结 困 可 知 G 
中 一 切 # 阶 正规 子 群 得 生成 GC 的 一 个 初等 交换 正规 子 群 4， 由 于 
4SZ(G)， 可知 4 的 每 个 如 阶 子 群 又 必 是 @G 的 正规 子 群 ， 于 是 G 
中 交 阶 正规 子 群 之 全 部 也 就 是 4 中 庆 阶 子 群 的 全 部 ， 故 4 中 少 阶 
子 群 的 个 数 也 等 于 4, 随 而 据 定理 6 之 推论 则 有 六 一 1 (modp). 

今 令 G 中 尺 个 ? 阶 正规 子 群 表 为 Pj(i 二 1; 2，…，m)， 于 是 
Pi 呈 1，2,-…， 4) 也 是 4 的 所 有 > 靖 阶 子 群 . 设 商 群 G/P; 中 
zt 一 阶 正规 子 群 的 个 数 为 aj, 则 因 oCG/Pi) = p” 了 , 故 由 归纳 法 的 
假定 可 知 每 a; 二 i(modp), 于 是 ， 


> 2j = ne 1l(modp). 
;=1 


注意 aj 的 意义 。 则 知 G 中 包含 已 的 六 阶 正规 子 群 之 个 数 等 于 aj， 
因而 包含 pb,，, Ps***, P,, 中 至 人 少 一 个 的 CG 之 产 阶 正规 子 群 的 总 个 


wd 


数 为 > oi (当然 ， 在 这 总 个 数 里 每 zr 阶 正规 子 群 可 能 出 现 重复 


ji 三 


若干 次 )， 但 因 G 中 每 个 pr 阶 正规 子 群 CP (一 1 2， -mm) 又 
必 包 含 G 的 一 个 (至 少 一 个 )p 阶 正规 子 群 为 其 子 群 (定理 3), 故 
© 中 pr, 个 p” 阶 正 规 子 群 Cw, CHD,- "ys Ceer) 都 在 上 述 药 总 个 数 
> a; 中 出 现 ， 如 令 C 久 在 总 数 3 aj 中 出 现 刀 次 (1 一 1, 2， 
i 二 1 jw 
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1, ) 3 就 不 得 不 有 


Tp D1 


SD 5; C=— > zj = #1 = llmodp), (3) 


i=1 j=1 
en 


所 谓 C5 在 总 数 > ， qi 中 出 现 六 次 , 指 的 是 已 , P:，… …，P。 中 
f=1 


有 且 只 有 5: 个 包含 在 C2 内 。 为 简单 计 ， 设 P,P，,*，* ,Ps; 是 包 
含 在 C 澡 内 的 6 中 己 个 pp 阶 正规 子 群 ;于 是 
[PP Pn} = BEACSZ(G), 

故 B 之 Pp 阶 子 群 也 是 点 的 p 阶 正规 子 群 、 但 因 BSCP， 故 8B 之 
fp 阶 子 群 也 是 包含 在 C0 内 的 G 之 ? 阶 正规 子 群 ， 于 是 因 包 含 在 
CC 中 内 的 6 之 ?了 阶 正规 子 群 只 有 Pi, Ps*……， Ps 这 上 如 个 , 政 B 之 fp 
阶 子 群 也 恰 只 有 P, P,,**-, P;; 这 bb; 个 ， 因而 由 8 之 初等 交换 性 
而 据 定理 6 的 推论 可 知 有 &; 天 1(modp)， 所 以 再 利用 (3) 式 就 得 
到 | 


= 之 | b; = iCmodp). 


故 由 归纳 法 知 定理 7 完全 获 证 . 

由 是 不 难 证 明 下 面 的 

定理 8 任何 p 群 6G 中 yp’ 阶 子 群 的 个 数 mm， 恒 有 mr 
1IKmodp )， 

事实 上 ，C2G 中 产 阶 子 群 的 企 部 可 分 为 两 类 : 一 类 全 由 G 之 
正规 子 群 而 组 成 ， 其 个 数 为 mm; 另 一 类 中 的 都 是 G 之 非 正 规 子 
群 ， 个 数 令 为 bj; 于 是 加, 一 十 *-。 据 定 理 7 已 知 有 x= 
i(modb) .但 二 个 如 阶 非 正 规 子 群 又 可 分 为 许多 共 罗 子 群 类 ,而 每 
共 斩 类 中 之 个 数 又 是 o(G) 之 大 于 工 的 因数 , 因而 能 被 整除 , 因 
之 有 4# 三 0Cmodp), 故 结果 有 mr 王 1(modp)。 证 完 . 

证 明定 理 8 0 ed 

在 第 二 a 若 p gle 不 
限 为 p 群 ， 则 GG 中产 阶 子 群 之 个 数 二 1(Cmodp)。 弗 罗 局 尼斯 
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《Frobenius) 推广 了 这 结果 : 只 要 名 |o(G)， 则 G 中 冲 阶 子 群 之 个 
数 三 1Cmodp)、 这 个 由 弗 罗 肩 尼 斯 所 推广 的 结果 , 曾经 由 五 . 给 
兰 德 给 出 巧妙 的 证 法 , 我 们 在 第 二 章 5$ 1 的 定理 1 里 已 早 有 记载 ， 
所 以 有 了 第 二 童 $ 1 的 定理 1, 这 里 的 定理 8 实 属 多 余 的 , 之 所 以 
还 写 它 的 原因 不 过 是 想 借 定理 6 中 明确 的 公式 推导 定理 6 之 推 
论 `\ 定 理 7 与 定理 8、 别 无 他 春 . 
我 们 现在 再 推广 弗 罗 扁 尼 斯 定理 ,而 有 
定理 9 设 p 中 olG), 已 为 G 中 加 阶 的 子 群 (0 委 B 委 ao)， 
则 G 中 凡 含 五 为 于 群 的 mt 阶 (8 <<8 + 所 a) 于 群 之 个 数 必 
二 1 (modp). 
附注 当 8 = 0 时 ,定理 9 即 为 厚 罗 扁 尼 斯 定理 . 
先 解决 下 面 的 
引 理 1 设 o(c) 一 加 , 妃 <G[ 即 oO) 一 加 且 8<a]， 
事实 上 : 因 这 时 加 为 寻 群 , 故 互 在 G 内 是 次 正规 的 , 即 五 为 G 
之 某 合 成 群 列 的 一 项 ,因而 得 知 G 至 少 有 一 个 阶 te: 的 子 群 (当然 
是 正规 的 ) 包含 总 ; 于 是 若 令 D 为 G6 中 所 有 含 瑞 的 如- 阶 子 群 的 - 
交 ,; 则 DdG 且 HESD.。 由 是 很 容易 看 出 : 6G 中 含 玉 的 p 阶 子 
群 的 全 体 与 6 中 含 D 的 p"" 阶 子 群 之 全 体 是 一 致 的 . 但 后 者 的 个 
数 等 于 商 群 G/D 中 指数 为 上 的 子 群 之 个 数 ， 故 由 定理 8 知 这 个 
数 二 1(modp),， 因 之 G 中 含 五 的 p"! 阶 子 群 之 个 数 二 1C(modp)， 引 
理工 证 完 。 
现在 来 证 明定 理 9。 
当 丰 一 0 时 :结论 是 正确 的 ,因为 这 时 只 有 互 一 个 。 今 归纳 地 
假定 当世 + 一 工时 结论 是 成 立 的 ,而 令 
Css CC (4) 
为 G 中 凡 含 互 且 阶 等 于 pet 的 子 群 之 全 体 , 则 据 归 纳 法 的 假定 
-可知 /一 1Cmodp)， 再 令 
Fis Fy, FP (5) 
为 6 中 凡 含 晴 且 阶 等 于 e+’ 的 子 群 之 全 部 ， 所 以 今后 的 目的 是 概 
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提 1 三 1(modp) 能 证 明 1 二 1(modp)。 

为 此 ， 令 包含 《47) 式 中 其 一 个 Cj 的 (5) 式 中 FF 之 个 数 为 所， 
于 是 访 很 显然 就 是 G 中 凡 包 含 Cj; 且 阶 为 zt 的 子 群 之 个 数 ， 这 
就 是 说 G 中 凡 包 含 Ci 且 阶 为 ptt 之 子 群 限 于 且 只 限于 这 上方 个 下; 
但 这 些 了 都 含 C; 为 正规 子 群 , 改 它们 都 在 Noel C7) 里 面 ,因而 方 就 
等 于 商 群 Ne(C;)/C; 中 乡 阶 子 群 的 个 数 ， 故 据 弗 罗 扁 尼斯 定理 可 
知 广 三 1(modp). 

再 令 含 在 (5) 式 某 一 个 Fi 内 的 (4) 中 C 之 个 数 为 g;, 于 是 
由 上 述 的 引 理 可 知 每 g; 皇 1(modp)。 然 而 因 有 等 式 广 十 访 十 …' 
十 轴 一 下 十 史 十 -十 gr， 故 从 每 有 严 10modb) 及 每 gi 三 
1《modp) 就 得 到 1 站 二 4(modp), 因而 由 i 一 1(modp) 得 二 一 
1(modtz)。 定理 9 于 是 获 证 . 

我 们 知道 弗 拉 梯 尼 子 群 在 研究 乡 零 群 时 的 重要 性，z- 群 既是 
罕 零 群 中 的 特 款 ， 故 群 的 旨 拉 梯 尼 子 群 也 必 有 它 的 特征 , 今 问 
Pp- 群 之 弗 拉 梯 尼 子 群 的 特点 究 况 是 什么 ? 

先 证 下 面 的 

引 理 2 设 p 群 6 之 商 嫩 G/N 为 初等 变 染 的 ， 则 2CG) 
N. 

事实 上 , 若 x€G 一 N{ 即 x€G, xeN), 则 xN 为 G/N 中 阶 

名 的 元 ,因而 为 一 生成 元 ,好 得 写 
GAN 一 TrVXx{nV xX … Xx{fN)， 
于 是 G 一 {r， 加 9 ya N}> (91s Yes N}, 故 xEB(CG) 一 一 - 
第 二 章 §55 定理 7 之 Qi)， 这 就 证 明了 : 若 x€ BC(G), 则 必 有 x€ 
N. 故 24CG)EN， 证 完 ， 
附注 引 理 2 中 的 & 不 限于 为 产 群 ; 当 5 为 有 限 答 零 群 时 ; 也 

有 3 引 理 2, 证 明 的 方法 完全 一 样 

现在 来 研究 产 群 G 的 弗 拉 梯 尼 子 群 BCG). 

由 于 8(G) 是 6G 之 一 切 极 大 子 群 的 交 , 故 设 4 为 G 之 任 一 极 
大 子 群 时 , 则 o(G/4) ~ p 《定理 1), 因 之 对 每 xEG 有 x?€ 4， 
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故 若 令 G? = 二 1x?|xE G9， 则 GE4、 因 而 有 GrGEO(G)。 但 
G 二 16,G]C@(G), 于 是 就 有 CC EGG)。 反 之 ,从 G qqCG 
及 6GrG 得 GecrcG 而 有 Ge Gt 之 (G/G?)/(GG?/G?) 及 
G/G G 之 (G/G DAG G?/G'), 从 后 者 知 6G/G G 交换 ， 但 从 前 
者 知 G/G'G? 之 每 元 的 阶 为 p, 故 G/G'G? 是 初等 交换 的 , 因 之 据 
引 理 2 得 @(G)SG'G?+。 两 相 比 较 就 得 到 中 (G) 一 6'G*， 证 明了 

定理 10 p- 群 G 的 弗 拉 梯 尼 持 群 9(G) 一 6'G7. 

特 当 户 一 ， 时 、 赠 因 [as 器] 天 cg 一 22d2aBop 一 (2 一 Ba)2 。 
om 《gb 六, 故 有 GG 生 G?, 因而 又 得 

推论 1 pp 一 2 时 的 p 群 6 有 8(G) = G, 即 B(G)={z| 
xzE G}. 

又 对 任意 群 6, 设 4<J6, 而 取 6G/4 之 一 切 极 大 子 群 M;/4(i 一 1, 2 …)? 
则 诸 Mi 只 是 包含 4 的 G 之 极 大 子 群 ? 故 

EOE 门 Miy SCOOA/AG MN Hi/f4 = (0 (M14) = (6/14), 


可 是 对 p 群 言 ,; 歼 断言 “等 号 ”成 立 , 即 
推论 2 设 6 为 六 群 , 则 当 4<1G 时 有 
GC)A/A 一 ‘(6/4). 
这 是 由 于 所 定理 10 有 BC(G/4) = (6/4) (GfA)? = O04/4'(07A/4 = 
G 4。0341/4 一 CC8dA4 一 VSG)4A4 的 缘故 
关于 关 群 的 弗 拉 梯 尼 子 群 ;还 有 一 个 很 重 楼 的 结果 ; 即 
定理 11 设 6 为 六 洛 而 令 of G/B(C)) = ”. 那 示 6 和 


I 7 es 例如 6 阶 特 
环 群 具有 仅 由 一 个 元 素 而 成 的 生成 元 素 组 ,但 它 又 有 由 阶 2 之 元 与 
阶 3 之 元 这 两 个 元 而 成 之 最 小 生成 元 素 组 ， 
证 明 设 c 一 fw = xi)} 为 G 之 一 个 最 小 生成 元 素 组 ， 因 之 对 每 
人 = ly A) 言 都 有 


G 一 {X19*°s Xi9"'""g xi} > {ri 9 Fil Ti "99 xz 


1》 当 = 为 整数 时 , G" 表示 由 G 中 元 之 ”次 竺 所 生成 的 群 ， 
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故 os@(G) (第 二 章 $5 定理 7 之 (ii)), 于 是 由 6G/$(G) 之 初等 交换 性 《 害 
理 10 之 证 明 ) 知 ”更 (G) 为 G/8(C) 中 阶 记 之 元 , 故 由 G/B8(G) = {x12(G)， 
zag(G)，…， zi@(C)} 又 知 6/@(G) 得 表 写 为 {x2(6)}, {x8(6G)} {x 
3(G)} 中 个 的 直 积 (4%), 如 
G/CCG) = feig(G)) x {x PG))} x ee x {x 0)}, 

因而 有 G = {z my xuy (6G)} 一 {x49…s #4}s 故 由 最 小 生成 元 素 组 之 意义 
不 得 不 有 pz 一 4, 于 是 o(61@(G)) = pr 一 办 ， 故 据 题 设 o(C/8(G)) 一 六 
就 应 有 和 二 4, 即 6 之 每 个 最 小 生成 元 素 组 丛 含 了 个 元 素 ， 

其 次 , 设 xEG 而 *eg(c)， 则 至 少 有 C 之 一 子 集 M 使 G = {z，M}> 
{M); 今 取 M 为 具 这 性 质 的 6G 之 一 最 小 于 集 ; 并 设 {M} = {y,，…; y4} 且 去 掉 
任 y; 后 镜 下 的 都 不 能 生成 {M}， 于 是 G 二 {x yp? 且 易 知 xs sy 
y 为 G 之 一 个 最 小 生成 元 案 组 ;因而 所 上段 所 述 得 知 :+ 1 = 4。 定理 11 完 
全 获 证 . 

在 这 一 节 里 我 们 谈 了 四 个 问题 : 一 是 p 群 之 极 大 子 群 与 极 
小 子 群 对 这 p- 群 的 关系 (定理 1 一 3), 二 为 非 交换 p 群 之 换 位 子 
群 与 中 心间 的 关系 (定理 4, 5), 三 是 p- 群 中 子 烙 之 个 数 或 有 限 群 
中 p- 子 群 之 个 数 问题 (定理 6 一 9), 四 为 p- 群 之 弗 拉 梯 尼 子 群 的 
特征 (定理 10、117。 这 都 是 p 群 的 一 些 重 要 的 性 质 . 

问题 1 产 阶 p- 群 至 多 为 几 步 可 解 群 ? 

问题 2 ”型 为 [2, 1] 的 请 阶 交换 姑 群 有 z 十 上 个 姑 阶 的 子 
群 . 

问题 3 ” 非 交 换 p- 群 必 有 一 个 其 元 素 不 全 是 中 心 元 的 交换 
正规 子 群 . 

问题 4 ”推广 问题 3， 证 明 有 限 非 交换 宪 零 群 必 有 一 个 交换 
正规 子 群 使 其 元 不 全 为 中 心 元 . 

问题 5 ”推广 定理 10, 证 明 : 设 有 限 朝 零 群 G 之 阶 的 素 因 数 
分 解 为 o(G) 一 加 op 则 G 之 每 元 * 恒 及 YE @(G). 

间 题 6 当 wz 之 2 时 ,， p" 阶 初等 交换 群 G 中 yp 阶 子 群 的 个 
数 Ms1 十 pmodp (1 + < 2). 

问题 7 设 G 是 一 个 非 交 换 p- 群 , 且 它 芍 任 一 个 非 中 心 元 所 
属 之 共 罗 元 素 类 都 恰 有 ?个 元 素 .。 试 证 : 
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(i) 若 3XY yr, 则 >， yxy, yxy ys", 一 ?tl 一 组 成 G 
中 与 元 案 * 为 共 配 的 一 个 共 斩 类 ; 

(i) G 中 每 元 的 次 究 为 G 之 中 心 元 ; 

《ii) G 中 任 一 个 非 中 心 元 的 正规 化 子 是 6 的 一 个 极 大 子 群 ; 

Gv) C 一 [G,G]EZCc); 

(vY) G/Z(G) 为 初等 交换 群 ; 

(vi) G6’ 一 [6, 6G] 也 是 初等 交换 的 . 

一 1 


问题 8 设 ofG) = 二 p”, ol8B(G)) 一 如， 则 GCG 愉 有 EE - 


个 指数 为 z 的 子 群 ， 

问题 9 ”证 明 问 题 8 中 的 p- 群 G 没 有 阶 大 于 p”+ 的 元 . 

问题 10 ”pp- 群 中 阶 ? 的 非 中 心 元 决 不 能 够 与 它 的 任何 次 短 
共 斩 . 

问题 11 ” 较 间 题 10 更 一 般 性 的 结果 是 : 设 ofG) 二 prn,p 
是 素数 且 《p(p 一 1)，w) 二 1， 则 GG 中 阶 # 之 元 不 能 与 它 的 任何 
次 窒 共 辆 . 

问题 12 ”yp* 阶 p- 群 G 中 所 有 子 群 之 总 个 数 三 1 十 nCmodp)。 

问题 13 ”pp- 群 中 阶 ? 之 元 的 个 数 二 一 1(modp). 

问题 1t ”有 限 交 换 群 G 中 每 元 的 阶 {单位 元 除外 都 等 于 同 、 
一 个 数 和 时 , 则 G 必 为 初等 交换 六 群 旦 下 一 p. 


$ 2 四 元 数 群 ,哈密 尔 顿 《Hamilton) 群 


众所周知 : ” 侦 素 数 只 有 2， 它 与 奇 素数 在 性 质 上 有 很 大 的 差 
异 . 故 研究 p- 群 时 有 必要 对 p 一 2 的 场合 给 以 特别 的 注意 .。 木 
节 的 目的 就 是 着 重 讨论 p 一 2 的 p- 群 。 因为 四 元 数 群 与 哈密 尔 
顿 群 都 与 2- 群 有 紧密 联系 ,尤其 四 元 数 群 为 非 交 换 2- 群 中 最 基本 
的 ,而 哈密 尔 顿 群 又 包含 四 元 数 群 为 子 群 , 故 这 节 的 重点 就 放 在 它 
们 上 面 。 先 以 下 面 的 方式 提出 问题 . 

已 知 交 换 群 之 每 子 群 是 正规 的 , 今 问 其 逆 怎 样 ? 也 就 是 问 有 
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没有 非 交 换 群 其 中 每 子 群 都 是 正规 的 呢 ? 这 样 的 非 交换 群 如 存在 
就 叫做 哈密 尔 顿 群 ,因为 这 问题 是 哈密 尔 顿 首先 斌 究 的 。 于 是 我 
们 的 目的 也 就 是 问 蛤 密 尔 顿 群 存 不 存在 ? 如 存在 ,其 构造 怎样 ? 
首先 ,能 断言 下 面 的 
定理 1  y 为 奇 素数 时 ， 群起 不 是 丛 密 尔 顿 群 换言之 ， 


和 


本 


证 明 设 o(c) 一 加 当 n 一 1， 2 a 今 归 
纳 地 假定 定理 对 加- 阶 yp- 群 成 立 ， 取 5 中 任 一 个 阶 之 元 a: 
oka) 一 bp 则 因 4 一 {ejqc( 假 设 ), 故 4SZCG)( 前 节 定 理 2)， 
即 G 中 任 一 个 阶 ? 的 元 是 中 心 元 。 再 作 商 群 GE = G/4, 于 是 忆 
之 每 子 群 互 /4 产生 了 G 之 一 子 群 及 , 因 假 设 了 HAG, 牙 Hi4< 
他; 于 是 从 o(G) = p"! 而 由 归纳 法 的 假定 可 知 G 二 G/4 是 交换 
的 ,; 疏 G' = 二 [6, G]S4 = {ejCZ(G). 

苟 若 G 非 交换 , 则 G 必 有 非 中 心 元 。 今 令 * 为 G 中 阶 最 大 的 
一 个 非 中 心 元 , 而 设 ols) = pyr; 由 于 与 s 不 可 交换 的 元 必 存 在 ， 
故 若 令 * 为 这 样 一 些 元 素 中 阶 是 最 小 的 一 个 ， 而 设 o(z) 一 p*, 则 
当然 有 疡 z 人 > 1， 从 G 一 G/4 之 交换 人 狂 知 224 本 即 
t= sa(a>0) EB (a, py) 二 1; 又 因 {s}<G, 故 ist 一 02 
p 汪 >0 且 (8, p) = 二 1 并 有 8 半 1(modp*), 由 是 知 > 工 且 二! 一 
a"， 故 从 (a，p) 一 1 得 知 {5:7 一 ar} 一 0} = 4,8 一 1 = 
她 总 及 (Pp) 一 1, 因而 有 {一 下 == 一 4。 同 
理 ,利用 {1} 6G 又 可 证 {2”'} 一 4。 故 结果 有 {#2} 一 {sr}， 
不 得 不 有 上 如 一 一 mi (4 户 ) 一 1 

再 考虑 元 素 5 一 om“ ， 显 然 可 知 各 半 sb。 男方 面 ， 因 
c 二 [G, G1]CZ(G), 故 由 第 一 章 $ 10 定理 4 又 得 到 

bt” 一 《 Pi A 二 2 7 | sap 7 EL A 
于 是 再 所 6 二 [6G, G]CA4 一 (4) 及 olu) 一 2 而 利用 P 是 奇数 ， 
就 有 Er 1] 雪 4 一 1 因 之 又 据 太 个 ' 二 ?+47 得 知 
br = (eH 2 一 1， 
说 明了 G 中 还 有 阶 较 p* 为 小 的 元 5 一 tf” “， 它 和 :为 不 可 交 
和 人 # 


换 的 ,这 与 假设 矛盾 ,未 可 .定理 1 因而 完全 获 证 ， 
据 这 定理 1, 可 知 非 交换 疡 群 欲 为 哈密 尔 虫 群 ,; 则 必 有 p 一 2。 
现在 就 从 非 交 换 2- 群 中 去 寻求 ,看 到 底 有 没有 哈密 尔 顿 群 . 
知道 非 交 换 2- 群 中 阶 最 小 的 是 2 一 8。 首先 决定 这 样 的 群 
之 构造 , 即 设 eCG) = 2 二 8 且 G 非 交换 的 ,而 来 看 CG 之 构造 ， 从 
G 之 非 交 换 性 得 知 G 的 元 不 可 能 全 部 都 有 阶 2 (第 一 章 $4 问题 
1)， 又 由 oCG) 二 8 知 6 无 阶 8 的 元 ( 即 G 不 可 能 为 循环 ), 于 是 GG 
必 有 阶 4 之 元 , 今 令 ol4) 二 4Ca&《 G)， 因 而 从 [6:{a}] 一 2 知 
{a}<4G, 和 旦 有 
G/{a} = {Bb{a}l}, BE G, HE {a}. 
故 G = 二 {a,5}), ab < 65a. 但 因 ol28) 半 8， 故 或 如 二 1 或 所 二 
全， 只 这 二 个 可 能 、 又 由 sn6 之 ba 知 扩 la6 = 二 2 二 a 
反之 ,从 定义 关系 为 
4 二 1, 人 二 WW 或 二 1, bab = = 
的 二 元 4, 5 生成 的 集 G 二 {a, 5} 握 堆 尔 特定 理 《 第 四 章 $3) 又 
确 为 一 个 阶 8 的 非 交 换 群 ， 故 得 
定理 2 2: ~ 8 阶 非 交 的 群 为 且 仅 为 下 面 二 型: 
(i》 四 元 数 群 @s: 
G= {a8}, et=1, P=a, blad = a = a); 
(ii) 二 面体 群 Ds: 
G= {a Bb), qf=1, P=1, bilab = a = 03). 
附注 ” 叫 型 (i) 的 群 为 四 元 数 群 的 原因 是 这 样 的 : G 一 {4, 5} 
之 八 个 元 为 1 ay 0 ep 96, 220 5 把 它们 和 第 一 章 $7 定理 
9 后 面 附注 所 说 的 根 比较 即 知 为 四 元 数 群 。 至 型 《ii) 的 群 叫 二 面 
体 群 容 后 再 谈 . 
现在 来 讨论 四 元 数 群 Os 一 Ge, 纱 ， 和 一 1， 纪 一 e 
biab = a-! 的 性 质 . 
因 G 中 凡 属 于 陪 集 {e1 的 元 a"6 具 性 质 
(eo) = ebab 一 boarb)ab = baTra’b = b= a’, 
故 okw”*5) 二 4， 因 之 除 单位 元 外 6 有 6 个 阶 4 之 元 , 仅 一 个 阶 2 
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的 元 e, 改 由 $1 定理 4 知 Z(G)== 6G 一 [G6, 6G] 二 {a?}. 由 是 ， 
G 只 有 一 个 阶 2 的 子 群 {a?}( 相 G)， 又 因 每 个 阶 4 的 元 可 生成 G 
之 一 个 指数 为 2 的 (循环) 子 群 , 故 为 正规 子 群 。 然 因 G 只 有 一 个 
阶 2 的 元 , 故 G 无 阶 4 的 初等 交换 子 群 ;因而 6G 中 4 阶 子 群 必 为 和 
环 ， 即 得 电 阶 4 之 元 所 生成 ， 但 每 个 4 阶 循环 子 群 合 两 个 阶 4 之 
元 ,因而 G 恰 有 3 个 4 阶 子 群 ( 均 为 循环 且 正 规 )， 

总 括 之 ,四 元 数 群 的 每 子 群 是 正规 的 ,这 是 它 的 第 一 个 重要 性 
质 ;又 四 元 数 群 有 三 个 4 阶 循环 子 群 与 唯一 个 2 阶 子 群 ,这 是 它 的 
第 二 个 重要 性 质 . 

四 元 数 群 的 上 述 第 一 个 重要 性 质 归纳 为 

定理 3 ”四 元 数 群 为 哈密 和 尔 顿 群 ， 且 虹 哈 密 尔 顿 司 中 阶 好 小 

的 ， 

四 元 数 群 的 上 述 第 二 个 重要 性 质 实 际 上 也 只 有 四 元 数 群 才 独 
有 ,也 就 是 具 上 述 第 二 个 重要 人 性 质 的 寻 群 只 能 是 四 元 数 群 , 故 有 

定理 4 i p 的 循环 子 群 且 又 只 含 一 个 


和 


DP 


”证 明 当 G 为 四 元 数 群 时 ， 定理 中 所 述 条 件 的 成 立 已 在 上 面 
说 过 , 故 需 证 的 是 逆 部 分 ， 

设 4 二 {44} 与 B= 二 {站 是 p- 群 G 之 两 个 指数 为 了? 的 循环 子 
群 ;5 即 [G:4] 二 p= 二 1G6:8]. 由 4, 8B 之 极 大 性 知 4<4G, B46G,， 
因而 6G = 48B 二 BA, 故 令 D 一 4 人 8 后 ;就 有 [G:D] = [G6:41 
[4:D] 及 [A4:D] 一 [6:B]~p, 因 之 有 【G6G:D] 一 prP，G/D 是 
交换 的 , G' 一 [G6, G]SED. 且 4 一 {a} 及 [4:DJ 一 p 又 说 明了 
D = {q?}, 同 理 有 DD == {8?}, 因而 4 与 5 都 和 依 之 元 可 交换 ， 族 
再 由 G = 二 48 二 {a, 引 得 DESZ(G). 于 是 G 一 [【G, GJ]JSED= 
ANBEZ(G). 

由 是 从 GG 一 [G, G]S2Z(CG) 而 据 第 一 音 $ 10 定理 4 可 知 对 
任 z, yeG 恒 有 [xy y]?=[x?,y] 及 Gry) = ?yr[y, x] 
故 再 据 of(G/4) 一 p 一 olG1/ 8B) 得 zcE4d 门 有 一 DEZCCT)， 因 之 
[zz y] 一 1, 故 [x, y]?* 一 1。 于 是 苟 若 p 2(《 即 P 为 奇 素数 )， 
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则 当然 又 有 fy， zx] 一 1, 因而 (zy)? 一 x?y*， 即 映射 + 一 x 
为 G 在 G?* 上 的 同 态 映射 , 其 核 一 {x1x? 一 1}, 故 据 G?SD 及 
G/K 之 6G? 与 ofG/D) 一 刀 易 知 of 天) 至 少 等 于 p?; 但 x6 天 一 > 
xm 1 表示 玉 之 每 元 生成 -~ 了 了 阶 子 群 ， 故 从 p|otKK) 可 知 KK 至 少 
有 两 个 不 司 的 P 阶 子 群 ,与 题 设 矛盾 ,不 可 . 故 必 有 p 一 2. 

既 已 知 一 2， 故 对 每 xEG 有 xwED CZ(CG)， 因 而 [x， 
) 下 一 [xy] 一 1, 所 以 再 利用 《xy 一 xy [y、，、xJ] 得 《xy 一 
xy 到 x-> 为 GG 在 G+ 上 的 同 态 映射 ， 而 GIEGCDC2Z(G)， 
苟 若 DD 一 了 则 由 [G:D] 一 一 4 知 o(G) 一 4, 于 是 G 或 为 铂 
环 或 为 初等 交换 ,在 前 款 时 6G 应 只 有 一 个 指数 为 p( 一 2) 的 循环 
子 群 ,而 在 后 款 时 G 含 不 止 一 个 pC 一 2) 阶 子 群 , 这 都 非 题 设 之 所 
许 , 故 D 关 1. 

于 是 设 oCG) 一 2* 时 , 由 o(G/D) 一 2 得 oD) 一 2 故 
必 有 7 守 3， 今 可 断言 G 不 是 交换 群 : 因 若 GG 交换; 则 由 于 G 已 
有 两 个 指数 为 2 的 子 群 4 与 B 可 知 这 时 G 不 能 是 循环 ， 故 G 可 写 
为 至 少 两 个 循环 jp- 群 (p 一 2) 的 直 积 ， 因 之 CG 也 有 至 少 两 个 2 阶 
子 群 ,又 与 题 设 矛盾 . 故 证 明了 G 非 交换 的 ， 

已 证 了 G ~ G1, 令 其 核 为 N; 则 G/N GEDESZCG)， 
故 令 o(N) 一 24， 就 有 2 一 of(GJV)lo(D) 一 29，1 之 2， 
olN) 之 22 因而 NN 有 阶 4 的 子 群 . 但 x*k N 的 充 要 条 件 是 x 一 1， 
故 入 之 每 元 必 在 一 个 阶 4 的 子 群 内 。 于 是 , 苟 若 NN 之 每 个 阶 4 的 
子 群 都 包含 在 DD 内 时 ， 则 N 之 每 元 也 就 在 D 内 ， 随 而 NED 
Z(G), 改 再 握 G/N 人 G'SD 及 了 之 循环 性 知 G/N 为 循环 的 ,所 
以 从 NEZ(G) 知 G 交 换 ， 与 上 面 一 段 的 结论 冲突 了 。 玖 证 明了 
N 中 至 少 有 一 个 4 阶 子 群 F 不 在 DP 内, 即 

oF)=4, FEN, FED. 


， 由 是 可 断言 > 一 3。 因 若 =” 兰 4, 则 2 一 41o(D), 故 D 有 一 
个 4 阶 子 群 H(HSD 且 o(H) 一 4), 因而 6 有 了 两 个 不 同 的 +4 阶 
子 群 F 与 H(F x* 昌 )， 故 从 F 与 昌 的 交换 性 以 及 HEDSZ(G) 
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即 知 FH 是 CG 的 交换 子 群 , 并 有 o(FH) 之 8 一 23; 但 由 于 FH 有 
了 两 个 不 同 的 + 阶 子 群 下 与 召 。 又 知 FH 非 循 环 的 ， 故 从 FH 之 
交换 性 得 知 F 瑟 可 写 为 至 少 两 个 2- 群 之 直 积 ,因而 FH 含 2 阶 子 

浙 已 有 2 一 3 则 从 [G:A]=[G:B]=2, A— {4},B= 
{61， 得 o(a) 一 ol8) 一 4, 于 是 G 一 {4,， 5) 中 a 一 1= 6 
ofa) 一 o(57) 一 2; 又 由 G 之 非 交 换 性 ， 可 知 由 4 二 {a}<G 得 
blab 一 oA( 一 a71); 再 据 G 只 有 一 个 2 阶 子 群 的 题 设 又 知 有 到 一 
上 ， 于 是 , G6 一 {es b} 中 定义 关系 是 2 一 1， 2 一 有 及 bab 一 
a， 这 无 异乎 是 说 G 为 四 元 数 群 ， 定 理 4 证 完 ， 

从 探索 四 元 数 群 的 性 质 已 知 四 元 数 群 为 哈密 尔 顿 群 。 但 如 阶 
非 交 换 群 据 定 理 2 有 二 个 型 ,一 为 四 元 数 群 ,一 为 二 面体 群 。 但 二 
面体 群 G = {a,5), 4 二 1 一 ,bab 二 a1 中 2 阶 子 群 18} 淘 
证 不 是 G 的 正规 子 群 ， 故 二 面体 群 不 是 哈密 尔 顿 群 。 于 是 ,四 元 
数 群 是 哈密 尔 顿 群 中 唯一 个 最 小 阶 的 群 。 下 面 就 提出 这 祥 一 个 问 
题 : 一般 的 险 密 尔 顿 群 究竟 与 四 元 数 群 有 怎样 的 关系 ? 

设 坟 为 哈密 尔 顿 群 《 一 般 是 无 限 的 )。 由 互 之 非 交换 性 知 有 
4,5E 孔 使 5 声 ba， 于是， 因 {4) 8H, {18}4H, 故 < 一 [oa， 
5] 一 epiab€ {a}N{2},c 一 5 一 gr; 再 令 0 一 {a5} 时 ,就 
不 得 不 有 c 一 [a, 2]E ZL08), 于 是 据 第 一 章 $ 10 定理 4 可 知 对 
任何 整数 =” 常 有 

ca 一 [ay bl 一 [ab 一 [cy 人]， 
故 特 别 有 ce 一 [arp] 一 [cl 一 1c 一 [eg 一 [ac 一 1， 
因而 如一 c 一 工 一 5 一 4 证 明了 瑞 中 任 二 个 不 可 交换 的 元 都 
有 有 限 的 阶 ， 

再 取 任 xe 已 ， 则 当 > 与 “或 二 中 任 一 个 不 可 交换 时 ， 就 知 
o(x) 为 有 限 的 . 在 xa = 二 ax 及 xb 二 Bx 了 时, 因 (xa)2 半 5(xa), 故 
olxa) 为 有 限 的 ,于 是 再 利用 xa 二 ax 及 ofa) 之 有 限 性 又 知 oCx) 
是 有 限 的 ， 即 证 得 了 

引 理 1 只 密 尔 是 如 中 每 天 的 险 为 有 限 ， 
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诗 假 定 上 面 的 e; 也 为 旦 中， 对 这 禅 的 不 可 交换 之 元 ,， 凤 它 们 

的 阶 o(a) 一 六 与 of2) 一 M 是 尽 可 能 地 最 小 ， 
附注 ”所 请 与 M 尽 可 能 地 最 小 ,意义 是 这 样 的 :如 又 有 瑟 之 

元 ao 如 使 ab 和 bas 而 ola1) 一 N of) 一 M' [或 ol41) N's 

of8,) 一 MJ], 则 必 有 MM' [或 Rs ]。 但 正中 可 能 有 元 x,y 使 

zy 朱 yxs olX) <N, oly)> 计 [或 ol(*)>N， oly)<M] 之 关系 成 立 

可 是 决 不 允许 有 olx)<N 及 同时 o(7) 生 M [或 o(x*)N 及 同时 

ofy) < 的 现象 ， 这 是 应 注意 的 . 

于 是 , 若 乡 为 六 之 一 素 因 数 , 则 由 N, M 之 最 小 性 的 意义 可 知 
at 一 ba?， 圾 cf 二 [a, bl? 一 [a?, 56] 一 1. 对 M 之 任 一 素 因 数 
4 也 可 知 c? 一 [Las zl? = [a, 1=1. 故 由 < 一 [ec， = 1, 可 
知 妇 与 M 必 都 为 同一 个 案 数 ? 的 之 , 因 之 可 设 N= 二 pg"，M = p"， 
于 是 有 

a =1= b,c=|a,b]<1, cr*=1. 


因 对 称 性 , 故 不 损 普 记性 可 假定 ”之 m( 之 1)， 

因 ctfa} 作 {18}, 故 由 c? 二 1 知 c 一 ap 一 pit， 而 
庆生 0(modp)， 于 是 , 若 令 二 a*bt(# 二 一 jp”"), 则 0 = {a， 
一 fa 六 ， 随 之 必 有 4 关 gz， 因而 由 oa) 二 NN 及 0o(8) 一 
邓 为 忌 可 能 最 小 之 意义 就 不 得 不 有 ot 刀 ) 之 ol(5) 二 p”.。 再 从 
< 盖 [a, bc2Z(9) 而 利用 第 一 章 $ 10 定理 4 得 

c={a, bt = [a, BIE ZC(O) 
及 
bf” = (Carbt)e”™ = Ce a J23P” PD 
一 giP” pap 3pm PD = Ei pm 
故 由 好 ”< 关 1 及 c? 一 1 易 知 必 有 pp 一 2,# 一 m 一 2, 因 之 有 
a 一 玉 二 1 二 cc 二 [4,5]. 但 oc 一 点 既 为 {a} 中 阶 2 之 元 ， 
就 不 得 不 有 ce 一 则 理 , c 二 如， 故 w= 二 二 0 一 abab， 
4b 一 丰 一 a7 这 证 有 明了 0 一 {4,5} 为 四 元 数 群 ; 即 证 得 了 
ee 外 本 的 全体 人 字 扫兴 全 四 于 


CC 
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能 生成 互 的 一 个 四 元 数 ( 子 ) 群 ， 

ER 0 二 {a, 86}, 其 定 
义 关 系 是 四 一 1, 及 一 好 505 一 oa 一 4 于 是 ca 一 15a 一 21 一 
咏 . 任 取 x€ 日 ; 若 xe 关 ax 则 因 olx-tar) = oC4), 故 从 {a} 
得 xiax € {a} 后 即 知 必 有 xaxr 一 0 一 el 因而 zx 一 1b， 
即 xz 一 与 < 可 交换 ,由 是 

a(xb) = Car)b = (xa) = ru3b) = x(ba) = (xb)a, 
即 x6 与 4 可 交换 ; 车 这 时 又 有 【x8)6 声 b(x6)， 则 从 {8}<H 知 
(x8)ibCxb) = P= 二 627, 故 

blxba) = [bxb)]a = [Crb)b-]a = (x8)(6-1a) 
一 【xp ap = (xb)(ab) = (xba)b 
以 及 
atxba) = (arMba) = xa)(ab) 一 2 一 rhba = (xba)a, 

说 明了 xba&€ Zu(0). 

总 之 ,xz，x5 (或 xa)，xba 《或 xab) 中 至 少 有 一 个 在 Zn( 8) 
内 ;但 不 论 是 哪个 ; 恒 可 推 知 x€ 0' Za(9)， 故 不 得 不 有 已 一 2 
Zn(Q8), 即 叉 得 到 

引 班 3 。 哈 惠 尔 顿 帮 下 等 于 它 的 任 -一 个 四 元 数 子 娩 和 之 
中 心 化 子 Za(0) 的 积 : H 一 9. Zn(9). 

还 可 知道 下 面 的 

引 理 4 引 理 3 中 的 Za(8) 是 交换 群 , 旦 无 阶 4 的 元 。 

证 明 若 xf Zu 0) 有 v(x) = 4 ， 则 从 xa 一 xy 6 = bx 以 
及 ab 疡 ba, 可 知 

aCbx) = (ab)r (ba)x = blar) = bxa) = (bxrYa, 
即 pz 与 < 为 不 可 交换 的 ， 故 45x)a 去 bx; 但 从 {Bx}dH 知 
a 《br)a 二 (5x)'， 于 是 由 of 一 4 一 oz) 及 bx 二 xb 得 

olbx)14, 而 ol6x) 一 2 必 导 致 一 1, 此 不 可 , 故 必 有 ol&x) 一 4， 
随 而 eC5x)a 一 (8x)!, 即 a-ibax 二 1x-!, 因 之 再 利用 4-5ba 一 
7 得 x 一 zx 如 一 1， 与 ofxz) 一 4 相 冲 突 。 这 说 明了 Zan(8) 
无 阶 4 的 元 . 其次, 荷 若 Zrx(9) 非 交 换 , 则 据 引 理 2 可 知 Zn( 8) 
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必 含 有 四 元 数 群 为 子 群 ， 因 而 Zn《 8) 含有 阶 4 的 元 。 又 不 可 , 疏 
Zn(Q) 必 为 交换 群 ， 引 理 4 证 完 ， 
有 限 《 引 理 1), 于 是 ZK2) 中 凡 阶 为 奇数 的 元 与 单位 元 之 集合 
U 是 Zu(8) 的 子 群 又 Z 上 8) 中 凡 阶 为 2 之 元 与 单位 元 的 集 
合 了 也 是 Zsa(O) 之 子 群 ， 并 有 Za(0) 一 0 及 1nP 一 1， 改 
Zn(0)=UX 了 

再 假定 号 对 子 群 言 满足 极 大 条 件 , 于 是 虽然 有 2E 了 确 可 知 
道中 必 有 一 个 不 售 a: 的 最 大 子 群 Vs 即 a*EV, 而 玉 关 了， 但 
在 公 < 到 中 委 也 时 又 确 有 426 下， 因 之 , 若 取 *eF 而 站 太 时 , 则 
有 

czEfT7 zy 一 Pr {xr} — VX {rx}, 
页 这 二 x CE V6 一 0 或 1); 代 由 于 weV, 即 得 5 一 1, 即 
二 wxs x 二 viia?, 这 证 明了 二 Vi 十 Via:， 即 得 VV 分 解 为 两 个 
陪 集 Pi 与 Vie, 故 
六 一 Te 一 TI {ea} = VX {a}, 
由 是 得 Za(Q) 二 上 Xx VX to. 然而 Za(0) 无 阶 4 的 元 ;而 8 
中 除 一 吕 及 1 外 其 余 元 素 的 阶 都 是 4, 故 只 能 是 9 门 Za( 8) 二 
Le 国之 9 们 (0 X VD)==1， 又 由 3 引 理 3 已 知 H=0.* Zn(0)== 
{10, Za(Q)}, 故 将 上 述 结果 代 人 得 
H=1{Q,U Xx V, {2} ~— {0,U XV 
OXU XV)=OXxXU XV,. 

故 可 证 

定理 5 个 只 处 位 几 信人 引导 9 为 了 管 


t 0 1 


0 入 的 直 职 如 有 一 9 X U x V。 介 除 单位 庆 外 避 之 每 的 队 
为 奇数 ， 而 VV 中 每 元 的 阶 为 2。 


和 
vw ee 9 


i 定理 5 中 的 上 与 V 者 允许 可 以 不 出 现 ; 也 可 以 只 有 一 个 


3882* 


出 现 . 换言之 ,不 排 奈 如 = 1 及 VV 一 1 的 可 能 性 . 
实际 上 , 我 们 需要 证 明 的 是 定理 的 后 半 部 , 即 “反之 ” 那 一 部 
分 。 
设 G= 0 XxUxV， 于 是 , G 中 任 一 元 g 一 xuv (x€ 9， 
WE UvETV), 故 若 令 OQ 一 {a 65}, a 二 1 ,P= a4, blab m dly 
则 由 8， U,V 为 直 积 之 道理 得 
dlga 一 daixa * Ke, 
但 {x}d8 必 产 生 oxa 一 x (i 一 1 或 一 一 1); 又 因 olw) 一 
2 十 1, 故 有 整数 > 使 
rimod4) 及 r= 1(mod 2# + 1). 
从 + 本 i 《mod4) 知 ?为 奇数 ,又 oty) 二 2, 故 v 二 v, 因 之 
x x HN Vy 
而 得 
a pga mm Xuy a XUV (XUVY = p's 
即 aM{gjaS{g}。 同 理 ，s fg}5Sfg}。 故 再 据 直 积 G 呈 8 x 
U X 了 的 原理 得 知 {g}4G. 
由 是 , 当 了 4 为 SG 之 尾 一 子 群 时 , 则 对 G 之 任 一 元 zx 及 任 g&€ 4， 
就 有 xlgxefgs4， 即 x4xrcd4d。 证 明了 446, 故 G 为 哈密 
bt 即 得 


得 
和 


CP 


这 市 的 主要 问题 是 解决 凡 于 群 为 正规 的 非 交 换 群 的 存在 ， 即 
哈密 尔 顿 群 的 存在 ， 讨论 过 程 中 牵涉 到 一 个 根本 问题 ,就 是 四 元 
数 群 ,而 它 又 是 定理 .2 中 的 一 个 概括 . 定理 2 说 2 阶 非 交换 群 只 
有 两 个 类 型 : 一 为 四 元 数 群 9s, 一 为 二 面体 群 Ds， 但 较 定 理 2 
有 更 广 的 结果 是 

定理 6 2"(n 之 3) 阶 非 交换 群 中 有 下 面 二 型 : 
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a = lI, ,blab 一 gs 
(i) 二 面体 群 Dy 一 {4,5)， 
A=, P=1, bab= a 
这 里 特 提请 注意 的 是 : 2"(w > 3) 阶 非 交换 群 不 止 定理 6 中 
所 说 的 两 种 ,定理 6 只 不 过 是 说 其 中 有 这 两 种 ,这 与 定理 2 中 好 阶 
非 交 换 群 只 有 两 种 的 意义 应 严 加 区 别 。 又 不 论 z 一 3 或 字 3， 类 
更 (iD 的 群 Dx 总 是 叫做 二 面体 群 ; 在 4 > 3 时 叫 奖 型 (i) 的 群 
Qs 为 广义 四 元 数 群 ,而 0 只 吓 做 四 元 数 群 . 
定理 6 的 证 明 容易 (利用 霍 尔 特 定 埋 ), 留 给 读者 ， 
附注 “二 面体 群 命名 的 由 来 是 这 样 的: 使 一 个 正 多 面体 在 空 
问 由 运动 也 要 求 运动 前 后 使 该 多 面体 占 
,RN 有 空间 的 同一 位 置 ， 这 样 的 一 切 运 动 之 和 集 
合成 群 , 叫 多 面体 必 ， 因 之 , 取 一 个 正 多 边 
+ 形 ,使 它 在 空间 中 运动 ,而 运动 前 后 的 这 正 
多 边 形 占有 同一 的 空间 位 置 ， 这 样 一 切 运 
5 动 之 集合 所 成 的 群 也 就 相应 地 叫做 二 面体 
洲 ， 但 并 非 说 真 的 有 二 面体 存在 。 今 取 一 
个 正 m 边 多 角形 , 夏 它 的 运动 群 是 什么 ? 令 
正 m 边 多 和 角形 之 顶点 各 用 数字 1， 2, 3… m 依 反 时 针 方 向 顺序 记 
之 . 绕 这 下 多 边 形 之 中 心 2, 以 反 时 针 方 向 庶 转 又 ,到 ,2 一 
诸 角 的 回转 运动 显然 仍 使 这 多 边 形 占有 同一 空间 位 置 。 又 以 直线 
01 为 轴 旋 转 180* 之 回转 (折射 ) 也 是 使 它 占有 同一 空间 位 置 ， 显 
然 , 绕 中 心 0 在 这 正 多 边 形 所 在 的 平面 上 旋转 2 之 回转 所 对 应 的 
i ee 
置换 为 “一 (1 2 了 人 ) = (hb 2 am 而 以 直 
线 01 为 轴 在 空间 中 的 折射 所 对 应 之 置换 为 


“= (1 Re 网 
于 是 显 有 a 二 1 二 1 2) a 
并 据 霍 尔 特定 理 可 知 邮 4， 5 所 生成 的 群 “一 {a，8} 为 阶 等 于 2m 
的 群 * 这 群 的 每 元 都 对 应 于 正六 过 多 边 形 占 有 问 一 空间 位 置 的 一 个 


(以 六 二 6 为 示范 例 ) 
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运动 。 定 型 2 太 定 理 5 中 的 (ii) 款 各 为 w= 二 4 及 m 二 2* 的 情 

况 。 因 此 ,今后 总 是 叫 由 ar = 1, 一 1, 5-'ab 一 a-' 所 定义 的 咯 

G 一 {4, 引 为 二 面体 群 ; 妈 这样 的 群 可 赋予 几何 意义 . 

四 元 数 群 (或 广义 的 ) 尚 可 如 下 面 的 定理 7 定义 之 , 即 

定理 7 2"(> > 3) 阶 群 G 为 四 元 数 玫 ( 或 广义 ) 的 就 要 条 件 
是 G 一 {oe,2j， ar = b= (ab), ab x ba, 

事实 上 , G 为 广义 浊 元 数 群 时 ,有 lab 一 a 即 ab 一 ba-!， 
故 (gb 站 二 abab 二 baiab 一 忆 , 证 朋 了 必要 性 ， 

反之 , 从 a 二 六 一 (gb 站 首先 就 及 二 nbab, 5 二 aba， 
1 二 babas 胡 a 二 biab; 于 是 又 有 a 一 PP 一 bq” 
一 《816p 一 a1 帮 G 为 (广义 ) 
四 元 数 群 。 证 完 ， 

同样 ,关于 二 面体 群 ,也 有 

定理 8 G 一 {4，5) 为 二 而 你 群 Du 的 磷 票 条 件 是 or 一 
纪 一 《pb 一 1， ob ba, 

事实 上 ， 当 G 一 Dax 时， 有 ww 二 1 一 太 , bgb 一 7, 夏 
ab 二 ba， 因而 (ab) 一 abab 一 bamtab 一 一 1， 证 明了 条 件 
的 必要 性 . 

反之 ,从 天 一 I 知 二 一 5 政 再 从 (nb》 一 1 得 知 1=abab， 
4 一 bab 一 bab， 因 而 6G = 二 Dw 证 完 ， 

在 这 节 的 开头 就 说 过 : 由 于 侦 素 数 2 与 奇 素数 在 性 质 上 有 很 大 的 差异 ， 
故 研究 产 群 时 应 对 p = 2 的 情况 予以 特别 的 注意 、 上 面 的 论述 正 是 这 个 目 
的 。 一 般 , 虽 有 限 群 G 不 是 p- 属 时 , 如 果 ol6) 含 素 因数 2, 那 末 对 c 之 西 洛 
2- 子 群 给 以 特别 的 重视 也 是 应 该 的 ， 现 在 就 来 讨论 这 个 问题 ;我们 只 讨论 西 
洛 2- 子 群 为 循环 群 的 情况 。 

设 "(G) 一 2"m, m 是 麻 数 且 s>0。 假定 6 的 西 洛 2- 子 群 是 循环 群 , 问 
c 究 竟 有 怎样 的 性 质 ? 

因 G 之 西 洛 2- 子 群 是 循环 群 , 故 有 86G 使 ofg) 一 2， 于 是 在 C 之 右 
正则 表现 RCG) 中 [1c=RCC)j， 与 8 对 应 的 


Ey eed a 网 
R(g) 一 人 至 TT (Xigy 2i82》 Xig yy Tig: Kig’ ), 
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好 RCg) 可 写 为 王 个 2° 项 循环 的 积 ; 但 每 个 2" 项 的 循环 是 奇 置换 ,各 又 是 奇 
数 , 故 R(8) 为 奇 置 黎 。 由 是 ,RCG) 中 一 切 偶 置 痪 之 集合 为 RC(G) 的 一 个 指 
数 是 2 的 正规 站 群 ; 随 而 G 世 有 一 指数 为 2 的 正规 子 群 8,, 即 G1,<I6( = Co) 
且 of6,) = 2""'m， 因 6 的 西 洛 ?2- 于 群 为 G 之 一 西 洛 2- 于 群 的 子 群 ， 故 6， 
的 西 洛 2- 子 群 也 为 循环 的 因 之 仿 上 述 得 知 有 Ga<c, 且 of(Gn = 二 2" 吉 . 继 
续 这样 做 下 去 ,结果 可 知 有 @ 的 一 个 子 群 链 如 

G 一 Go>GI>C> >Co Go 一 并 (1) 
使 每 Gi<ci-: 且 ofG) 一 2 人 一 1 2 8) 即 [Giui 人 G1] = 2, 这 说 
明了 (1) 是 G 之 某 合成 群 列 的 一 部 分 ， 因 o(K) = 二 2 em 二 mm 与 [G: 天 | 一 
2° 下 弯 ,故居 <]G (第 一 章 $13 的 问题 5)。， 即 2 有 一 个 阶 严 的 正规 子 群 天 。 


着 4EG 且 o( 4 = 24m, 则 o(4K) = |"(G) 一 zm, 因而 


Far 2 故 从 (m，2) 一 工 就 不 得 不 有 oC(4NK) = mm, 4NK 一 K， 
KG4, 说 明了 任 一 个 阶 为 24m 的 子 群 必 含 K, 故 G 中 阶 ?mm 之 于 群 的 个 数 
就 等 于 G/K 中 险 2 之 于 群 的 个 数 ; 但 从 G 一 {8}K 得 
G/KTAE} {EINK = {8}, 

可 知 G/K 为 2° 附 的 循环 群 , 故 G/K 有 旦 只 有 一 个 阶 24 的 子 群 。 于 是 ,不 论 
8 为 0， 1; 2，…， ec 中 的 任何 值 。G 有 且 只 有 唯一 个 阶 28z 的 于 群 , 即 除 《1) 
中 的 Go_s 以 外 ，G 再 没有 阶 28m 的 子 群 。 

反之 ; 饥 定 侦 阶 属 G(o(G) 一 2"m， m 为 奇数 且 <> 0) 对 凡 适 合 条 件 0<< 
8p<<a 的 任 一 个 8 都 恒 有 唯一 个 阶 2?1 的 子 群 ， 我 们 将 证 明 G 之 西 洛 2- 子 群 
为 循环 群 。 为 什么 呢 ? 令 8 = 0 时 * 则 题 设 条 件 是 说 G 只 有 唯一 个 阶 普 的 子 
群 K, 故 K<|G。 再 取 G 之 唯一 个 阶 28m 的 子 群 6。p， 则 


o(K .Gg) 一 


2 mm 


of KN Gas) 


ofG) 一 2°ms 


故 有 
2 ee 
ol KN Gs) Te a) 
即 o(KN Gas) 二 otK)， 故 必 有 KK 刁 Go_ss 说 明了 GY/K 中 阶 28 之 子 群 是 唯 
一 地 存在 而 为 G:_s/K,s 于 是 由 于 ol(G/K) 一 2" 可 知 G/K 是 循环 群 〈 第 一 章 
$4 定理 5). 今 令 2" 阶 循环 群 G/K 的 一 个 生成 元 为 gx, 于 是 (gK)” 二 天 即 


v{g} 
gr EK 的 充 要 条 件 是 2°|r, 故 由 于 set 二 1 《KK 也 应 有 2°|olg), 随 而 gs ” 
之 阶 等 于 2", 即 G 有 阶 2* 的 元 ;也 就 是 说 c 之 西 洛 2- 子 群 是 循环 的 . 
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2“ 8， 不 得 不 有 o(KNGog) 一 zs 


于 是 证 得 了 
这 理 zm 从 (>0, 为) 本 6 当 且 人 尝 基于 


.和 


2m (m 是 奇数 ), 则 G6 非 单 群 . 

问题 1 ”哈密 尔 顿 群 的 子 群 或 为 交换 的 或 为 哈密 尔 顿 的， 又 
其 商 群 也 是 这 样 的 . 

问题 2 ”哈密 尔 顿 群 中 阶 2 的 元 为 中 心 元 . 

问题 3 ”哈密 尔 顿 群 恒 为 类 2 的 寡 零 群 . 

问题 4 哈密 尔 顿 群 的 换 位 子 群 恒 为 阶 2 的 群 ， 又 它 的 中 心 
的 指数 等 于 4. 

问题 5 ”二 面体 群 Ds 是 4 阶 循 环 群 的 全 形 , 

问题 6 试 证 : 四 元 数 群 9、 哈密 尔 顿 群 、 二 面体 群 Ds 的 内 
自 同 构 群 都 是 初等 交换 群 . 

问题 7 试 证 任何 群 6 的 内 自 向 构 群 KG) 中 决 无 一 元 可 写 
为 其 他 每 元 的 医 . 

问题 8 利用 问题 7, 证 明 四 元 数 群 决 不 能 为 一 群 的 内 自 同 
构 群 . 

问题 9 ” 设 ?” 为 奇 素数 ,而 G 为 非 交 换 的 p- 群 。 车 G 中 每 个 
阶 之 p 的 子 群 是 正规 的 , 试 证 G" 一 1c,G] 的 阶 等 干 p, 且 G 中 除 
G 一 [G,，G] 外 再 无 别 的 阶 P 之 正规 子 群 . 

问题 10 ” 设 6 为 2 阶 (a > 2) 的 哈密 尔 顿 群 。 试 证 : 

(GD GG 有 2 中 一 1 个 2 阶 子 群 ; 

(i) G 之 换 位 子 群 6 的 阶 等 于 2; 

《〈 直 ) G 中 指数 为 2 之 子 群 的 个 数 等 于 2"! 一 1 

问题 11 先 说 明 有 限 非 交换 的 霉 零 群 G 以 左近 梯 尼 子 群 
B(G) 为 模 的 商 群 G/P(G) 次 不 能 为 循环 群 。 再 计算 far ar*58] 而 


1) 实际 上 , 还 是 可 解 群 ， 因 为 在 上 面 的 证 明 过 程 中 得 G/K 为 宕 堆 的 ， 而 2( 下 ) 一 
mm 为 衣 数 又 说 明了 KK 是 可 解 的 (文献 16]), 因而 C 是 可 和解 的 ， 
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证 明 广 义 四 元 数 群 9:” 和 二 面体 群 Dx 的 弗 拉 梯 尼 子 群 都 等 于 
[ce 

问题 12 有 限 群 G 之 阶 的 素 因 数 分 解 为 o(G) 一 prp?*… 
PF:(z 之 3)， 试 证 G 之 每 子 群 为 正规 的 充 要 条 件 是 G 含 有 指数 
为 jg 的 子 群 Mi 一 1] DH MM 之 子 群 都 是 1d， 的 正规 子 
群 ( 文 献 [361)， 

问题 13 试 证 由 关系 式 为 gq" 二 刀 一 (925) 及 wb5 了 ba 所 定 
义 的 G 二 a， 8 是 4m 阶 的 群 ， | 


$ 3， 有 条 件 限 制 的 p- 群 


第 一 节 泛 论 了 扩 群 的 一 般 基 本 性 质 , 第 二 节 讨 论 了 2- 群 及 与 
之 有 关 的 哈密 尔 顿 群 , 这 都 是 广泛 地 论述 . 象 这 样 广泛 地 议论 ,很 
有 必要 ， 因 为 广泛 研讨 p- 群 的 性 质 就 是 认识 p- 群 的 一 些 共同 点 ， 
但 仅 注 意 p 群 的 共同 点 , 而 不 注意 各 种 不 同 p- 群 的 各 个 特点 , 欲 
对 办 群 有 更 深刻 的 认识 , 也 是 不 可 能 的 , 因为 任何 特殊 的 p- 群 的 
内 部 都 具有 它 本 身 特殊 的 构造 而 区 别 于 另 一 类 p- 群 。 泛 论 p- 群 
的 性 质 是 认识 p- 群 的 本 质 , 固有 必要 , 但 注意 各 种 特殊 p- 群 在 相 
互联 系 上 的 特殊 性 , 对 于 认识 其 本 质 有 时 候 显 得 更 为 重度 。 这 就 
是 我 们 为 什么 要 研究 一 些 有 条 件 限制 的 p- 群 的 原因 . 

所 谓 对 p- 群 附加 茶 些 条 件 的 限制 , 可 从 两 方面 来 考虑 它 的 意 
义 : 一 方面 是 考虑 定量 关系 的 条 件 ， 另 方面 是 考虑 定性 关系 的 条 
件 . 

先 从 定量 关系 方面 来 谈 ， 我 们 已 知 产 群 G 中 阶 p' 之 子 群 的 
个 数 至 少 为 1, 而 一 般 等 于 4,p 十 1， 今 问 阶 p' 之 子 群 的 个 数 治 等 
于 1《 即 4 二 0) 时 , G 究 竟 有 怎样 的 性 质 呢 ? 

设 o(G) 一 pg".G 中 yp 阶 子 群 里 面 有 两 个 极端 : 一 为 + 二 1， 
即 阶 子 群 ,也 就 是 G 之 极 小 子 群 ; -为 r 一 #2 一 1, 即 p"! 阶 子 
群 ,也 就 是 G 之 极 大 子 群 。 先 问 p”! 阶 ( 即 指数 为 p) 子 群 恰 有 一 
个 《 即 G 只 有 唯一 个 极 大 子 群 ) 时 ,cc 怎样 呢 ? 如 令 G 中 这 唯一 个 
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极 大 子 群 为 天 ， 则 这 时 就 必 是 (6G) 一 kK, 随 而 CG/o(CG) 一 G/K 
之 阶 为 p, 说 明了 G/8(C) 是 循环 群 , 即 6G 一 {8, 9(G)} 一 (时 ， 
亦 即 G 为 循环 的 。 反之 ， 当 G 为 循环 时 , G 只 有 一 个 阶 如 -的 子 
群 的 结论 早 在 第 一 章 $ 4 里 就 说 过 ， 于 是 证 明了 

再 讨论 p- 群 G 只 有 一 个 ? 阶 子 群 ( 即 只 一 个 极 小 子 群 ) 时 6G 
的 性 质 。 令 e 中 这 唯一 个 请 阶 子 群 为 M， 因 而 必 宥 M <G。 仍 设 
ofG) = pr", 

注意 4 一 工时 CG 是 循环 的 ; 当 ” 一 2 时 ,6G 交 换 ， 这 时 由 于 G 
只 有 唯一 个 z 阶 子 群 ， 故 6 不 可 能 是 初等 交换 。， 因 而 也 必 是 循环 
的 。 再 考虑 ”= 3 的 G, 这 时 取 C 中 指数 为 ? 的 一 个 子 群 太 , 即 
oH) 一 户 ， 则 因 及 有 阶 9? 之 子 群 且 石 中 阶 之 子 群 亦 为 G 之 子 
群 , 故 政 也 只 有 唯一 个 阶 ” 的 子 群 , 即 M , 因而 如 不 可 能 为 初等 交 
换 , 即 五 必 是 循环 的 , 这 说 明了 G 中 凡 指 数 为 的 子 群 是 循环 群 ; 
于 是 当 为 奇 素 数 时 由 前 节 的 定理 4 即 知 G 只 有 唯一 个 指数 为 ? 
的 子 群 , 故 再 据 上 定理 1 可 知 这 时 G 也 是 循环 的 。 在 p 一 2 时 , 间 
题 反 而 复杂 了 , 容 后 讨论 . 

今 归 纳 地 假定 ， 当 p 为 奇 素数 时 ， 只 有 唯一 个 阶 子 铬 的 六 
群 如 其 阶 小 于 加 时 恒 为 循环 的 。 据 此 来 研究 只 有 唯一 个 请 阶 子 
群 M 的 p" 阶 产 群 G. 

取 G 中 任 一 个 指数 为 的 子 群 万 ， 由 于 HH 必 有 ? 阶 子 群 旦 其 
p 阶 子 群 当然 又 是 G 之 P 阶 子 群 , 故 晶 也 只 有 唯一 个 阶 子 群 ( 因 
而 必 是 M), 于 是 所 归纳 法 之 假定 得 知 琅 为 循环 的 。 这 说 明了 G 
中 指数 为 之子 群 全 是 循环 的 ,因而 复 据 前 忆 定 理 4。 由 于 是 奇 
素数 可 知 G 只 有 一 个 指数 为 p 的 子 群 召 ， 故 由 定理 1 可知 6 是 特 
环 的 于 是 证 得 了 
的 . 

再 来 讨论 p 一 2 的 情况 . 
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先 叙 述 后 面 费 引 用 的 
引 理 1 若 4 为 非 交 和 共 的 一 个 模 太 这 扫 下 可 了 必 ， 


§ 


+ 


证 明 ae 导出 了 de — G,A Ee 
了 4S2ZcA), 于 是 ZeLA)/4 dG/A4， 因 之 ， 区 着 4 < Ze)， 
则 G/ 4 之 寡 零 狂 保 证 了 Ze(4)/4nZCG/A4) 疡 1( 第 二 章 44 定 
理 8), 说 明了 有 x€ Zel4), xEA4, 日 对 任 gt G 和 恒 有 [x, g]&€ 4， 
即 gixgE xAd 刁 {x, 4}, 政 {x，A}<G; 但 x€ Zo(A4》 还 保证 了 
{x 4 之 交换 性 , 且 4 之 {x，4j)(.… x€4). 这 就 说 明了 {x、，4} 
是 G 的 一 个 交换 正规 子 群 且 大 于 4， 而 与 4 之 极 天 性 的 假设 矛盾 
了 . 故 不 得 不 有 Zc(4) 一 4 

再 所 第 一 章 5 9 定理 5 又 有 

G/A 一 Noe(A)/ZakA) 二 5 忆 A4(4)。 证 完 . 

现在 可 讨论 只 有 唯一 个 2 阶 子 群 M 的 2" 阶 群 G 的 性 质 。， 如 
果 G 是 交换 的 , 则 G 得 表 写 为 循环 2- 群 的 直 积 ， 而 每 直 因 子 又 有 
阶 2 的 子 群 ， 故 由 G 只 肖 唯 一 个 2 阶 子 群 邓 的 原因 就 知道 循环 直 
因子 之 个 数 等 于 1, 区 G 是 循环 群 、 于 是 只 须 考虑 G 不 为 交换 群 
的 情况 ,因而 ”之 3， 

由 oC(G) 一 2* 中 5 之 3 而 据 $1 定理 3 之 推论 1, 知 G 有 
22( 一 4) 阶 正规 子 群 P, 故 了 交换 ; 今 令 4 为 如 中 包含 己 的 一 个 极 
大 交换 正规 子 群 ， 于 是 如 上 上 段 对 G 之 寺 论 一 样 可 知 4 之 交换 性 必 
保证 了 4 的 循环 性 .因而 4 一 fa, ole) 一 2*, 有 日 # 疙 多 之 2. 

由 引 理 1 又 知 2Z6(4)==4 且 G/4 SG4(4)， 由 于 o(S) 一 
2"—, 得 令 


c- 习 4 Ze A) 
随 而 得 到 了 s 的 全 部 2o* 个 元 ye 一 1, 22 一 都 
是 4 的 自 司 构 ， 式 中 oi 具 a 二 x71axi 之 关系 。 因 S 必 有 阶 2 的 
元 ;如 令 吕 二 1, 则 因 4 = {a} 一 {a"} 二 {x7Tlaxi}j， 政 Xa 二 
ar 为 奇数 且 ua 所 1(mod2*), 于 是 就 有 
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da 一 ac 一 Ca) i (xzlexi 5 SS 《ae)e: a (Ca) a 
故 wl(mod2t) 及 ni€ ZA(A) = A = {0a}. 

再 据 “为 奇数 及 a 关 1(mod2*), 得 写 a 一 1 十 2'r (r 为 奇数 
且 1 反 2<8&)， 于 是 从 24|(o 一 1 一 22+r0l 十 27) 又 知道 : 

Gi) 在 2 一 1 时 ,有 wa 一 1 十 2r 反 一 1(0mod4); 

《i) 在 4 沁 1 时 ,有 a 于 1(mod4), 且 2*|2*+1, 故 天 魏 2 十 1. 

但 4 二 1 时 ,一 1 二 4r(r 十 1), 2t|4rCr 二 1), 27|(r 十 
1), 故 f 一 242y 一 1, 因 之 a 一 1 十 27 一 一 1 十 2*iy, 于 是 ，、 

网 =|{ 一 1(mod2*)， 当 v 为 偶数 时 ; 
一 1 十 2*~1(mod2*)， 当 vv 为 奇数 时 。 
因而 a 二 Yi 了 er 二 4 一 0! 或 二 ZX， 

然而 在 2 之 1 时 , 2?( 一 1); 再 由 六 所 4 十 1 与 4 之 
合并 就 有 多 = 4 十 1, a 一 1 十 2ilz a 1 十 2*mod2*); 因 之 ， 

a 一 rilax 一 ac = 4, 

可 是 ; 从 Trim = a 和 i rTYax = a a A 0) 一 
ctxtierr 一 etlt<)+8， 式 中 于 一 ae， 因而 从 站 兰 了 下 知 乡 为 偶数 : 因 
若 8 为 奇 , 有 {af} 一 和 a} 一 4、 故 由 xx 与 3 可 交换 得 知 x 与 4 
可 交换 ,因而 x.&€ Ze(4) 二 4, 不可. 于 是 8 二 2pgQ 之 1,p 为 
奇 )， 荷 车 1 守则 由 二 1 有 二 1, 玫 of 一 1, 即 wi=1， 
不 可 ， 因 而 8 = 2'p 中 的 2 为 奇 且 1 所 1 和 一 1 

今 能 断言 : 从 一 1, 不 可 能 发 生 a" 一 xilez 一 at1t 的 
现象 , 故 唯 一 的 可 能 性 是 a 一 xilax 一 a 

为 什么 昵 ? 若 lazi 一 altx (这 时 4 之 11, 一 4 十 1 之 3) 
则 Cafxe)? = axl+o)+8 一 a tae a a 2 故 由 于 
4 守 3 知 有 zt 使 z(1 十 2) 十 2 过 0mod2 0)， 于 是 对 这 * 
言 应 有 (sm 一 1， 说 明了 这 时 G 至少 含有 两 个 2 阶 子 群 , 一 为 
{ar}( 守 4), 一 为 MC(S4), 与 题 设 了 矛盾 ,不 可 。 假若 x7iax 一 
qt， 则 这 时 Caz 一 atota 一 ot8; 但 一 方面 xT1afx, 一 


1 好 一 1 涪 明 {z 为 G 之 2 阶 子 群 , 故 141} 一 MESA Ed 0 不可. 
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zitxix 二 好 一 28， 另 方面 ztetxz 一 《xzTlem]a 一 Ca-it™!)t 一 
0-p+P2t = am， 因 之 df 一 cre， a 一 1， 2*|28 一 2itie 下 去 
! 十 1， 故 再 与 上 委 丰 一 1 合并 得 一 十 1, 于 是 ， 
arr) 一 elte)+B 一 a 2 一 CH 一 1, 
说 明了 {erxw} 是 6 的 一 个 2 阶 了 于 群 且 faezj 裤 4， 因 而 与 M 
措 ， 又 与 题 设 矛盾 了 ， 也 不 可 。 总 之 ， 不 可 能 有 4a": 天 rr'axi 一 
e+klfIx  ， 故 唯一 的 可 能 性 是 sa" 一 xyrtar 一 4, 
这 就 证 明了 5 只 有 了 唯一 个 阶 2 的 元 , 即使 4 一 fej 中 各 元 2 
对 应 于 其 逆 元 a7 的 4 之 自 同 构 是 3 的 唯一 个 阶 2 之 元 . 
现在 可 以 断言 o(3) 一 2 即 1c:4] 一 2。 为 什么 呢 ? 因 若 
0(5) > 2， 则 由 于 5 只 有 唯一 个 阶 2 的 元 ， 可 知 这 时 5 中 必 有 险 
大 于 2 的 元 , 即 有 某 UE 9 og;)=2"(w 之 2)， 而 为 aj arj— 
or (w 为 商 数 ), 故 oof) 一 2 于 是 根据 上 眉 的 结论 就 应 有 
a yy ys 
因 之 ，w”' 一 一 1(mod2*)， 当然 有 xz 三 一 1(mod4)， 这 显 非 
所 许 , 因 为 奇数 的 偶 次 徊 三 1(mod4)。 这 就 证 明了 [6G:4] 一 2. 
是 ,二 一 1 有 6/4 为 2 阶 循环 群 , 令 为 G/4 二 {564)， 
因 之 有 G 一 {4,5}, 其 定义 关系 是 
a 1 =a pcd 一 ai 但 纪 关 1. 
故 如 令 如 一 a;， 则 t 羡 0C(mod2* 一 2"-!); 但 据 先 尔 特定 理 又 有 
红 一 1 一 1) 二 0(mod2” 一 ), 即 2" 了 |, 故 11 一 2" 切 ， 为 奇数 ， 因 
说 得 设 F 二 22 十 1, 随 之 有 


2 I wd 1 2 
a = 7 一 2 (274D 一 jg pv， ta = CC ， 


即 忆 一 a”“.。 这 就 证 明了 2* 阶 群 G 一 fa, 2} 为 (广义 ) 四 元 数 
群 ， 
反之 区 广义 ) 四 元 数 群 也 的 的 确 确 只 有 唯一 个 2 阶 子 群 . 
于 是 ,我 们 证 得 了 
“定理 3 当 p 一 2 时 ， 广 群 只 有 唯一 个 ? 阶 于 如 的 让 村 条 件 


人 p”" 阶 户 群 G 中 pr 阶 子 群 之 个 数 %.p 十 1 里 面 
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mo 一 0 及 1 一 0 两 个 特殊 情况 , 结 放 如 是 上 面 的 定理 1, 2, 3， 现 
人 1 一 0, 也 就 是 说 车 有 适合 1 下 女 ” 一 主 的 
某 k&。G 中 然 阶 子 群 恰 只 有 一 个 时 ( 即 X44 一 0), G 怎样 昵 ? 

今 令 B 是 6G 中 唯一 的 一 个 大 阶 子 群 。 因为 也 必 包 含 在 G 之 
一 个 ok 阶 子 群 B, 内 ,又 B, 的 六 阶 子 群 也 是 G 的 所 阶 子 群 ; 故 
由 G 只 有 唯一 个 冯 阶 子 群 ， 就 知道 B: 也 只 有 唯一 个 pr* 阶 子 群 
B， 即 B, 只 有 唯一 个 指数 为 了 的 子 群 B， 于 是 所 定理 1 知 B, 为 


循环 的 ,因而 其 子 群 好 亦 必 循 环 , 于 是 8 只 有 一 个 * 阶 子 群 ; 也 只 


一 个 产 阶 子 群 〈《 因 大 之 2)。 然 G 中 凡 ? 阶 子 群 或 凡 产 阶 子 群 都 
必 为 G 之 六 阶 子 群 的 子 群 ， 故 由 6G 中 pt 阶 子 群 B 之 唯一 性 可 知 
G 中 几 p 阶 子 群 或 凡 疡 阶 子 群 都 必 为 B 的 子 群 ; 因 之 从 B 之 循环 
性 就 知道 G 只 有 一 个 * 阶 子 群 ,也 只 有 一 个 产 阶 子 群 ,但 (广义 》 
四 元 数 群 含有 不 赴 一 个 并 一 4) 阶 子 群 , 故 G 不 能 为 (广义 ) 四 元 
数 群 ,因而 由 定理 2 与 3 则 知 G 必 是 循环 群 . 于 是 再 与 定理 1, 2， 
3 合并 起 来 ， 得 到 了 下 列 的 


Pe 
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从 上 面 的 讨论 中 ， 可 知 在 p" 阶 p 群 5 里 如 果 只 有 唯一 个 px 
阶 子 群 ， 那 末 不 管 是 否 为 2, 只 要 1 二 多 过 w), 重 知 G 是 循环 
的 , 仅 在 大 二 1 时 才 有 必要 分 清 p 是 否 为 2.。 于是, 当 yp 群 只 有 唯 
一 个 p 阶 子 群 时 , 才 突 出 了 zp 是 否 为 2 的 必要 性 ,也 就 是 说 在 这 个 
时 收 才 说 明了 p 二 2 的 p- 群 与 z 2 的 疡 群 二 者 间 的 不 同 之 点 ， 
今 问 : 群 只 有 唯一 个 ? 阶 子 群 时 , p 二 2 的 p 群 与 p 2 的 p- 
群 有 没有 必然 的 共同 的 点 的 性 质 呢 ? 
我 们 知道 : 当 p- 群 G 只 有 一 个 ? 阶 子 群 时 ; 如 果 G 已 为 循环 
群 , 那 末 其 子 群 必 都 是 循环 的 : 如 5 为 (广义 ) 四 元 数 群 ,也 容易 验 
证 (这 时 请 一 2) 大 阶 ( 即 4 阶 ) 子 群 仍 都 为 循环 的 《 因 《 广 义 ) 四 元 
妖 只 有 一 个 阶 等 于 2 的 元 ), 虽然 较 . 刀 一 4) 大 的 阶 之 子 群 不 
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撮 得 恒 为 循环 的 。 故 不 论 ? 是 否 为 2, 当 p- 群 G 只 有 唯一 个 + 阶 
子 群 时 , G 中 凡 刀 阶 的 子 群 就 恒 为 循环 的 ， 

反之 ， 设 p 群 中 凡 pr 阶 之 子 群 全 为 循环 时 ， 则 首先 由 于 
Z(G) 二 1 确 知 Z(G) 必 有 一 个 # 阶 子 群 4[ 4S2CG), o(4) 一 
p]; 如 又 有 olB)= 二 pp 瑟 4 所 B (BSEG), 则 从 A444G 知 4B 为 
6 之 子 群 ,并 由 4 门 B 一 1 又 知 o(48) 一 yp, 说 明了 AB 为 G 之 
产 阶 的 子 群 ; 但 4, 8 是 48 的 两 个 不 同 的 ?+ 阶 于 群 , 故 48 不 能 
为 循环 群 , 这 又 与 6G 中 凡 产 阶 子 群 全 是 循环 的 假设 相 矛 盾 , 不 可 。 
由 是 可 知 G 必 只 有 一 个 ? 阶 子 烙 . 

于 是 上 面 所 谓 共 同 之 点 的 性 质 就 是 凡 六 阶 子 群 全 是 循环 的 ， 
且 这 性 质 又 是 p- 群 G 只 有 唯一 个 p 阶 子 烙 时 所 特有 的 ， 换 言 之 ， 
我 们 又 证 得 了 下 面 的 

定理 5 和 4 有 了 唯一 A esd 
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p— 车 6 G 只 有 唯一 个 了 Pe 方面 的 (p 
阶 子 群 之 个 数 这 个 量 )， 而 凡 产 阶 子 群 全 是 循环 的 这 个 条 件 是 属 
定性 的 性 质 . 可 以 说 定理 5 是 p- 群 中 定量 与 定性 两 者 的 结合 关 
系 。 现 在 就 从 这 定理 5 为 转折 点 而 来 讨论 p~ 群 关于 定性 方面 所 
引起 的 一 些 特 征 . 

定理 5 是 说 p- 群 的 所 有 疡 阶 子 群 全 是 循环 的 。 如 果 要 求 更 
严 一 点 ， 即 设 刀 群 GE 的 所 有 真子 群 全 为 循环 时 ，G 究竟 应 具 怎 样 
的 特点 有 呢 ? 在 下 册 里 我 们 将 证 明 : 凡 真 子 群 全 为 者 零 的 有 限 群 是 
可 和 解 的 . 但 将 “ 帘 零 ” 改 为 “循环 * 即 凡 真 子 群 全 为 循环 的 有 限 群 也 
只 能 说 是 可 解 的 , 不 能 说 其 他 , 例如 三 次 对 称 群 就 是 这 样 的 例子 . 
可 是 对 p- 群 言 , 因 六 群 本 身 己 为 界 零 的 了 , 确 有 更 深刻 的 结论 , 述 
于 下 。 

今 设 o(G) 一 如。 并 假定 p- 群 6 之 真子 群 全 为 循环 的 。 若 

二 2, 则 G 有 二 型 : 循环 与 初等 交换 . 若 w = 一 3, 则 由 题 设 知 G 
中 产 阶 子 群 都 是 循环 的 ， 故 据 定理 5 可 知 G 必 为 循环 的 《 当 志 为 
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奇 素数 时 )， 或 有 可 能 为 四 元 数 群 ( 当 靖 一 2 时 )。、 译 于 在 = 之 1 
时 ,由 于 广义 四 元 数 群 中 不 是 所 有 的 真子 群 都 为 循环 的 , 故 这 时 G 
只 能 为 循环 的 (p 为 2 与 否 无 关 )， 总 括 之 ,有 


a 
sn 


“我们 知道 群 是 阶 没有 相 异 素 因数 的 等 零 群 ,对 于 这 样 特殊 
的 有 限 备 零 群 当 其 真 王 群 全 为 循环 时 却 有 定理 6 所 说 的 较 复杂 的 
结论 ， 可 是 对 于 一 般 的 有 限 窗 零 群 言 ,结论 反而 简单 些 , 说 具体 一 
点 ,就 是 : 设 有 限 嗜 零 群 6G 之 阶 至 少 含有 两 个 不 同 的 素 因 数 , 若 G 


风衣 于 群 全 为 入 环 时 , 则 6 自身 亦 必 伪 环 ， 证 明 容易 

定理 6 中 假设 条 件 是 真子 群 全 为 循环 的 ,这 条 件 过 强 , 现 在 削 
器 一 下 , 改 为 户 阶 p- 群 G 中 凡 阶 为 p” 的 子 群 是 循环 的 ,但 亚 为 满 
足 关系 式 1 二 m 过 a 的 一 固定 数 , 又 怎样 昵 ?2 

因 # 汪 mw 之 1, 故 m 之 2, +# 之 3， 于 是 由 p” 阶 子 群 全 是 御 
环 的 假设 ,而 每 个 产 阶 子 群 又 必 为 某 个 p" 阶 子 群 之 了 于 群 , 可 知 G 
中 凡 产 阶 子 群 也 一 定 是 循环 的 , 故 据 定理 5 则 知 6 为 循环 的 , 但 
在 同一 2 且 户 一 2 时 ,可 能 有 一 个 例外 ， 即 可 能 为 (广义 ) 四 元 数 
群 . 故 又 得 


定理 5 和 7 是 扩 六 群 之 子 群 的 特 仁 来 看 所 给 的 广 群 之 性 质 . 
现在 反 过 来 ， 先 对 所 给 的 p- 群 附加 一 些 条 件 而 来 研究 它 的 于 群 ， 
因 循 环 改 早 在 第 一 章 $4 里 弄 清楚 了 它 的 性 质 ， 故 今后 要 考虑 的 
是 /- 群 6 为 非 循 环 的 情况 . 

现 设 o(G) 一 如。 且 G 非 循环 群 ， 于 是 n > 2、 若 = 一 2。 则 
G 自身 为 初等 交换 的 ， 共 型 为 [1, 1]， 若 4 一 3, 则 当 p 一 2 时 ， 
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G 或 为 四 元 数 群 或 为 二 面体 群 Ds 或 为 交换 的 , 除 G 为 交换 的 或 二 
面体 群 以 外 , 已 知 G 没 有 型 为 [1, 11 的 初等 交换 正规 子 群 ; 可 是 
当 儿 为 奇 素数 时 , 据 定 理 5 知 这 时 G 必 有 一 个 初等 交换 旦 型 为 [1， 
1] 的 子 群 因 而 这 时 (有 即 > 一 3 时 也 是 正规 的 。 于 是 除去 p 一 2 
的 场合 ;可知 p* 阶 p 群 G 非 循环 时 , 当 # 一 2 与 3 有 时, G 都 有 型 为 
[1, 1] 的 初等 交换 正规 子 群 . 

今 归 纳 地 假定 : 设 ? 为 畜 索 数 而 阶 小 于 p" 的 非 循环 p~ 群 昼 
有 产 阶 的 初等 交换 正规 子 群 .。 在 这 妇 纳 法 的 假定 下 ,来 研究 p* 阶 
的 韭 循环 的 p- 群 G (p 是 奇 素数 ). 

固有 4 了 G6 且 oA) 二 pp, 改 4 和 Z(G)《§ 1 的 定理 2 及 定理 
3 之 推论 1 )， 考 虑 商 群 G/4， . 

(D 设 G/A 循环 ， 这 时 从 (G/4A)/(Z(G)/4) 全 CAZCG) 
知 G/Z(G) 循环 ， 故 有 geG 使 G 一 {g， ZC《G)}, 因而 G 为 交 
换 的 ， 于 是 据 G 之 非 循 环 性 知 G 一 {a} X … Xx {4a,},，t 宇 2， 
ofoi) 二 ph4i 守 1 有 目 台 4 一 nn， 这 时 ， 易 知 {af} X {a9 一 !} 
为 G 之 六 阶 初等 交换 正规 子 群 . 

《ID 设 C/A4A 非 循环 . oG/A4) 一 六 1 ， 改 握 归 纳 法 的 假 
定 知 有 M/4<6G/4， 且 M/4 为 产 阶 的 初等 交换 群 。 于 是 ， 
of) 一 银 , 且 由 MM/4 之 非 循环 性 即 知 M 亦 必 为 非 循 环 群 . 故 
当 MM 中 每 元 的 阶 为 ?时 ， 则 MM 的 每 个 极 大 子 群 阶 为 疡 ， 因 而 是 产 
阶 初等 交换 的 ， 然 而 据 $ 1 定理 3 又 可 知 有 CESM 且 CG 而 
o(C) 一 产 ， 因 之 C 是 初等 交换 的 ， 即 G 有 p? 阶 初等 交换 正规 子 
群 ， 于 是 由 ofM) 一 大 及 对 之 非 循环 性 ,就 还 有 对 具有 产 阶 元 之 
场合 需 竺 研究 ， 这 有 时 又 得 细 分 二 款 , 述 于 下 . 

Qi) 角 交 换 . 这 时 , M 二 4a} X {6}, ofae) 一 所 0(8) 一 六。 
作 QM) 二 {xlxEM 且 ?一 1},， 即 8.(M) 为 M 中 单位 元 与 
阶 P 之 元 之 集 ， 也 就 是 由 要 中 凡 阶 ?之 元 生成 的 子 群 ， 显然 ， 
Q(M)ddM, 故 从 M6 得 9,.(M}<G; 担 因 显 然 有 9.(M) 一 
{a?} {21 故 为 PP 阶 的 初等 交换 群 ， 即 G 有 p! 阶 的 初等 交换 正 
规 子 群 . 
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(i) 姥 非 交换 。 这 时 ,由 o(M) 盖 户 知 oCM') 一 p 且 有 
对 ' 一 Z(M ) 一 一 $ 1 的 定理 4， 于 是 据 第 一 章 $ 10 定理 4, 可 知 


plp—l1) 


{xy = xtyr [yx] 2 = xfy?, 
说 明了 映射 x 一 达 为 群 M 在 其 子 群 N 一 M* 上 的 同 态 映射 。 由 
M 具 有 阶 铺 之 元 , 知 N > 1， 因 MM 非 交 换 , 故 M/8CM) 之 (MM/ 
M/CBCM )/M') 非 循环 ,因而 M/M' 非 循环 , 于 是 M/M' 是 z 
阶 初等 交换 的 、 获 对 每 xe M 常 有 xc M', 随 而 N = M?CM'， 
不 得 不 有 N 一 M’ 一 BCM)( 一 Mr?M) 即 olN)==p, 故 M~ 
N 一 M” 之 核 天 的 阶 ol(K) 二 Pr， 而 实际 上 KK 为 M 中 凡 具 性 质 
?一 | 的 一 切 元 x 之 集 ， 这 无 异乎 是 说 天 为 大 阶 的 初等 交换 群 。 
但 Xd dM 显然 , 故 由 MdG 又 得 天 人 G, 即 G 有 产 阶 的 初等 交 
换 正 规 子 群 . 
故 据 归 钠 法 ,我 们 证 得 了 


附注 ”出 定理 5 可 知 与 它 有 等 价 意义 的 是 ， 当 # 为 奇 泰 数 时 ， 

非 循 环 p- 群 至 少 有 一 个 产 阶 的 初等 交换 子 群 。 而 定理 8 说 得 更 琛 

刻 些 , 它 不 仅 是 说 有 六 阶 的 初等 交 横 子 群 , 而 是 说 还 有 这 样 的 正规 

子 群 ， 

我 们 现在 还 是 来 讨论 非 循环 p- 群 G6，otG) 一 加， 但 不 再 如 
定理 8 那样 泛 论 , 而 只 研究 G 有 指数 为 $ 的 循环 子 群 , 即 G 有 阶 为 
Pp” 的 元 . 

若 这 时 G 是 交换 的 , 则 因 题 设 G 有 阶 p”! 的 元 a, 故 由 G 之 非 
循环 性 得 知 * 是 G 中 一 个 有 最 大 阶 的 元 ， 因 而 据 第 二 章 §3 可 知 
G= {a X {bse = 1 = ,blab = a, 

于 是 需 讨 论 的 是 G 为 非 交 换 群 ,这 时 必 有 # 宇 3， 出 于 ola) 一 
zz 2 一 {zaj 得 1G:4] 一 bp 故 4 一 [oj 可 C 且 G/4 为 2 阶 德 
环 群 ， 因 丽 据 堆 尔 特定 理 知 CC 二 {as b}s qt” m= 1, Ga me dy 
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brliab = a', i 1 1(modp*~!) 日 vr 一 1 震 0(modp"”!)、 办 
为 1 站 二 rmodp)， 故 从 入 拓 1(modpr) 必 有 + 三 1(modp), 但 
G 之 非 交换 性 又 说 明 > 关 1C(modp”™!), 于 是 7 二 1 十 p' 寺 ;1 所 魏 
# 一 2,(X， PP) 一 1. 
当 卫 为 奇 素 数 时 :由 * 一 1 工 十 六 下 得 
rl pk = 1+ piriR(modp’t?), 
再 利用 1 疡 二 1(modpz- 即 得 = 一 上 委 上 二 12 一 2 魏 故 结 
果 只 能 是 瑟 一 2 一 2 一 1 十 加 于 是 再 由 其 r 一 1) 二 
0Kmodtp" 一 又 得 zz， 有 二 一 1p， 
注意 pp 二 2 时 ， 从 一 1 +8 不 敢 保证 天 二 1 十 这 
(modp5+z。， 只 能 说 六 天 1 十 六 tmodtpat+。， 因 而 上 面 一 段 最 后 
一 些 结论 如 扬 一 2 一 2,.r 一 1 十 因 作 不 敢 保证 成 立 , 只 能 说 到 
7 一 上 十 pt 为 止 (1 委 二 委 2 一 2)》。 问 题 的 困难 也 在 这 里 ,所 以 
暂 将 p 一 2 的 条 款 置之不理 ,下 面 只 限于 之 为 奇 素数 ， 
由 归纳 法 可 证 
(Cab )” i brartitrtr+"+r™™ 
特 令 芭 二 p 时 有 
ert pr {K+pkn) 人 
(ub) = bfa 1 一 4 六 有 天 
一 gt 一 803) 。 
但 > 一 :1 二 try 故人 yt) 一 1 再 选 ? 使 
2 十 97 me 0(modpz? 一 )， 
由 Ca'p,)? 一 1. 改 若 念 总 一 2， 则 显 有 
G 一 {a, bi} ss {a, 5b,}， 
其 中 at” 一 1 一 名 , 县 671aby 一 0 一 (Rp) 二 1. 
这 时 ,再 选 7 使 Re 1(modp), 可 知 
r=1 + pki(modp”™), 
故 再 令 5 二 如 时 又 得 
G 一 fa， 四 2 一 ] bp, bgb = ar Pe” alteet 
于 是 证 得 了 下 面 的 
? 39 有 。 
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定 更 9 ， 设 ?为 奇 素数 耐 G 为 p* 阶 的 非 循环 群 。 若 c 有 阶 


p"—! 的 元 , 则 6 = {4,26}, pz 一 名 一 1 2438 一 4 或 

上 面 已 说 过 p 一 2 的 困难 性 . 但 pp 一 2 时 究竟 怎样 呢 ? 这 时 
ofG) 一 ?ecG 且 ofa) 一 2 若 G 交 换 ， 则 与 讨论 缚 为 奇数 
的 情况 完全 一 样 可 知 G 二 fas 5}, sa” 一 1 一 如, 的 0 一 a， 即 
G 一 {4a} x {58}， 故 需 研 究 的 是 G 为 非 交 换 的 场合 ,这 时 当然 "之 
3. 

车 ”一 3, 则 由 $2 的 定理 2 可知 这 时 或 G 一 0 为 四 元 数 群 
或 G 一 Ds 为 二 面体 群 ;只 有 这 二 个 可 能 、 所 以 再 需 芳 虑 oCG) 一 
2* 中 守 4, G 非 交换 ,有 是 有 a&€ G 使 oa) 二 2" 

据 埠 尔 特定 理 , 应 有 

G={a, by a m1, B= a blab mm o's 

但 二 1Cmod2*) 且 交 rr 一 1) 宇 0{mod2"). 

G 之 非 交换 性 保证 了 rf 硅 1(mod2"- 0， 故 由 * 为 奇数 ， 知 
r 一 工 十 2; 1 委 坪 委 一 2 有 (2 人 一 1 故 半 一 工 一 222 大 
(1 十 24- 充 )， 下 分 二 款 . 

(一 ) 之 1 时 . 由 2 |(r* 一 1) 得 nn 一 1 志 二 1,n 一 
2 委 ,故此 时 必 有 

p= 一 2 r= 二 + 2 二 1 十 272(mod2*-1). 
再 从 tr 一 1) ws 0(mod2*-0 得 t+ 2 一 记 二 0(mod2r0D。 故 217， 
即 : 一 2r, 于 是 由 关系 式 | 
| 《ex 2 一 Qtr oo part a a2[r+t Lt) 
以 及 1 十 2" 中 为 奇数 ,可 知 有 * 使 
Tx(l + 2 34) 四 0(mod2""?), . 

因而 (Carh,)’ = 1; 令 or 一 加 时 , 显 有 C 一 {a, b} I {a,.6}, 而 
pt en = bi, bab = ot 
《二 )》 和 一 1 时 ， 由 壮 一 1 十 4AC1I 十 丰 ) 及 2 下 |( 关 一 1)， 
可 知 2*| (1 十 K 大 辐 一 1 十 2*3 故 一 1 十 大 一 一 上 十 2 2 
得 
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=|! (maazr 0， 当 * 坟 全数， 
一 ] 十 2+ (mod2”~!))、， 当 2 为 奇数 时 . 

四 以 7 一 1 十 24 及 一 一 1 十 2p 代 人 zf 一 1) 二 0Cmod2"-!) 
中 又 知 2" |t, 故 上 一 27 20， 于 是 ， 

《ax 本 = Gt) 一 0 
因 之 , 当 > 为 奇数 时 [ 即 7 三 一 1 十 2" 六 mod2""!)] 必 有 适当 的 x 
使 o 十 x» 三 0(mod2), 这 样 就 有 (ab 站 二 1， 故 令 5 一 a*b 时 
确 有 : 

G={a b= {a bl a =1= bp, fab = tr, 
然而 当 » 为 偶数 时 [ 即 + 到 一 1(mod2*“?)]、 再 分 0 为 奇 , 偶 两 小 
款 : 
(aa 偶 . 这 时 ,og 十 xy 到 0(mod27 确 有 解 xz, 因而 (a"6,)* 一 
1, 芍 令 5 一 a*b, 后 并 注意 这 时 有 57'45, 一 sw' 一 a1, 也 就 有 

G={e bm {gb}, oe 一] 一 天 bgb = a 

《ii) go 奇 ， 这 时 ，o 十 xy 三 0(mod2) 虽 没 有 解 +, 但 已 经 有 
Dg Tog HU) 0g HH Hlab = a ae!l, 即 C 
之 构造 已 明 , 可 写 为 

G= {a,5}, a” 

总 括 之 ,证 得 了 下 面 的 

定理 10 2" 阶 非 循环 尽 ( 当 然 + > 2) G 如 有 一 个 阶 2 的 
元 , 屠 打 G 只 能 为 下 列 硬 入 到: : 

(Ki G= {0b}, ea” = ~ ,bib—4 《交换 群 ); 

(iD G 一 (oo 一 1 一 关 全 0 一 oa 《二 面体 群 
Dr, n > 3); : 

(ii) G = fa 四，2 1 gb -1( 四 元 数 
于 ov 7 > 3); 本 

(yw) G= {4 6b), a =1= 0, blab = a (n> 4); 

(vy) G= {a 6b, 一 上 一 天 pp 一 or (np D> 4). 

定理 9 与 定理 10 揭示 了 有 指数 为 ”的 循环 子 群 之 非 循环 p- 
群 的 构造 .现在 再 来 研究 它们 中 指数 为 的 循环 子 群 的 个 数 这 个 
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定量 问题 . 
设 o(G) 二 p", a€ 6G, ol4) 二 p”!, 6G 非 循 环 的 . 
当 P 为 奇 素数 时 ,所 定理 9 则 知 
Gm (asb}, a = 1— bh, bab = alte, 
但 a 一 0 或 = p” 了 ,内 这 二 个 可 能 . 不 论 x 二 0 或 p"", 当 wn 守 3 
时 恒 有 加 |, 因而 
BY qb = a to) a CEHYe) 
到 gr 二 pra*ityo)， 再 用 归纳 法 易 知 
(Carb?) 一 5orgd Ee] (1) 
由 于 6 的 元 得 唯一 地 表 写 为 a? 坟 或 ba* 形 (0 所 x 所 p"! 一 
1,0 二 yy 世 p 一 1), 于 是 由 《1L) 式 易 知 ofar 姑 ) = p"! 的 充 要 条 
件 是 (+, p) 一 1 及 y 可 任意 , 说 明了 G 中 阶 p”"! 的 元 之 个 数 等 于 
ppp 一 p(p") 一 一 数论 中 的 欧 拉 函数 ,注意 这 里 的 # 之 3. 
男方 耐 ，G 中 PP 个 p"! 阶 的 循环 子 群 {a8*} 是 两 两 互 异 的 
{y = 0,1, 2 -…， 六 一 1). 为 什么 呢 2 设 0 筷 y, 出 和 pp 一 1， 
则 0. 二 {ab"} 的 充 要 条 件 是 so = (Cab)"、 即 brett 一 


+1) ya 


bm"a™ 《利用 了 (1) 式 ), 不 得 不 有 
ymy(modp) 与 1 十 yw = 宇 妨 十 2 二 ya (Kmodp" 一 )， 


由 后 者 得 m 二 1(modp), 因而 必 有 = ymodp), 即 必 有 yi 一 
y、 故 云 ， 

又 每 个 p”™! 阶 循环 子 群 {ab’} (Cy = 0, 1,2,...， 二 1) 中 
都 含有 9(p 个 阶 p*1 的 元 ， 办 之 这 ?个 两 两 互 蜡 的 p*'! 阶 循 
环 子 群 fa 好 共 含 有 pp(p*”) 一 gplp”) 个 阶 加 二 的 元 , 即 包含 
了 G 中 阶 p” 之 元 的 全 部 ,所 以 G 除 了 这 ?个 御 环 子 群 ( 阶 为 如 一 
或 指数 为 p) 以 外 再 没有 阶 p"7 的 循环 子 群 了 . 这 就 证 明了 奇 阶 
p- 群 G 如 有 指数 ? 的 循环 子 群 { 当 C 非 循环 时 且 又 o(G) 一 好]， 
则 在 ”之 3 时 指数 ”之 循环 子 群 的 个 数 恰 等 于 p， 

至 于 在 ”一 2 时 ,从 G 之 非 循环 性 即 知 G 为 初等 交换 的 , 故 这 
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时 G 中 指数 为 ?之子 群 ( 必 是 循环 的 ) 的 个 数 等 于 Na 一 (2 一 1)7 
(p—1)=ptl. 

故 总 括 起 来 ,就 证 得 了 

定理 11 阶 为 奇数 p" 的 非 第 环 p- 群 G 中 指数 为 ? 的 德 环 于 
琵 之 个 数 是 

GD 在 > 一 2 时 ,人 恰 等 于 户 十 1 

Gi) 在 "> 3 时 , 恰 等 于 ?或 则 没有 ， 

回忆 定 埋 11 的 证 明 过 程 , 知 其 关键 问题 在 决定 (1) 中 元 azz 
之 阶 为 pe 今 推 广 之 ， 设 总 > 下 > 1 不 一 定 等 于 ”一 1, 问 
(1) 中 元 @ 之 阶 为 pt 的 条 件 是 什么 ? 

由 (1) 式 易 知 of(arz) 一 p+ 的 充 要 条 件 是 如 -由 *， 及 ? 任 
意 , 故 这 样 的 * 只 能 从 7 pp 下 (j 一 1,2,-…",p*) 中 取 与 ? 互 
素 的 那些 为 于 是 6 中 阶 pr 之 元 的 个 数 为 p :gp(p*) 一 p(p*+1), 

男方 面 ,G 中 ?个 p* 阶 循环 子 群 {a+”"'br} 是 两 两 互 异 的 
(y 一 0， ls, 2 …，。 由 一 1)， 事实 上 ， 设 0 扫 yy yp 一 1， 
(ar gr} 一 arr) 的 充 要 条 件 是 a 二 (arb)m， 
即 Be a (利用 了 《1) 式 ), 不 
得 不 有 

yymCmodp) 及 1 十 ya 壮 1m 十 


由 后 一 关系 式 即 知 mx 二 1(modp)， 因 而 前 一 关系 式 变 为 六 亚 
y(modp), 贿 之 必 有 六 一 y。 故 云 . 

于是 G 中 ?个 两 两 互 异 的 关 阶 循环 子 群 {at 57 一 0， 
1,…… sp 一 1) 的 各 个 都 包含 了 G 之 qlp*) 个 阶 此 的 元 素 ， 因 而 
它们 总 共 就 包含 了 G 中 pp(lp*) 一 pCptt) 个 阶 站 的 元 , 即 包含 
了 G 中 全 部 的 阶 闪 之 元 。 故 G 队 了 这 如 个 闪 阶 循环 子 群 以 外 再 
也 没有 别 的 pt 阶 循环 子 群 了 . 

这 就 又 证 得 了 下 面 的 

定理 12 ” 设 6 为 非 循环 的 奇 阶 p" 的 p- 群 。 如 果 G 有 一 个 


才 


et ya (modp*), 
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子 群 之 个 数 恰 为 p. 

定理 11 只 讨论 了 p < 2 的 情况 .至 于 2" 阶 非 循环 群 G 中指 
数 为 2 的 循环 子 群 之 个 数 问题 ,讨论 就 更 琐 细 了 , 可 参看 下 面 的 问 
题 1。 本 节 到 此 结束 . 

问题 1 定理 10 中 之 3 时 ， 则 (人 ), (让 , (iv),(Y) 型 各 群 
中 指数 2 的 循环 子 群 之 个 数 分 别 为 2， 1, 2, 1; 而 《过 》 型 群 中 指 
数 2 的 循环 子 群 之 个 数 等 于 3 在 7 一 3 时 ,或 等 于 1 在 x 之 4 时 . 

问题 2 ” 若 p- 群 6G 含有 指数 为 p 的 循环 子 群 ;, 则 6 之 任 一 个 
非 单 位 子 群 也 必 含 有 指数 为 8 的 循环 子 群 . 

问题 3 ” 设 6G 为 型 [5 一 .1, 1] 的 p* 阶 交换 群 ; 试 证 : 

(i) 凡 p” 次 办 (rn 一 1 宇 m 之 1) 为 单位 元 的 G 中 元 素 之 个 
数 等 于 加 1+1; 

Ci) G 中 PP 阶 子 群 的 个 数 等 于 p 十 1， 

河 题 4 设 G 是 一 个 非 循 环 的 奇 阶 p* 的 p- 群 。 如 果 G 有 指 
数 为 的 循环 子 群 , 则 G 中 ? 阶 子 群 的 个 数 就 等 于 1 十 也 

注意 这 问题 4 也 是 pr- 群 的 重 酉 性 质 ， 并 注意 它 和 定理 12 的 差异 。 

提示 : 若 G 交换 ， 则 变 为 问题 3。 若 G 非 交 换 ，G = {4, 5}, a =1 
一 2, blab 一 at (定理 9); 这 时 G 中 凡 9 次 等 为 单位 元 的 元 之 个 数 等 
于 产 , 即 G 中 阶 2 之 元 之 个 数 等 于 产 一 1， 故 ” 阶 子 群 之 个 数 为 十 工 


问题 5 ” 当 问 题 4 中 G 为 非 交 换 群 时 , 即 G={a,8}, er” 一 
1 一 如 (2 关 3) 且 2 一 at 试 证 下 列 诸 性 质 : 


(i) bar = a?b; 
(Ci) Z(G) = {0?}; 
Gi) 设 c< 一 [ay bl, 则 ceEZCG) 且 ce 一 1 
(Civ) CG 一 [G，G] 为 阶 循环 群 {c 一 {e* ); 
(v) 六 阶 子 群 之 个 数 汐 1 十 p(0 之 对 之 #4); 
(vi) G 的 真子 群 恒 为 交换 的 ; 
(vii》 以 非 单位 正规 子 群 为 模 的 @G 之 商 群 也 是 交换 的 ; 
(viii) G 中 加 阶 子 群 当 六 兰 2 时 恒 为 正规 的 ， 
.403 。 


提示 : 由 6'965 = ot 知 罗 6 一 即 (i。 册 (iD 知 {oj206)， 
olG/Z2(G))lo(G/{e?})) 一 如， 必 有 olC/2ZtG)) 一 严 ， 即 〈ii)。 易 证 se = 
GilHP we eas br = boar me hp 5 一 cB、 旭 c€ Z(G); 再 由 第 -一 章 $ 10 的 
定理 4 则 得 c* = [ef,5] = 1;, 故 有 (iii). 又 由 olG/Z2(6))=p*, 得 GAZXCC) 
交换 ，G' 往 Z(G)， 因 之 [a6 zlpr] 一 fo je[ey 65- 一 er 间 G' 一 
{rj 或 Civ )。 由 则 题 4 内 考虑 1<<7, 据 定理 12 已 知 产 阶 符 环 子 群 有 ?个 
而 为 4% 一 fear 人](0O<SiSp 一 1), 又 B= {9,5)} 一 {or}x{5} 为 
六 阶 且 型 是 [* 一 1, 1] 的 交换 群 ; 若 o(H) 一 部。 则 由 问题 2 可 知 HH = {x， 
0 或 一 2) 于 是 zx 一 apps y 一 
ob 但 (ip) 二 1 且 0Sigp 一 1, 凤 x€ By€ Bi 证 明了 (Y)， 握 
(9) 可知 二 阶 (<z) 于 群 便 交换 , 即 (Yi)。 设 1<N<IG,; 则 I1<D=NAN 
Z(G); 取 刀 中 阶 如 之 一 元 > 据 (i) 知 > 一 ar eeG 一 [G，C], 故 S 己 
DECEN，G/AY 交换 ， 即 《vii)。 设 o(2) = 加 (mm 关 2)。， 据 (v)》 已 知 五 或 为 
{ ”0 或 为 {o "}x{b}; 当 m 一 2 一 1 时 ,HG 自明 ("日 极 大 )， 
页 只 讨论 2 和 mn 一 2; 这 时 利用 Bia8- 二 Bb~(9-iD)gbpi 一 attt3 7 一 
a BD Bio = aia mB, 可知 ei(er™ "bi = a "(gtdla) = 
Pi oo i (a mpi rip"! ba "pi) 
5 二 "bi 说 明了 {orbi}<IG, 又 eibe = ga? 人 bap mI 
5€ {eo“} x {8), 也 证 明了 {ew”“} x {5}<IG。 即 (vi) 成立, 


问题 6 p- 群 6 中 凡 指 数 为 产 的 正规 子 群 的 交 必 含 6 之 换 位 
子 群 G 为 其 子 群 . 

问题 7 设 6 为 非 交 换 的 p- 群 ,并 含有 两 个 指数 为 ? 的 交换 
子 群 召 和 天。 试 证 : 

(i) Z(G) = HNK; 

Gi) CG 一 [G, 6G] 为 初等 交换 的 ; 

(Ci) 1(G) 是 产 阶 的 初等 交换 群 . 

问题 8 车 pp- 群 G 有 一 个 指数 为 pg? 的 交换 子 群 ; 那 末 6 也 必 
有 一 个 指数 为 娟 的 交换 正规 子 群 (文献 [37]). 

问题 9 设 p- 群 6G 的 正规 子 群 4 之 阶 oC(4) 一 pi 试 证 4 忆 
Z(G). 
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$4. p- 群 的 自 同 构 群 


在 前 章 讲 扩展 理论 时 曾经 说 过 : 研究 有 限 群 的 实质 同 题 是 有 
限 单 群 的 次 定 与 扩展 理论 的 探索 。 但 谈 扩 展 又 和 决定 一 群 的 自 同 
构 群 是 紧密 相关 的 .所 以 研究 有 限 群 ,归根 到 底 是 决定 有 限 单 群 、 
探索 扩展 理论 、 以 及 求 一 群 的 自 局 构 群 这 三 个 根本 问题 . 由 此 可 
匈 研 究 一 群 的 自 同 构 群 这 个 问题 的 重要 性 . 在 第 一 章 $9 末 又 说 
过 了 和 群 G 的 某 些 性 质 在 多 数 情 况 下 对 自 同 构 群 4(G) 言 是 不 见得 
成 立 的 , 因而 研究 自 同 构 群 4CG) 也 有 它 的 必要 人 性。 这 一 章 讨论 
产 群 当然 为 要 把 p- 群 的 性 质 搞 彻 底 , 也 就 自然 而 然 地 提出 了 要 
探索 p- 群 的 自 同 构 群 . 

2 和 群 中 最 简单 的 是 循环 群 , 今 令 Zen 表示 加 阶 循环 p- 群 。 因 
为 Zpr 一 {a} 中 1~1 了 台 射 < 二 2” 为 Zpr 之 自 同 构 的 充 要 条 件 是 
42” 仍 为 Zpr 之 生成 元 ; 故 2 一 a* 中 的 (Pp 一 1， 因 之 Zor 恰 
有 plp") 一 pop 一 1) 个 自 同 构 ,， 即 4(Zrr) 得 与 模 p* 的 婚约 
剩余 类 群 成 同 构 . 于 是 , 据 数论 知识 ， 可 知 当 为 奇 素数 ， 或 者 
n < 委 2 时 ，A(2Zp") 都 是 gt ) 阶 的 循环 群 ; 只 有 在 p 号 2 且 又 
# 实 3 时 , 4A(Zpr) 才 是 pg(2*") 一 人 [xz 一 2， 

。 故 得 

定理 1 设 Z, 是 p" 阶 的 循环 p- 群 , 则 有 : 

(i) 在 p 人 7 安 2 时 ， er) 是 plp") 阶 的 循环 

《个 在 PP 一 2 上 且 义 #* 之 3 3 时 ， A(Zp ) 与 入 2" 的 所 负 利信 六 
群 成 同 构 ， 因而 为 型 [# 一 2,1] 及 阶 2 一 的 交换 群 

有 了 这 定 = 理 1， 再 根据 第 一 章 $ 11 定理 10 及 第 二 章 $2 定理 
1 就 知道 了 任何 有 限 循环 群 的 自 同 构 群 的 构造 ， 实 际 上 这 已 早 在 
第 一 章 $ 2 定理 3 里 叙述 过 , 现在 在 这 里 不 过 是 重 述 一 遍 . 

z- 群 中 除 循环 群 外 笛 就 是 初等 交换 p- 群 较 简单 些 。 今 设 p" 
阶 p- 样 6 是 初等 交换 的 ,于 是 
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G={a} Xx {fal xX... x {a,}, (C1) 
式 中 oeD) 一 户 全 一 1，2， 7 
& 中 除 单 位 元 外 各 元 的 阶 为 p， 故 6 有 p” 一 1 个 阶 ? 之 
元 , 因而 有 p" 一 1 个 方法 可 选 G 之 元 充当 (1) 中 的 a1; 当 2 被 选 
定 后 ,再 取 aef aij, 这 样 的 a; 之 选取 的 可 能 性 有 如 一 请 种 ， 且 这 
时 易 证 {ezjmn{e 一 1， 因 而 有 直 积 fo Xx {a;}; 再 取 asEfei， 
aa} =2 {a Xx {a3}， 由 于 a 与 4; 被 选 定 后 应 有 p"— 个 方法 去 
选 sa， 但 选 定 oz 后 由 于 {esjmn feiy 421 之 {63} 及 ok43) 一 请 则 知 
{ajnfe， a2} 一 1， 故 又 有 直 积 {fa} xX {aj X {aaj， 同 理 , 当 
ay wa G3 已 选 定语 ， 又 有 p* 一 六 种 方法 去 选 04。 继续 这 样 的 步 
驻 , 可 以 知道 选择 象 (1) 式 的 一 组 基底 a1, a3，,"…'， a 的 方法 共有 
(p* 一 Dp — pp — Pp 一 加 ple 
种 , 式 中 恕 一 [人 z 一 1), 即 如 (1) 式 的 G 之 基底 (a1, 6s,*……， 
a) 共有 人 inc-o 组. 
然而 若 (gs 423"*", Qs) 为 6 之 一 组 固定 的 基底 ,而 (bs 
bs-** > bo) 为 G 之 任 一 组 基底 , 则 酸 射 
Ci (2) 
确 可 定义 6 的 一 个 自 同 构 ; 反 之 ,如 果 由 (2) 所 定义 的 上 映射 为 G 的 
自 辣 构 , 则 又 易 知 (61 5 ，2) 必 为 G 的 一 组 基底 ， 这 就 说 明 
了 G 之 自 同 构 的 多 塞 与 象 (1) 式 中 基底 (a 售 33“““ qn) 之 组 数 
的 多 等 完全 相等 . 故 证 得 了 


tt, 保 4= 开 坟 一 1 

定理 2 只 解决 了 初等 交换 p- 群 的 自 同 构 群 之 阶 的 间 题 , 然而 
它 的 构造 究竟 怎样 呢 ? 

当 〔〈siy sa，an) 为 如 之 一 组 夯 定 基底 时 , 已 知 有 映射 (2) 为 
G 之 自问 构 的 充 要 条 件 是 Cb, 乌 ,… 64) 亦 为 避 之 一 组 基底 , 于 
是 要 间 4(G) 之 构造 怎样 ,首先 要 解决 当 (1) 式 成 立时 ,来 决定 6 
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中 # 个 元 6 by,…, bb, 为 G 之 基底 的 条 件 . 
央 《eai， U25**"y dn) 为 G 之 一 组 基底 , 故 


他 
号 -一 A “din 一 TI Qi 
了 一 上 


(3) 


(2 一 于， 2,..., 1). 显然 ， 《与 ， 2 2 为 之 基底 的 充 要 条 


件 是 
Qi 一 I Ohi 一 Op ,bhin (i = 1, 2 2) 
j=1 
因而 据 (3) 式 有 
7 半 及 Bi 姓 半 
“= J = fT (HI ax = [J a kB 
j=1 j=1 “R=1 j=1 k=1 
和 nD Pijejk 
一 Hl II a iijk 一 GCC s 
k= j=1 x*=1 
故 不 得 不 有 
> 市 属 -| ] {modp)。 当 多 = 二 1 时 ， 
各“ 【0(Cmodp)， 当 六 所 让 时. 
于 是 若 令 
CH Ol Clin Bu Bra Dr 
一 | % 2022 °K 、 上 8 二 ba B22 Pr ， 
Hut Hn2""" On Bo Po Bs 


C4) 


则 (4) 式 即 表示 有 关系 B4 三 Elmodp), 为 单位 矩阵 。 这 是 说 
《bis 如 ,>"…… 5bn) 为 6G 之 基底 的 充 要 条 件 是 由 (3) 所 决定 的 整数 矩 
阵 4 一 (my) 关于 模 乡 有 逆 和 矩阵 。 显然 ， 凡 是 这 祥 的 矩阵 之 尝 合 
成 群 《以 模 ? 言 )。 即 为 有 ?个 元 素 的 有 限 域 tp) 一 天 《 伽 罗 丽 


域 ) 上 的 = 级 全 体 线性 群 GL(n, kK;). 


今 设 5 与 为 如 之 任 二 个 自 同 构 ,而 令 ay 一 广 ， 人 一 ci 人 一 
1, 2:，… "3 7), 则 (b> 225 9 bo) 及 (cs C023 *"» cn) 为 G 之 两 组 


基底 , 因 之 由 


+ 4D7。 


一 “一 -一 一 一 -mn 一 一 


他 


名 
ad = 4b, 一 [| a 与 a 一 Ci 一 II GX 人 
大 = 上 


=1 
所 决定 的 矩阵 4 一 (24x) 与 A 一 (px) 都 是 GL(n, Ks) 的 元 , 同 
时 也 说 明了 4(G) 之 每 元 5 得 唯一 地 决定 了 GL(wn，K,) 之 一 元 
A 一 (44), 反之 亦 然 。 故 4CG) 与 GL(n, Kg) 之 元 间 可 建立 一 
个 1-1 对 应 的 映射 
oA= ha resA = (pr). 
其 次 ,因为 


po E04 下 mm + 
ar -一 A 一 | TI ok) I (Car Yu Eat I clik 
“k=1 K=1 大 一 人 
Eo 天 F nm 下 
-Le) "= I 1H em 
R=1 “j=—1 k=1 
二 1 人 


-JI(Ueeo)- 了 


故 得 


之 AL “ “了 KR 
oT ~ : . (5 rmt 一 AA. 


pa ， Z2nKHzhn 人 
这 说 明了 1-1 映射 "生地 4 为 同 构 映 射 : 4(G) ~ GL(x，, Ke). 
故 证 得 了 
个 将 归 寻 好 上 几 各 全 人 久生 了 SC， kK) 时 入 的 ， 加 
而 GL(w, Ks) 之 阶 等 于 pi"" ok 但 和 一 了 (一 1 


定理 3 完全 解决 了 初等 交换 p- 群 的 自 同 构 群 的 构造 . 
下 面 再 讨论 任意 p 群 的 自 同 构 群 。 为 此 , 先 证 明 下 面 的 
引 理 1 设 C 为 有 限 群 ， 者 商 群 G/0CG) 最 少 需 要 4 个 元 
素 所 生成 , 则 
[ACGN:LII LBCG): 1 : [ACG/8CG)):11. 


9 408 。 


证 明 令 = {colo€ A4(G), [2@(G)xr] 一 $B(G)x, 任 xé 
Gj， 妈 使 G 关于 8(G) 之 每 个 陪 集 都 不 变 的 G 之 自 同 构 所 成 的 
集合 表 为 入。 注意 [BCG) xx 一 80G) 一 0G) 3 故 
[ef(G)zj 一 BCG)r 的 充 要 条 件 是 zxz-e BC(G),， 即 4(G) 的 元 
o€ A 的 充 要 条 件 是 对 每 xe G 全 有 xx-e BL(G)。 于 是 ， 当 a， 
gE UA 时 ， 就 有 xox @(G)， rT (Cx) € GCC)，xra € 
GOT = {BG = (OCC) = OC(G)r, x xt€ 
PCG), 故 moz16 %L，RI % 为 ACG) 之 子 群 . 

再 车 rk A(6), a € Us 则 x 二 x(x "= 
[x Cr) = [rr HCG) “OG), 故 rior6 
%, 即 中 ACG), 因而 有 商 群 4(G)/A. 

现在 首要 的 任务 是 证 明 

A(CGNHA ~ MEACG/L(G)). (5) 

事实 上 ,只 要 ce 和, 则 对 任 re .ACG), 恒 有 

[BG 一 [IgGCG xl 一 [19G)x = PCO) x", 
同 理 也 有 [9(G)z] 二 (CG)x', 这 说 明了 属于 4《4G) 关于 对 之 
陪 集 三 一 za 一 ar 内 的 每 元 《G 之 自 同 构 ) 总 是 使 陪 集 @(G)x[G 
关于 BCG) 的 ] 映 射 为 陪 集 BCG)x'"。 在 这 个 意义 下 ， 就 定义 了 由 
商 群 4(G)/3 之 每 元 一 7H 二 Mr 得 产生 商 群 G/8(G) 之 元 素 
间 的 一 个 壮 换 : 


t=rd= A> [0G)r] 一 te) (6) 


因 又 若 了 二 oA 一 Ay, 则 和 王 一 oalz 一 aro, 故 
(BCG) xr] Sl )-( BG)x )( BG" ) 


DG)r™ 94GD)z 本 CA 人 
( | 
DGIx/ 下 而 (GD)x 


一 [BCC)z] LOCC)r]， 
即 论 一 [89(G)z]LeCC)z] 说 明了 由 (6) 所 定义 的 映射 为 同 态 
映射 。 但 当 二 5 了 时, 与 之 等 价 的 是 ton&X, 则 据 % 的 意义 就 知 
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道 至 少 有 一 元 y€ 6 使 yr yeD(G), (yy 于 yy 
GCG) — BOC), y EPLG)NY', PCG) < BP(G)y", 故 
CE x PCG 
we ) > )， 

即 [BCG)x] 二 [BC(G)xJ， 说 明了 商 群 4(G)/% 中 不 同 的 元 素 
按 (6) 式 得 产生 商 群 G/@(G) 中 元 素 间 不 同 的 置换 ， 故 由 《67 所 
定义 的 映射 不 得 不 为 同 构 映射 、 即 4CG)/Y 全 骂 ， 而 希 为 以 隧 
集 B(G)x 作 置换 之 文字 的 置换 群 之 子 群 。 但 实际 上 由 (6) 所 定义 
的 泗 换 确 又 可 视 为 G/BCG) 的 一 -个 自 同 构 , 因 8B(G)zx ~ (GD)x" 
与 B(G)y 一 B(G)y' 之 关系 自然 有 关系 BCG)xy 王 (G)Cxy) "于 
BCG)xTy 一 DCG)x'* @(G)y"。 故 上 述 的 所 请 置换 群 实 际 上 得 视 
为 G/9(G) 之 自 同 构 群 的 一 子 群 , 即 味 导 A(G/@(G))， 故 (5) 式 
获 证 ， 

既 已 知 (5) 式 ; 就 有 [A4CG):A]|[ ACG/GBCG)):1], 即 

[ACON:1I|T¥:1]: [ACG/®(G)):11, 
因 之 若 能 证 明 
[30:131T5(CG):1]?， (7) 

则 3 引 理 1 就 获 解 决 。 

由 题 没 , 知 G/B(G) 一 {b$( G), 220(G)s bP (0)}, 因 
而 G 一 {PCG), bs, Bs **, ba} = {bs b> ba}. 但 因 每 联 集 
(CG)5i 之 代表 元 5b; 之 选取 方法 有 [BLG):1] 个 , 故 充当 G 的 一 组 
生成 元 bh 如 ,by 之 选取 方法 共有 [BCG):17F 种 

但 另 方面 ， 从 GG 之 任 一 固定 生成 元 组 b> B19***, ba 《具有 a 
个 元 )，, 对 每 o€ ,由 于 

[BG)biT = BG = BCG) bi, 

又 得 G = {b,, 2 ba} = {br, 2 bs}, BB Bf, b7s: -+ bu 
也 是 上 段 所 说 [8(G):1] 组 生成 元 组 (每 组 有 4 个 元 ) 中 的 一 组 . 
又 当 o,TEA 且 oo 半 7 有 时 ,由 于 G 二 16, b,---、 bs} 可 知 至 少 有 
某 一 如 使 好 声 茸 , 故 从 任 一 生成 元 组 (如 如,…, B64) 出 发 ， 当 
0 跑 遍 针 时 ,就 可 产生 [六 ;1] 个 生成 元 组 (好 好 55)， 这 也 
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就 是 说 : 上 段 中 所 说 [8CG):1]* 组 生成 元 组 可 以 分 类 , 使 各 类 都 
含有 [%:1] 组 ,而 每 类 中 的 [9[:1] 组 均 可 田 并 之 元 作用 于 其 一 组 
上 能 诱导 之 。 于 是 ， 
[A:1] [2CG):11, 

邑 (7) 式 为 豆 , 引 理 1 完全 获 证 ， 

现在 再 回 到 求 p- 群 之 自 同 构 群 这 个 问题 . 
:BCG)T = p ,于 
是 G/F(G) 为 pr 阶 初等 交换 p- 群 (§ 1 定理 10), 故 由 定理 2 得 


[LACG/BCOD:1] = pits (= TD)), 


而 由 引 理 1 知 
[ACG):1}| pd » pe Dk 2 vd2a—d a, 
然而 因 0 < 4 志 4, 故 易 验证 


Ad2n— dl) — 1), 


且 双 有 <<& 一][ Cr 一 1)， 


于 是 ， [ACGD):1]1ps""-3%。， 故 证 得 了 
定理 4 Ea 的 dos th tact 


A 


定理 4 提供 了 加 阶 p- 群 G 之 自 同 构 群 4(G) 之 阶 的 上 限 。 
今 问 : o(A4(CG)) 丛 等 于 上 限 好 "ks 时， 姑 群 G 是 怎样 的 群 呢 ? 
实际 上 ， 由 定理 4 之 证 明 方法 还 知道 *(C4(G))》 的 上 限 可 改 
进 ,而 为 
oC ACG)) pi of， 
式 中 一 工 (p' 一 1) 且 o(G/8(G)) = pr 于是, oC(4(G)) 所 


pid2nd—D ks 政 当 dn 时 易 知 Ra 心 kn 及 放生 dzwm2 一 人 起 pi"(s—D, 
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re 


因 之 必 有 pi 之 pi of4(G)) 过 p3""~9%,。 故 欲 
of(4(G)) 一 p3"9-3k,， 则 必 有 4 一, 即 BC(G) 二 1， 因而 6 一 
G/B(G) 是 初等 交换 的 ， 故 与 定理 2 及 4 合并 而 得 
定理 5 Pr 阶 下 人 pmo 
pp- 群 G 之 自 同 构 群 Ao 之 阶 的 上 限 已 明 。 其 下 限 又 怎样 中? 

当 p- 群 6G 为 交换 时 ,4《G) 之 阶 的 下 限 也 容易 解决 。 
事实 上 , 设 o(G) = p", G 之 交换 性 说 明 G 可 写 为 :( 之 二 个 

循环 p- 群 之 直 积 ,如 

Go= {a} xX {ea} X -+ x {a}s (8) 


ol i) = pis p 之 22 之 … "之 Xs» 3 XA; G 中 元 之 阶 最 大 者 


为 让， 再 令 4 胸 遍 模 ps 的 既 约 剩余 系 Rb, 而 二。.…， 和 
分 别 跑 遍 模 p*，…，, 模 p* 的 完全 剩余 系 [5],i,、…,[5|,x,， 这 样 
就 得 到 了 G 中 pCph) 。 part 二 pr-1(p 一 1) 个 元 afi 加 a， 
它们 的 阶 显然 都 是 pa， 因而 都 是 C 中 最 大 阶 的 元 ,于 是 不 难 验证 
站 
设 和 € [R|,:,, 12€& [ss “yy fe € [sl,,, 对 G 之 任 一 元 六 二 
af it， 作 了 驶 射 


oy . 
和 一 alrass* 和 als —>¥ Fa i Bi GHEEE sa ) gs . as 
= Qiviaistss» . “airlitss, 
Ce re 
再 令 7 一 ooze +ap， 则 
y= aNiay. a —y EE far a airigirtr "a TY 
由 是 ， 
of j eh, fF 
[zy Yi a (Carrtigyts. Ne artsr) Fa 
一 glitritsi)g (rts (rt). GT ) 二 人 rp 十 5z)》 
Pipiasits Eos ld i 站 FE 。。。 rr. 
= (aiigifts. Ci80014 tarifrz A :) 
~ Xi vy fs * yi sl ass i 
其 次 ， sais ea Yi vi BRN atria rts, - a 一 Great 。-。 
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afprrad2y 而 由 《8) 可 知 nr 一 mrmodpt)，1i 十 和 二 和 of 十 Ya 
Cmodp*»; & 一 2,-……，, 4), 于 是 由 (az 一 1 必 有 二 ri(modp*)， 
因而 从 p*|p* 也 必然 有 5 一 rmodp*), 夏 结局 有 x = y。 因而 
从 G 之 有 限 性 得 知 映射 ow 为 6 的 一 个 自问 构 , 即 oi, 
A(G)， 于 是 ,我 们 有 了 GG 中 p”'Cp 一 1) 个 自 同 构 wen 的 集 


合 全 . 


一 
取 S 之 任 二 元 ra 及 Oj fyiey 其 中 119 f1€ | ,,: 123 


ae lS jon- i [Sn 对 G 之 元 > 一 afia$:……at 则 有 
pk itofirf2 os = ( adiagisrts. > 二 
ist5)。 证 Ga 人 


一 《ageiuatria。 入 aidetis)igs. .tt 
《Re 和 


ma kitis vd, ti 


而 opp vijtiweijitie GSC.(ijs p) 一 1)。 这 证 明了 SS 为 4(6) 
之 于 群 , 帮 pp” 1(p 一 1D)1o(4(G)). 

上 面 解决 了 加 阶 交 换 p- 群 G 之 自 同 构 群 4(G) 的 阶 
ol(A(OG)) 必 会 pep 一 1) 为 因数 ， 因 而 p(y 一 1) 为 pr" 阶 交 
换 z- 群 G 之 自 同 构 群 4(6) 之 阶 的 下 限 。 十 面 再 问 : 加 阶 交换 
z- 群 GE 之 自 同 构 群 4(G) 的 阶 o(4(G)) 给 等 于 下 限 如 让 一 了 
时 ,@ 是 怎样 的 群 呢 ? 

这 时 , 设 G 写 为 z 个 循环 群 之 直 积 , 如 (8) 式 , 则 如 上 所 证 明 
的 过 程 可 知 4(G) 有 一 子 群 名, 其 阶 o(5) 二 pp"!(p 一 1); 今 既 
假定 了 oC(A4(G)) = pp 一 1), 故 必 有 4(G) 一 人 。， 然 而 据 形 
成 马 之 意义 可 知 仿 之 元 ( 即 G 之 自 同 构 ) 痢 不 使 a; 发 生变 化 〈# 之 
2), 但 在 :1 2 时 易 知 0 一 a 0 一 df 1 ai(i 之 2) 也 
为 6G 之 一 自 同 构 , 而 又 不 在 全 内 , 下 4《6) 一 6 就 说 明 不 应 存在 
这 样 的 自 同 构 , 因 而 z 之 2 不成立， 即 必 有 :一 1, 即 G 为 循环 的 ， 
故 证 得 了 

定理 6 pp 阶 交 涤 广 群 G 之 自 局 构 群 4CG) 的 险 <(4(G)) 
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但 有 下 面 的 整除 关系 
pp — 1)) oC ACG)) | p40n, 所 人 ~ 1 (pi — 


和 


人 


关于 非 交 换 p- 撩 6 之 自问 物 笠 4G) 之 阶 的 下 限 ， 目前 尚未 
有 较 好 的 结果 ， 仅 知 如 | o(44G))， 这 是 因为 PloCG/2(G)) = 
of 人 GC))oC4CG)) 的 缘故 (文献 [331). 

非 交换 p- 群 之 自 疝 构 群 已 完全 解决 了 的 有 四 元 数 群 , 它 的 自 
同 构 群 是 四 次 对 称 群 6。 为 要 证 明 它 , 先 要 证 朋 下 面 的 

引 理 2 设 o(G) 一 24, J4G,0( 站 一 4 且 7 一 Zc(J)、 则 
G 二 全 

证 明 Z(G)SZe(J) 一 J。 由 西 洛 定理 知 有 元 xEG 使 
0(x) 一 3， 因 而 xEJ， 令 7 了 中 非 单 位 元 之 另 三 个 元 为 as 5，c， 则 
当然 有 J 了 一 {1, ay pb cj、JqG 当然 有 xaxr€ J 茶 首 x ax 一 
qa， 则 因 xEJ] 一 Zo(J)， 歼 必 有 xxxr 一 oc 及 ziecx ==5, 詹 而 不 
论 0 为 了 之 任何 元 恒 得 x3ax? 一 a, 见 x*€ Zoe(J) 一 了 但 of 一 
3, 说 明了 31o(]) 一 4, 显 非 所 许 ， 疝 理 也 知 bx 关 二 及 x!cz 守 
<。 于 是 用 xz* 去 变 7 中 各 元 之 形 时 , a, ep, ec 都 必 发 生变 化 ,可 不 类 
普遍 性 令 

rlar = bs rbr ce, I Icr = 64. 

由 是 知 a、 5 c 都 非 G 之 中 心 元 ， 因 而 从 Z(G)SJ 可 知 2(6) 一 
1 

又 {x}G 半 。 为 什么 昵 9 假若 {zj<G， 则 因 oixa， 25"'xb， 
ctzc 都 非 {x}】 之 单位 元 就 不 得 不 等 于 x 不 ,于 是 ao-ixa, 2 rp。 
ctzc 中 至 少 有 两 个 和 相等; 如 ea!xa 二 rb, 政 x(ab 中 一 {eb 1)x， 
即 用 * 变 了 之 形 能 使 / 中 元 5 六 关 1) 不 变 , 这 与 上 了 蛋 所 说 用 * 
变 了 之 形 必 能 a, 2 ec 都 必 发 生变 化 的 结论 相 冲 突 。 故 {x} 拓 6。 

由 是 可 知 6G 没 有 阶 为 3 的 正规 子 群 、 芍 据 西 语 定理 就 知道 
中 阶 3 之 子 群 ( 即 西 洛 3- 子 群 ) 之 个 数 为 4, 即 在 G 中 与 HH 一 {x} 
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共 轿 之 个 数 等 于 4, 令 它们 为 妃 ( 一 妥 ), 厂 , 古 , Hss 于 是 它们 的 
正规 化 子 N 一 N,N,, Ns, N, 也 共 丹 。 再 由 第 三 章 $7 的 引 理 
1 可 知 G ~ Gn, 但 Ga 为 四 次 可 迁 置换 群 ,这 个 同 坊 的 核 为 D 一 


Nw. 


i 

又 能 断言 N; 关 Ni 当 i 计 j 了 时 . 因 若 NN 一 Na 则 由 于 有 g& 
G 使 到 一 gHig, 芭 国 一 Ni 一 9g Nig, 见 g€ Nie(Ni); 但 
据 第 二 章 $ 1 的 定理 7 又 知 NeCV,) 一 Ni， 故 ge N,， 不 得 不 有 
g-'Hig 一 Hi, 即 Hs 一 Hi, 显 非 所 许 ， 由 是 ，D < Ni 一 N， 故 再 
据 olN) 二 6 可知 olD) 二 1, 2 或 3, 只 这 三 个 可 能 ， 

然而 D4G, 而 G 又 无 3 阶 正规 子 群 ， 故 olD) 关 3， 荷 若 
oD) 一 2, 令 D 一 {4)，o(d) 一 2， 则 从 DG 得 知 对 每 gE G 
常 有 go-dg 一 4， 即 d€ Z(G) 一 1， 亦 非 所 许 . 因而 只 4 能 是 
o(D) 一 1， 随 之 有 G ~ Gy, 故 再 据 of(G) 一 24 可 知 四 次 可 迁 轩 
换 群 Ga 为 四 次 对 称 群 6,， 证 完 . 

据 这 引 理 2, 可 证 下 面 的 

定理 ?7 四 元 数 群 的 良 同 构 群 为 四 次 对 称 群 . 

证 明 设 0=={as bj, a 一 1 人 一 41,6lgb 一 4 车 mrE 
4(0)， 则 令 of 一 4a， 一 时 ， 则 0 一 {4 ,， 2}， 且 当然 有 
oa 一 ol5) 一 4 及 ob be 反之 , 取 8 = {a,5} 中 任 二 个 
互 不 交换 且 阶 均 为 4 的 元 * 与 后， 则 也 必 有 0 一 {a,b5}, 并 
易 验 证 映射 

o: Abt {ab = ab 
为 邓 的 自 同 构 , 即 wk 4(8)， 于 是 证 得 了 : 8 之 一 自 同 构 可 确定 
(由 a 及 5 所 确定 )Q 中 一 对 互 不 交换 且 阶 均 为 4 的 元 a 与 5; 反 
之 ,; 凡 中 互 不 交换 且 阶 均 为 4 之 二 元 a 与 又 能 由 a 与 决定 
8 的 一 自 同 构 oC《ei6')" 一 a2“*)， 故 4C9) 的 阶 就 等 于 上 述 的 
a'， 这 样 一 对 元 素 的 选择 方法 之 总 数 。 但 口中 阶 4 之 元 的 个 数 
为 6, 它们 是 ae, ,56， 46， a28，a35: 而 与 共 中 各 个 可 交换 的 顺 次 
又 只 各 有 a, 4» ab, asb, bs ab: 故 当 上 述 的 a 取 为 4) ,Bb, db 
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aib ,ab 时, 那 末 几 也 就 顺 次 决 不 可 为 8, a qi6， qb6、5, 4b.， 这 
说 明 取 w 之 方法 有 六 种 ， 而 当 a 取 定 后 再 选 乡 的 方法 就 只 有 4 
种 。 因 而 选取 如 上 述 一 组 *，& 之 方法 的 总 组 数 就 等 于 6 X 4 一 
24, RI oC A( QO)) 一 24. 

又 因 1(8) ~ 9/2(98)，2Z(0) 一 {4?}， 故 ol1(0)) 一 4， 
1CQ) 交换 ,于 是 必 有 

1I(Q)EZ 0(1(0)). (9) 
然而 若 o€ Zaoy1C(8))， 则 因 对 每 x<E 8 有 1 一 o Ta 一 
1 故 xoxmEZ(D) 二 {97)， x EZ(0):x、 因 而 特 取 x 为 0 一 
一 {4a， 5 之 生成 元 cs, 时 就 应 有 
4 一 4 或 一 上 ， 上 二 上 2 或 == qb， 
说 明了 oa 只 有 2 X 2 一 4 种 可 能 性 ， 即 oC(2Z4coX1(8))) 和 4， 故 
再 由 (9) 式 就 不 得 不 有 
1(0) = Za0(I(0)). 

因 之 , 如 将 4(8) 及 (8) 分别 当 做 引 理 2 中 的 G6 和 J， 则 据 引 理 
2 即 知 4(0) 守 SS,， 定 理 7 证 完 ， 

关于 广义 四 元 数 群 ,其 自 同 构 群 的 阶 也 解决 了 ， 而 有 下 面 的 

定理 8 2* 阶 广义 四 元 数 群 0 > 3) 的 自 同 构 群 的 阶 等 
于 2 

证 明 设 @ 一 Or 一 {as bj a 一 1 一 a bgb = 
oog A(0O) 决定 了 8 中 二 元 4 一 a 及 一 如 具 有 ola) 一 
2 of ) 一 4 及 aB 妆 b'a 的 关系 .有 反之， 从 台中 任 选 二 元 4， 
下 使 ofa) 一 2 of ) 一 4 及 oa 人头 Be 时, 易 知 QO 二 {0 ,上 5} 
且 有 映射 g5: a'6* 一 (eb) 二 qb'! 为 0 的 自 同 构 。 故 ol A(8)) 应 等 
于 这 样 一 组 元 a ,的 选取 方法 的 总 数 。 但 选 a 的 方法 只 能 从 a? 
中 使 (4, 2) 一 工 的 那些 oa* 里 面 去 选取 , 故 这 样 的 a 有 pC2"1) 一 
2" 一 个 ; 又 可 选 闷 一 ai (p 任意 ), 故 选 乡 之 方法 有 2 局 种 ， 因 
2 ol A(O)) 一 Za 一? 22% 一 ! md 2 证 完 ， 

关于 二 面体 群 , 则 有 

定理 9 二 面体 群 D。 的 目 同 格 群 4(Ds) 就 是 Da 鼓 身 ,而 在 


.46， 


# 之 3 了 时 4(Dzo) 的 阶 为 2. 

证 明 没 Do 一 Teypy er 二 1 一 上 ,5 lab 一 a 芒 了 
为 Pa 在 它 自 身 内 的 一 个 有 映射, 令 妈 一 和 加 一 人 则 ce 4D2) 
的 充 要 条 件 是 o(o) 一 2 0(6) 一 2 及 wb ba 因 Dx = 
4 十 1 和 之 陪 集 1 和 5 中 每 元 的 阶 等 于 2; {a 中 阶 2 之 元 
为 至 形 , 但 《1,2) 一 1, 因而 共有 p(2”) 一 2 了 个 ; 故 选 ? 之 
方法 有 2” 一 种 , 而 当 ” 选 定 后 , 选 丸 之 方法 有 2"! 种 ( 即 可 选 
为 陪 集 {as 之 任何 元 ， 而 不 能 选 为 ”一 )。 这 说 明了 4(Dy) 
的 阶 等 于 2a 一 1 四 Zn 一 2 = a 

特 在 x 二 3 时 ，o(4(Ds)) 一 23; 又 1(Ds) 之 Da/Z(Ds) 一 
Ds/{a?) 说 明了 1(Ds) 为 +4 阶 的 且 不 为 循环 的 , 故 1(Ds) 为 克 芋 茵 四 
元 群 各,, 这 说 明了 4(Da) 不 是 四 元 数 群 《 因 了 加 元 数 群 没 有 正规 子 
群 是 克 莱 菌 四 元 群 )， 于 是 4(Da) 必 是 二 面体 群 D: (4 2 的 定理 
2)。 证 完 . 

这 市 的 主要 问题 可 以 说 是 初等 交换 p- 群 的 自 同 构 群 , 因为 凡 
阶 为 p" 的 任何 p- 群 的 自 同 构 群 之 阶 都 是 p" 阶 初等 交换 p- 群 的 自 
同 构 群 之 阶 的 因数 、 人 得 决定 p” 阶 初等 交换 pp 群 6G = {a} X -… 

x {as} 之 自 同 构 群 4CG) 的 构造 《定理 3) 是 利用 (3) 式 中 忆 ， 
b's bs 为 G 之 基底 的 充 要 条 件 来 解决 的 。 当 刀 , 饭 ,……'，b。 为 
之 基底 时 ,映射 

aliaz ap 7 bub * -be 《107 
固 可 决定 6 之 一 自 同 构 , 若 如 5，…… 3b, 不 必 为 C 之 基底 , 而 是 
G 中 任 # 个 元 (也 可 能 有 相同 的 ), 则 《10) 式 只 能 定义 G 的 一 个 自 
同 态 ， 反 之 ， 心 的 任 一 个 自 同 态 又 决定 了 1 可 2 “>》Qn 的 一 组 第 
元 如 刀 ，"……*， Bs， 因而 这 自 同 态 就 确定 了 映射 (10)。 所 以 G 之 
自 同 态 环 E(G》 所 售 元 素 之 个 数 就 等 于 由 G 中 和 任 选 w 个 元 刀 ， 
如 ,5 之 选取 的 总 组 数 ; 由 于 每 个 志 之 选取 方 靶 有 p", 故 组 
(b,， ay 5,) 之 选取 的 总 数 等 于 (p")" Ee po 即 G 之 自 同 态 环 
E(G) 是 具有 p" 个 元 的 有 限 非 交换 的 结合 环 . 然而 ECG) 之 每 
元 决定 了 2” 个 元 己 ， 与 加 后 又 有 


+ 417 *» 


ES rr ee Te pe 


和 
| ai (人 一 1，2 7), (11) 
R=1 


因而 产生 了 件 罗 瓦 域 KK， 上 的 一 个 级 矩阵 《4i4) 一 一 当然 一 般 
为 降 秩 的 ， 即 对 模 ” 言 不 一 定 有 逆 抢 阵 ， 其 为 可 逆 的 充 要 条 件 是 
E(G) 的 这 个 元 属于 4(G)， 即 为 5 的 自问 构 。 反之 ， 对 Ke* 上 每 
个 4 级 矩阵 《244) 由 (11) 式 得 有 G 中 二 个 元 训 ， 久 ，…，p， 因 而 
据 (10) 又 决定 了 E(G)》 之 一 元 。 这 说 明了 ECG) 与 K 上 一 切 
# 级 和 矩阵 所 成 的 环 (全 和 矩阵 环 ) 则 有 一 个 1-1 对 应 关系 。 并且 易 证 
这 样 的 1-1 对 应 关系 还 能 保持 加 法 与 乘法 的 运算 。 故 又 证 得 了 下 
面 的 


和 


户 群 为 交换 特征 单 群 ， 且 反之 凡 有 限 阶 的 交换 特征 单 群 也 必 是 初 
等 交换 pF 群 ， 所 以 这 节 的 主要 任务 是 搞 清 楚 了 有 限 交换 特征 单 群 
的 自 司 构 群 的 构造 。 现在 提出 这 样 一 个 问题 即 有 限 阶 的 非 交 换 
特征 单 群 之 自 同 构 群 的 构造 怎样 呢 ? 
”我 们 已 在 第 一 章 $ 11 定理 15 的 推论 2 里 说 过 : 有 限 阶 非 交 换 特征 单 
群 G 中 ~- 切 极 小 正规 子 群 都 是 互相 同 构 的 单 群 ,有 6 等 于 它们 的 直 积 , 即 
GC—= GXG XXG, 
但 等 G; 为 非 交换 单 群 且 Gi 二 G6;. 
于 是 , 若 ce 4(G)， 则 因 cy 为 Ge( = G) 之 极 小 正规 子 群 ， 故 (G7?， 
Gy ,…，G7 ) 为 (G4 G:，…， G41) 的 一 个 排列 ， 这 说 明了 4(G) 之 每 元 0 可 决 
定 : 个 文字 G,。6G:…， Ge 上 对 称 群 后 , 的 一 个 置换 
= 人 GG 上 
GY Gr … G7 /3 
用 这 样 的 方法 ,我 们 得 到 了 4(G) 在 名 内 的 一 个 且 射 亚 , 即 
oe Ae) 0 0 = (Ss) 
青 取 reA(G)， 则 z 二 ?一 (外) 内 之 有 
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Co = 元 (总 ) (3) 儿 下) -43 儿 Si) 
一 三 一 09 。TY， 
即 o-*o 一 方 为 4(G) 到 后 , 内 的 一 个 同 态 映射 。 下 面 要 解决 的 是 "一 0” 确 
为 4(G) 到 各, 上 的 同 态 了 映射 ,为 什么 呢 ? 设 
G，G，.… G， Gs 
A (a Gh + Gu )-( Cu ) 
为 名 的 任 一 置换 , 即 (Xs 束 ，…, 大 ) 为 (1 2 …3 7) 的 任 一 个 排列 。 因 这 
些 Gi 互 为 两 两 同 构 , 故 若 令 wi 表示 由 6; 到 Gu 上 的 同 构 映射 ,好 G41 二 G4 
Gi 二 1], 2，…, !); 则 由 于 6G 之 元 * 可 唯一 地 写成 * 二 xraeoxtt 形 《G1)， 
我 们 就 作 e 自身 内 的 一 个 映射 <: 
ne 
机 之 如 又 有 ?= yoi6Gi)> 则 也 必 有 
yy = yy 
于 是 ， 
《ay) = xxxey yy )" 一 {Cry asp ) ry) 
= Crp) (rey) (eeg) 一 《0 (ry ) (ey ) 


= (rx (Fy) 一 xy， 


说 明了 x 一 x" 为 G 到 G 内 的 同 态 映 射 。 但 由 ** 二 y” 而 据 直 积 G = Gu x 
Gh X :XGh 之 理 又 必然 会 产生 六 二 WW Gi 二 1，2,.…， 人 )， 于 是 再 据 oi 
为 G; 到 Gs 上 的 同 构 映射 就 应 有 *; = y:。 随 而 也 必 有 * 二 >, 这 说 明 上 映 射 
xz 为 1-1 的 ， 因 而 由 oC6) 之 有 限 性 可 知 * 一 x 为 G 到 G 上 的 , 故 不 得 不 
为 G 的 一 自 局 构 : 即 <e 4(G)。 然 据 定 义 z 一 x?4x 和 te! 容易 获知 好 一 


DE TE 1o4 一 2 放 G98 一 Gi 一 Gu 即 


G，.-。G， G，G，，… 好 G，G，… Go 
a ”=X 二 = 3 一 
GE 0 Ca GR 0 Gr CA Ch "CG 
一 开 ) 


这 已 证 明了 o 一 0 是 4(G) 到 各, 上 的 同 态 映 射 . 
因 之 , 若 令 ac 一 og 的 核 为 w, 即 w = {olo€ 4(G), 67 一 G)， 则 
4(G)AN 一 后 ，。 | 
下 面 要 证 明 N = 4(G,) x 4(G4) xX…XAG4)， 为 什么 电 ? 从 上 述 的 证 
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明 方法 , 确 知 N 中 每 元 0 可 诱导 各 个 C 的 一 个 自 同 构 ( 因 G? 一 Gi)， 令 这 个 


由 0 诱导 的 Gi 之 自 同 构 表 为 ci, 即 67' = cy , 说 具体 一 点 就 是 G, 之 自 同 构 
5 作用 于 G; 上 的 结果 完全 与 o 作用 在 G6; 上 的 结果 一 样 ; 故 从 了 一 axsar 
(necGi) 得 z 二 (xt) 一 9 区 一 zx 即 每 EN 可 决定 
上 述 的 一 组 (ct 0;，…, 04)， 反之 ， 任 给 一 组 (cy 0,，……s 01) 后， 但 0i6 
A(Gj)), 若 令 0 = 二 《919029 01) 并 对 0G 之 每 元 * 一 ixzaooet 《Xi &€ Gi) 定义 


o 
0 oo LT t,t 
这 一 和 IILTz xi 5 


则 如 局 证 明 第 一 章 11 定理 10 的 《ii) 中 “反之 ” 那 一 部 分 完全 一 样 可 知 0€ 
4(G), 且 o 作用 在 6; 上 时 ， 其 结果 与 0; 作用 的 完全 相同 ， 故 67 = 6/’ 一 


Gi, 县 00" -9 一 (外) 一 (名 ) 一 1(S, 之 伍 等 置换 ), 即 oeN. 这 证 


明了 N= A(G,) x ACG,) XX ACG,). 
因 G6， Gry rs Os 丙 两 互 为 同和 构 ， 令 Ns xy » A 分 别 为 G, 到 Gl, 
Ca Gr 组 给 定 的 同 构 有 映射 ; 故 有 人 .二 6; = GL、 今 取信 ,之 任 一 元 
” -se “人 ), 并 考虑 6; 到 Gu 上 的 同 构 映 射 时 iuz 对 G 之 每 元 
G&, Gu “Gu 


二 XT xr (xi€G), 定义 
En 


故 把 入 ' 轴 ; 当做 上 述 的 oi 来 看 待 , 则 pr 就 是 上 述 的 w 因而 wwe 4(G)。 再 


wa 
2 ak tr 2 a 2 he, 
Xp 


G，GC，.…。 0, 2 


,后 ;又 知 


取 = ( . ) eS 并 定义 2 


G1, Gi Go 
Li€ A(G). 


【 oe 
因 XEAPS = (Xu) mr 《zi Oi, i A x A jes 


EE 


C1 we Wty 
= Ti x fe “xp i 一 xr 


亦 为 S, 中 的 置换 


AT a a 1 


一 1 一 1 
1 ta 【xz i ks A ae 


GG, wis 
Ta i Gi os Gin, ) 
依 上 述 方 法 亡 决 定 的 4(G) 之 元 Lis 故 凡 这 样 一 些 po 得 组 成 4CG) 的 一 个 
于 群 5 而 与 马 , 同 构 : 5 二 Si. 
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今 能 断言 VN5S = 1. 为 什么 呢 ? 因 若 reNns, 则 对 每 1 当然 有 C7 一 


Gi (oe N), 但 当 x€ Gi 时 由 于 0 € 5 并 据 5 的 意义 就 应 有 使 = 一 ax 的 
自然 数 大 (1; 志 :)， 邦 不 得 不 有 大 = i， 即 对 每 Gi 中 的 元 * 恒 有 w= 
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*' “二 7, 于 是 由 6 一 CixGsx…xG' 得 知 对 任 x*& 6 生得 x ==*, 即 说 
明了 0 = 1(6 之 恒 等 自 同 构 )。、 故 证 明了 NAnN3S = 1. 

又 从 A(G) NTC,~=5, oACG)) 一 ofN) -of5)， 今 既 已 NN5 = 1， 
故 olN5) = ol(N)。ol5) = ol4(6)), 即 4(6) = NS, 说 明了 NN 在 46) 内 
有 一 个 与 6, 成 同 构 的 补 子 群 。 

由 是 ,可 得 下 面 的 

定 弄 11 并 5 为 认 限 阶 的 才 朗 扫 特 年 党 宫 。 罗 因而 6=61 xX Ga XXX 


和 


1 4(G) 一 NS， 式 中 N= CG, )x 46, a a ee SG,, 
HNNS=1: 
(ii) A(G) Or [2)。 即 式 C) 是 AG) 的 唯 


人 


有 


(年 ) ACG) 为 完全 群 , 即 2(90 = 1 目 4(90 = KK30)， 但 = A(G). 

证 明 (i) 已 经 解决 了 ; 需 证 明 的 是 (ii) 与 (iii). 

因 G 之 非 交 换 单 弛 性 保证 了 2(6;)=1, 故 有 Z(G) = Z(G1) xz(6,) x 
-…X2Z(64) = 1， 轩 而 KG)~cG， 于 是 再 从 Tci) 一 Gi 得 知 KG) = 1(6,) x 
TCG) x XI(G,). 

首先 敢 断 言 ， Kec,)， 1(G,):…， L(G4) 组 成 KG) 的 一 个 共 力 子 群 类 . 

事实 上 , 在 证 明 (i) 的 过 程 中 已 知 4(G) 一 名 ,， 且 由 其 证 明 方 法 可 知 对 
任 二 个 所 给 的 i 及 i 必 有 0€4(G) 使 得 Gy = G6;, 于 是 

了 fed 一 ne = € I(G,), 
式 中 gi € Gi, gje G1。 这 证 明了 07! + 164) ，0CI(Gy) 因而 再 所 它们 的 阶 
相等 就 有 cg. TCG6i)，0 二 ICGy)。 这 说 明了 17CG,)，1(G,)，…，I1(G,) 在 
4A(0) 内 是 互 为 共 轿 的 。 反之 ， 由 MG)< 4(6G) 可 知 对 任 ze A(G) 而 利用 
1(c,)<4(G) 得 
Fr~aiGi)，rcr Tc) rr 一 TCG); 

得 KKG) = 1(6,) x1(G,) Xx.…xI(G1) 又 说 明了 特征 单 群 (G6) 只 有 7(6.)， 
1(G,),…, 1G;) 这 上 个 互相 同 构 的 极 小 正规 子 群 ( 单 群 ) :因而 *-… .1ci) 。 
z 未 得 不 与 某 - -个 1(6)) 相 问 .这 恰好 证 明了 Te)， 7(G,),…, 7(G,) 构成 
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了 4(G) 的 一 个 共生 子 群 类 . | 

再 证 明 zstcXKc)) 一 1 即 人 KG) 在 ACG) 内 的 中 心 化 子 等 于 1， 

事实 上 ， 车 II。 1 "了 一 Te 一 Te 则 sg EZ(G) 一 1 ， 即 对 每 geG 
恒 有 8 一 8 故 o 一 1 即 Zac(c)) 一 1。 

《各 ) 的 证 明 若 B(1)<4CG), 则 当 BN 71(6)=1 时 ;应 有 直 积 Bx1(6)， 
故 BEZacey(1(G)) = 1, 不 可 , 因 之 BN1(G)x1; 于 是 由 1(6) 之 完全 分 弄 
性 ,而 据 BN7G)<ICG) 可 知 Bnr(c) 也 必 为 1(61)、1(G,)、…s I(G4) 中 若 
干 个 的 直 积 (第 一 章 $ 11)， 故 再 据 G1), 7(G2),…, 1(G4) 在 4G) 内 的 互 
相 共 斩 性 得 知 每 1(Gi) 生 BN TG), 因而 不 得 不 有 KG)EBnKGc)， 即 上 区 G)S 

B, (i) 获 证 ， 

( 诈 ) 的 证 明 令 扩 = 4(G). 对 任 EACM)， 由 于 KG)<%， 得 知 
《c) <]%17 一 9, 故 据 (i) 有 KG)EIG) 六 ,因而 由 灭 之 任 章 性 可 知 1(6) = 
I(G6)*, 且 业 又 通过 下 述 对 应 关系 得 产生 G 的 一 个 自 同 构 (FP € 0): 

ee 一 Te 令 昌 一 6 易 泪 定 E 对 
注意 # 随 亚 厕 变化， 又 对 任 =e G, 还 有 
和 
故 对 任 5 上 4(6》= %L 一 方面 有 
(ole 1 0 一 (oz BB =) = Io?, 
另 方面 因 | 
(oe le 0)” — (oF) ee (MT) 09 (0) Te TF 0 
一 TB = 了 om 
故 结果 必得 zz 二 .of ( 任 x€G), 即 0 六 二 证 ,09, 或 07 二 六 ~-'，0. 本 
这 就 是 说 9f = 4A(G) 除 内 自 同 构 外 再 没有 别 的 自 同 构 , 即 A) = 30). 
又 ZC) = Z(4(6))G24coy(1(6)) 一 1 保证 了 2(3) 一 1。 
故 民 = 4(G) 为 完全 群 , 即 (ii) 成 立 、 定 理 11 完全 获 证 。 
问题 1 ”有限 哈密 尔 顿 群 豆 的 自 同 构 群 4(H) 含有 四 次 对 称 
群 64 为 子 群 . 
问题 2 设 G 是 阶 p” 而 型 为 [ms m2" * » 72? ] 的 交换 产 群 . 
试 证 2 一 (pp 一 DD'|o(A4(G)). | 
问题 3 设 4 为 p" 阶 群 G 的 极 大 交换 正规 子 群 , 且 o(47) 一 
p"， 斌 证 2n 委 ala 十 1). | 
问题 4 设 o(G) 二 prip?'*''prr， 且 GG 为 罕 零 群 ， 试 证 


。 422 。 


一 一 一 I oe 


oC4(G)|TT pn” ]T 了 (er 一 D, 而 %(4(G)) 能 达到 


这 个 上 限 的 充 要 条 件 是 G 为 初等 交换 群 (文献 [391). 
问题 5 设 o(G) 一 户 , 但 6 非 循环 而 有 疡 阶 的 元 且 ? 义 是 
奇数 ， 试 证 of4CG)) = (pp 一 1 
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第 六 章 ”有 关 舌 零 性 可 解 性 的 几 个 问题 


在 上 册 里 讲 了 窜 零 群 可 解 群 的 基本 内 容 。 本 章 将 对 它们 再 作 
进一步 的 探索 ,也 可 以 说 这 章 是 上 册 第 二 章 的 续篇 ， 


$ 1. 在 拉 梯 尼 (Frattini》 子 群 


在 上 册 第 二 章 $ 5 里 讲 过 弗 拉 傍 尼 子 群 的 重要 人 性， 现在 就 特 
地 讨论 与 之 有 奉 连 的 一 些 问题 . 

已 知 Bg 《6G) 了 J 了 JG (上 册 第 二 章 $5 定理 7(i))7， 又 知 G6 一 
[cG,GljqwWGc 及 Z(G)d dG， 于 是 间 ; G', Z(G), 9CG) 间 的 
关系 怎样 ? 有 下 面 的 

定理 1 不 论 G 为 任何 群 , 恒 有 GNZCG)S@(G)。 (文献 
[11 的 定理 4 或 文献 [2] 的 272 页 .) 

事实 上 , 取 G 之 任 一 个 极 大 子 群 允 时 ,由 于 MSG mn ZKCG)， 
M 到 及 M 在 6G 内 的 极 大 性 ,可 知 : 

或 G={GNZ(G6),M}, 或 M -= {GN2Z(G), M}, 

二 者 必 有 其 一 . 

若 6G 一 {0G 站 Z(G6); M}， 则 因 6G'N 人 ZG) 了 dG， 故 G 一 
[GN Z(G)1，M， 因 而 从 G' 门 2(G)SZ(G) 得 知 要 dG 后 ,可 
知 G/M 无 真子 群 ， 即 G/M 为 交换 的 ， 随 而 G' 和 MM ， 故 当然 有 
G'NZCGIEM. 

着 MM 一 {GNZ(G), M}， 则 显然 有 月 GZCG)SEM. 

总 之 ,不 论 怎样 ， 常 有 G' 站 Z(G)SM。 故 再 由 M 之 任意 性 
即 得 6G’ 个 Z(G)SE@BCG). 证 完 . 

由 于 @(G) < <G, 得 作 商 群 G/@《G), 于 是 又 产生 了 一 个 问 
题 , 即 G/2k4G) 之 弗 拉 梯 尼子 群 是 什么 ? 也 就 是 BCG/@(G)) 一 ? 
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当 @(0) 一 6 导 ,CG/@(G) 为 单位 群 , 故 当 然 有 DC(G/8(G))=1, 
若 @(C) < CG, 则 G 有松 大 子 群 ;而 M 为 G 之 极 大 子 群 是 在 且 仅 在 
M1/@B(G) 为 G/@(G) 之 极 大 了 群 时 ,于 是 当 导 。 跑 遍 G 之 所 有 极 
关子 群 时 ,M6。/@CG) 亦 哆 过 G/@《G) 之 所 有 极 大 子 群 , 故 不 得 不 
有 


PG/BGD) = MN (MPC) = (| M/CG) 


= OG)/B(G) 一 1 

于 是 证 得 了 下 面 的 

定理 2 不 论 G 为 任何 群 ' 便 有 24C/24C2) 一 1， 

比 定理 2 更 广泛 的 结果 即 

定理 3 0G) 从 N<G 及 NC@B(G), 得 B(G)/N=@(G/N); 

(ii 车 只 是 WCG, 则 有 @(G). N/NS@B(G/N)，, 却 不 地 保证 有 有 

PE): N/N = D(CG/N). 

证 明 (i) 之 证 法 实际 上 与 定理 2 之 证 法 一 样 , 简 示 于 下 : 

因 NSB(G), 故 NSG 之 任 一 个 极 大 子 群 M。, 于 是 BG/ 
N)= NN CM/N) 一 ( NN Me)/N 一 耻 (G)/N, Gi) 获 证 . 


附注 特 当 NN = $B(G) 时 ,就 是 定理 2。 
(ii) 之 证 明令 2 表示 群 G 中 包含 N 的 一 切 极 大 子 群 而 
成 之 集合 , 即 
5 一 {M。|M。 为 G 之 极 大 子 群 且 M。2N)}， 
由 于 G/N 之 每 个 极 大 子 群 为 且 仅 为 Me/N 形 而 Moe 9, 改 
G/N) = 站 (Ms/N) = 站 Mej)/N>9(C)NN， 


MEF MEF 
即 (i) 之 前 半 获 证 ， 

再 令 C 一 {fxyyj， 好 之 咱 一 1，yrixzy x 则 ofG) 一 20 
《参看 上 册 第 四 章 $ 3 的 定理 2); 由 于 [G:{y}] =5, 获 {y} 为 G 
之 极 大 子 群 , 因 之 {x7'yx1! 亦 为 G 之 极 大 子 群 ;不 得 不 有 $C(G) 忆 
{yj} {xTyx}; 但 4y} 人 rTyx} 之 元 为 关 一 2 ， 故 7 一 
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Vy + 人 {yy} 一 1， 不 得 不 有 1 三 
rtmod4》 及 2 王 1 (mod5)， 因 之 有 r= 圭 0(mod4)， 随 而 {y} 仆 
{x™yr} 二 1, 故 结果 有 @B(G6)=1. 于 是 取 NN 一 {x) 时 , 则 9 (GD)N/N 
一 1; 然 G/N 为 4 阶 循环 群 ， 改 它 只 有 唯一 个 极 大 子 群 ， 其 阶 为 
2, 即 有 BCG/N) 为 2 阶 的 ; 因 酒 区 GAR) 一 GDJNAN。 (Ci 完 
全 获 证 . 

据 定理 3 之 《ii7 即 得 

推论 落 上 为 G 之 同 态 映 对 , 风 DCG) EDCG9)- 

事实 上 ,从 G->G* 知 有 wdG 使 Ge~GCrN 由 是 有 是 CC 人 
CG/N) .然而 Gr 之 GAN 由 1 一 ! 映射 ge 和 >gN 来 完成 (g& G)， 
故 8 跑 浪 BL(G) 时 则 得 CG)* 二 BCGD)N/N， 冤 据 定理 3 之 (这 
即 得 BP(G)S@BCG*)、 证 完 . 

已 知 有 限 群 G 之 B(G) 和 恒 为 罕 零 的 《上册 第 二 章 $5 定理 7 
《ii)), 无 限 群 CE 又 怎样 呢 ? 文献 [31 中 列举 了 一 个 无 限 非 突 零 群 
而 又 无 极 大 子 群 的 例子 ， 疏 这 时 B(G) 一 G, 涪 明 无 限 群 G 确 有 
$B(G) 不 为 矫 零 的 可 能 性 。 于 是 问 : 对 无 限 群 G 应 加 怎样 的 限制 
才 使 8(G) 为 敌 零 呢 ? 在 文献 11, 5] 里 都 证 明了 ; 设 无 限 群 G 满 
足 极 大 条 件 且 又 为 可 解 群 时 , 则 @(G) 确 为 寄 零 的 。 读 者 如 感 需 
机， 可 参看 之 ,在 此 我 们 不 深入 讨论 . 

再 提 这 样 一 个 问题 , 即 若 如 为 群 G 之 子 群 ，9B《H)S8BCG) 的 
关系 成 立 吗 ? 今 取 4 次 对 称 群 @(=C) 为 例 来 说 明 这 猜测 不 对 
因 若 仿 $ 是 从 1,2,3,4 这 四 个 文字 中 去 掉 文字 i 后 的 注 次 对 
称 群 ,而 暂 以 S89 来 讨论 ,如 果 有 5, 之 子 群 及 使 6;? 之 (SS)， 
那 末 必 有 一 x EH 及 neES 引 ,于 是 x* 必 使 文字 4 变动 , 即 n(4) 一 j= 
4， 玻 了 为 1,2, 3 中 某 一 ,于 是 陪 集 x 与 各 5 异 且 均 包含 在 如 
内 ; 若 H= SH 十 x 则 of 五) = 12, [S,:H] = 2， HdS,, 然 
而 台中 指数 2 的 子 群 只 能 是 %， 改 这 时 已 一 中 ， 布 因 5; 壬 1， 
故 与 S11 一 已 矛盾 ,不 可 、 因 之 , oCH) > 12， 不 得 不 有 号 一 后， 


这 说 明了 每 gB 沁 是 6, 之 极 大 子 群 ， 叉 内 显然 有 N Si 一 1， 下 
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28(5,) 一 1. 但 考虑 5, 之 西 深 2- 子 群 

5; = {1, C12)C34), (13)(24), (14)(23), (13), (24), 

(1234), (1432)} 

时 ,由 于 9 之 寡 零 性 知 5 一 [5,5] CPC5,), 又 队 5, 之 非 交 换 性 
得 吕 二 [53,53] < 1, - 故 @(5,) 关 1. 这 说 明了 找 得 一 具体 的 例子 
《 即 四 次 对 称 群 G)， 昌 有 总 < G， 不 但 不 敢 保证 @(H)$(6)， 
其 而 出 现 了 BCG) < BCH) 的 现象 . 

于 是 问 : 若 对 子 群 召 附加 某 些 限制 ,例如 如 已 C， 又 起 样 呢 ? 

从 BCH)d 4 日 及 HG 得 $B(H)4G. 再 令 x& CH), 并 假 
定 G= {x,A4}, 于 是 G 二 {x， 4}SCI9(H), 4}, 不 得 不 有 C 一 
{8B(H),4} 二 BCH)， {A}, 故 由 狄 色 律 得 

H=HNG= HNGCH): {4} = $B(H): (nn14)， 
故 当 G 满足 级 大 条 件 时 ,得 肌 二 HN {4}( 上 央 第 一 章 $5 定理? 
(ii 即 HE{A4}, 因 之 也 有 PCH)S{4), 故 6G 一 BCH): {4} 二 
{4}, 说 明了 从 G = {x、4} 记 得 G 一 {4}, 不 得 不 有 x& (G6)， 
故人 @( 驴 ) 忆 $CG)， 证 明了 

定理 4 当 群 G 满 尽 极 大 条 件 时 ,着 4G, 则 2(H)S2(6)， 
因 之 有 BCH) 9(6). 

ee 


和 


和 


有 BCPDCeCG》 

当 定 理 4 中 正规 子 群 五 为 G 之 直 因 子 时 , 则 有 

定理 5 当 群 6 油性 极 大 条 件 时 , 若 GH x K, 则 9(G) 一 
PDH) x BK). 

事实 上 ,从 有 XK 及 BC(H)SH, 8(K)SK 马上 得 知 有 直 积 
多 (五 ) x 8B(K)， 但 据 定 理 4 有 BCH)SCG), DCK)SCP(G), 故 
CH) X KEPDCGY. 反之 , 若 xE BCG), 则 从 G 一 HXK 可 
写 x 一 及 (RE H,LE KK)， 玫 不论 4 二 是 吾 的 任何 子 集 ; 若 HH 呈 【4%， 
并 }, 则 {A}, 因而 有 直 积 {4} xx 天 , 且 
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G 一 [id 天) 一 Tri A, K} = {xr, 4, K}, 

于 是 得 G 一 14;, 开 ) 一 {4) Xx KK, 故 再 从 G 一 H XK 与 {14}EH 
可 知 有 一 {4}。 因 而 知 he BCH)， 同 理 , EE BCK)， 故 结果 有 
+ 一 RE D(H) x BECK)， 即 还 明了 BCG)SEBCH) Xx 8(K). 于 
是 , 8(G) 一 BCH) Xx BC(K), 证 完 . 

下 面 再 专门 讨论 有 限 群 6 的 B(G). 

弗 拉 梯 尼 子 群 BCG) 的 引进 由 G 之 容 零 性 的 研究 所 需要 《上 
册 第 二 章 $5 定理 6)， 然而 (有 限 ) 群 G 为 宪 零 时 ， 而 已 保证 了 
G/8(CG) 之 需 零 性 ,但 反之 又 怎样 呢 ? 下 面 的 定理 作 了 肯定 回答 。 

定理 6 有 限 合 6 为 等 零 的 亦 票 条 件 是 G/9(G) 为 宕 零 的， 

事实 上 , G/9(G) 之 办 零 性 说 明了 
[G/oKc):,G/B(C)] 一 [G;G] BCGNWO(GIEDG PG)) 一 1 
即 [G,G]S8CG), 故 再 由 G 之 有 限 性 知 G 是 震 零 群 . 

比 定理 6 更 广泛 的 结果 即 


和 
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条 件 的 必要 性 显然 , 故 只 需 证 充分 条 件 。 

令 p| oCN), Fd 为 素数 , 设 S 是 入 的 一 个 西 洛 - 子 群 。 下 面 只 
证 5s 4N 就 行 了 . 

因 g :BCG)/B(G) 是 N/8(G) 之 西 洛 p- 子 群 , 故 从 N/@(G) 
之 宪 走 性 得 5; ' 罗 (G)/@B(G) 4 4N/@(G)，、 于 是 再 由 N/8CG)<4 
G/BG) 可 知 Sp * BGM PEGIAG/ELG), WM Sp GCG)IG, 故 
对 gEG 有 

Sp* BC) = plsp* BG) 8 pspg * g OG)g 

= gSng * DCG)De™ Spg, 
说 明了 Ss 与 8 -198g 都 是 5 多 (G) 的 西 洛 p- 子 群 , 故 有 x 二 
ss € Sp 1E DB(G)) 使 8-'Spg 一 x 15Spx， 基 
px-LE Nel8p)s gE NelSp) * x = NolSp)* st ENo(Sp)* BCG), 
故 G = Ne(5y)* B(G)， 因 而 所 6G 之 有 限 狂 得 G 一 Ne(5p)， 即 
sqdG, 故 当 然 有 Ss AN。 ”证 完 ， 
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附注 六 一 6 有 时， 就 得 定 几 5， 即 定理 5 为 定理 7 的 一 个 推 
论 ， 我 们 所 以 要 先 谈 定理 5 的 原由 并非 证 定 理 7 时 需 引 用 定理 6. 
《 即 不 是 逻辑 上 的 必要 ,而 足 基 虑 到 定理 6 的 用 途 大 且 证 明 也 直接 
且 简 单 些 。 
据 定理 6, 能 主 下 看 约 
定理 8 着 G/N 为 察 办 登 ，G 是 有 限 的 , 则 G 中 必 有 -办 


子 群 4 停 G 一 N4. 
附注 不 必要 求 4 为 N 之 补 于 群 ( 邑 Nn 4 一 1), 因 之 不 要 求 
G/N 二 A, . 


证 明 考虑 G 之 子 群 4 的 集合 
2 一 dd4EGG 一 Vd 

显然 由 于 GE 可知 57 非 空 集 ， 今 令 4 为 集 2 中 一 个 航 小 的 
元 ,下 面 就 是 要 证 明 4 为 罕 零 的 . 

首先 断言 Nn 4 对 8@(A), 为 什么 昵 ? 若 不 然 , 即 Nmn 4 写 g(4)， 
则 4 至 少 有 一 个 极 大 子 烙 , 如 B， 使 NN 站 4 笠 B, 政 不 得 不 有 4 二 
(NNMNA): BC(C-NNAIA4), 于 是 G= NA =N(NNA)B = NB, 
BE ,这 与 4 为 经 之 一 个 极 小 元 的 假设 相 耶 大 . 故 必 有 NN 4 
va DR 

再 从 GN4 得 G/NA/NN A, 而 A4/INNA~CA/NNAY 
《9 (AWNNMNA), 故 G/N ~ (A/NN A D(ANWNNA) (~ 4A/ 
BCA)); 即 G/N ~ A/BLA), 故 G/N 之 宪 霉 性 又 保证 了 A/@B(A4) 
是 寺 零 的 , 随 而 据 定 理 6 知 4 为 井 零 群 ， 证 完 . 

我 们 知道 有 限 群 6 的 弗 拉 梯 尼 子 群 BCG) 恒 9 PG) EG, 
其 中 一 特 款 是 $CG) 一 1. 

然而 PCG) 二 1 的 有 限 群 又 确 有 很 多 ， 辣 如 。 次 对 称 群 S, 即 
是 . 事实 上 , 令 So 为 从 个 文字 1, 2，…， ?2 去掉 文字 i 后 剩 下 
7 一 1 个 文字 上 的 = 一 工 次 对 称 群 ; 若 S62, < FSES。 则 有 zf 万 
及 ee， 故 = 使 文字 ?> 变动 ,因而 将 = 窟 为 循环 表示 时, 必 有 一 
循环 因子 x 食 文字 a， 其 余 的 侍 环 因子 都 不 含 > 随 而 在 6 内， 
于 是 rs 妃 ， 改 再 将 xr。 写 为 对 换 之 积 时 如 mr 一 《和 人 0) 二 


.4329 


(C1172)* “Chi in), 则 因 Ci112), Se (is) 都 在 SCH) 内 ， 点 
有 (im) € 日 ,于 是 再 从 GCC 万 ) 为 # 一 1 个 文字 1, 2,…, #1 
上 的 对 称 群 ， 就 知道 1, 2，…，# 中 任 二 个 文字 之 对 换 均 属于 H， 
说 明了 好 一 6。 这 就 是 说 6 和 2 为 5。 之 极 大 子 群 ; 同 理 ， 每 人 
为 5, 之 极 大 子 群 ; 又 内 任 何 非 恒 等 的 置换 (Rr 六 1) 必 使 1， 
2, sn 中 至 少 一 文字 发 生变 化 ， 故 > 至 少 不 在 SD,, E60,, Ce 
S92, 中 的 菜 一 个 内 ,也 就 是 说 rE8《5,), 说 明了 (5,) 一 1. 

PCG) 二 1 的 有 限 群 G 既 确 有 很 多 , 改 研究 $$G) 一 1 才 有 普 
遍 意 义 .。 我 们 现在 还 是 讨论 宪 零 群 ， 首先 问 有 限 客 零 群 6 何 时 才 
有 gCG) 一 1 呢 9 如 有 限 短 零 群 G 具 人 性质 (6G) 一 1， 则 因 这 时 

6 一 [G, G]ESPCG), 敬 GCG 一 [1G,G] 一 1， 即 G 为 交换 的 ， 这 

是 说 问题 已 转化 为 讨论 有 限 区 换 群 具 性 质 @(G) 一 1 的 条 件 ， 
关于 这 个 ,有 下 面 的 

定理 9 有 限 实 的 群 C 具 体质 8(G) 一 1 的 充 要 条 件 是 6 为 
初等 交换 群 

证 明 设 CG={a) X {a) XX {as}; olai) 二 pri,p; 为 
素数 (%, 之 1,1 半 7 时 可 能 有 pi 一 pj;)， 因 {ai} 只 有 唯一 个 极 天 
子 群 (a9, 故 多 (和 ai}) 一 {a 让, 因 之 就 有 

DG) = Dm}) x eh XxX- xX Bes)) 
= {af'} X {eg:} X + X Faber}, 
是 ,9G(C) 一 1 ee i 言 有 {e?i) 一 1, 即 ofei) 一 

让 或 4 一 1， 证 完 . 

又 因 恒 有 BCG/@BCG)) 一 1, 故 当 G/8CG) 为 答 怜 时 , G/BCG) 
必 是 交换 的 ， 随 而 为 初等 交换 群 (定理 9)。 反 之 , 当 G/8(G) 为 初 
等 交换 上 时, G/8(G) 当然 为 震 专 的 。 于 是 据 定 理 6 又 得 到 

定理 10 ”有限 群 G 为 宏 宪 的 充 要 条 件 是 G/8CG) 为 初等 交 
换 群 换言之, 设 G 为 有 限 群 , 则 G/9(G) 为 宏 零 与 为 初等 交换 这 
三 者 时 等 价 的 ， 

由 定理 10 可 知 : 设 G 为 有 限 需 零 群 , 则 G/@(G) 为 初等 交换 
群 . 反之 , 仍 设 6 为 有 限 替 等 群 , 若 有 NG 使 G/N 为 初等 交换 
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的 , 则 据 定 理 9 得 $CG/N) 二 1, 这 无 旱 平 是 说 G/N 之 所 有 极 大 子 
群 之 交 为 单位 元 群 、 与 之 等 价 的 意义 就 是 G 中 凡 包 含 N 的 一 切 极 
大 子 群 之 交 恰 等 于 N， 而 这 样 的 交 显 然 大 于 2(G)， 因 之 六 二 
PB(G); 另 方面 ; 若 BCG) 守 4， 则 从 G/B(G) 之 (初等 ) 交 换 人 性 知 
A/B(G)<dG/B(G), 政 4qG， 于 是 G/4 全 (G/@ (6G)N(4A1 
2(G)) 说 明了 G/4 是 初等 交换 的 . 避让 明了 

定理 世 ” 设 是 有 限 寡 零 尹 . 若 B(G)CA4, 4 为 G 之 于 群 ， 
则 se 是 @(G) 2 G 之 一 好 了 


有 


将 这 定理 11 与 上 斯 第 一 章 $ 10 中 定理 1 和 2 作 一 个 对 比 是 
很 有 意义 的 ,启发 我 们 怎样 思考 问题 : 在 那里 是 换 位 子 群 G' 对 任 
何群 的 关系 ， 而 在 这 里 是 弗 拉 梯 尼 子 群 82(G) 对 有 限 知 沁 群 G 
的 关系 ,二 者 恰好 相似. 

回忆 证 定理 11 之 关键 在 8(G/N) = 1, 故 若 删 掉 恕 为 有 限 堪 
每 之 假设 条 件 ， sd ,又 有 


中 
和 


学 有 


子 群 

证 明 因 @CG)<dG 且 8(G/9(G)) 一 1， 故 2CC) 确 满足 定 
理 中 的 要 求 ， 即 以 之 所 作 G 的 商 群 之 弗 拉 梯 尼 子 群 为 单位 元 群 . 
有 反之 ,车 和 NdG 且 8(G/N) 一 1 则 因 人 CG/N) 一 1 的 意义 是 说 G 
中 凡 包 含 NN 的 一 切 极 大 子 群 之 交 必 为 N, 然而 中 凡 包 含 六 的 一 
切 极 大 子 群 最 多 也 不 过 是 跑 遍 了 G 之 一 切 极 大 子 群 ， 故 前 者 的 交 
NN 必 不 小 于 G 之 所 有 极 大 子 群 的 交 B(G), 即 N 忆 中 (G)。 由 这 正 
反 两 面 恰 好 证 明了 定理 12. 

我 们 已 知 : 当 群 6 满足 极 大 条 件 时 ， 超 中 心 5(G) 是 使 G 之 
商 群 无 中 心 的 6G 之 最 小 正规 子 群 ， 且 等 于 凡 使 6G 之 高 群 无 中 心 的 
一 声 正 规 子 群 的 交 (上 册 第 二 章 $4 定 埋 12)， 于 是 据 定理 12 又 
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知 弗 拉 梯 尼 子 群 8CG) 对 任意 群 6 之 关系 也 恰 如 超 中 心 SC) 对 
满足 极 大 条 件 之 群 G 的 关系 . 

在 上 册 第 二 章 $4 里 已 阅 过 : 任何 群 的 有 限 多 个 匡 零 正规 子 
群 之 积 也 是 一 个 车 零 正规 子 群 . 人 T 知 有 限 群 G 中 所 有 笑 零 正 
规 子 群 之 积 是 一 个 究 零 正规 子 群 ， 它 当然 为 G 的 唯一 个 最 大 短 零 
正规 子 群 . 流 说 明了 有 队 府 二 有 唯一 个 最 大 军 办 正 基 于 车 ， nd 
它 为 G 的 费 丁 《Fitting) 子 群 , 表 为 FCG). 《文献 [6]) 

因 有 限 群 6G 之 弗 拉 梯 尼子 群 PCG) 是 蓄 零 正规 的 ，G 之 超 中 
心 5S(G) 也 是 宕 零 正 规 的 ， 故 不 得 不 有 @(G)， SCG)SFKCG)， 弗 
拉 梯 尼子 群 与 费 丁 子 群 闻 的 联系 表现 在下 面 的 

定理 13 有 限 群 G6 必 有 F(G/8(G)) = F(G)/B(G). 

事实 上 , 据 定理 7 知 N/8(G) 为 G/8(G) 之 军 堆 正规 子 群 的 
充 要 条 件 是 尺 为 军 零 的 及 N<G 与 8(G)CSN. 于 是 , 当 Ns/@(G) 
跑 遍 6/9(G) 之 一 切 需 零 正规 子 群 时 ,就 得 到 


F(G/8(G))= I Ns/0(6)= (TIN )/o(GE F606). 


反之 , 又 因 F(G) 是 G 的 寡 堆 正规 子 群 , 政 FC(G)/8(G) 为 G/ 
BCG) 之 寡 零 正规 子 群 ， 于 是 据 费 丁子 群 之 意义 当然 有 FCG)/ 
BCG)SFCG/@CG))， 故 结果 有 FCG/B(G)) 一 FC(G)/@《G), 证 


Le 
Jb. 


于 是 再 利用 定理 10 与 定理 13 又 得 到 

推论 设 G 为 有 限 群 , 则 G/9(C) 之 任何 窜 零 正规 子 群 N/ 
@(G) 恒 为 初等 交换 的 ， 因 之 ，F(G/O(G)) 一 FCG)/@(G) 是 初 
等 交换 的 . 

事实 上 ,从 N46 得 BCN)SCPCG), 故 

N/O(G) ~ (N/OCND /BEGIN BOND), 

但 N/8(G) 之 寡 零 性 保证 了 六 是 才 堆 的 (定理 7), 故 由 定理 10 知 
N/9(N) 是 初等 交换 群 ， 于 是 据 上 述 的 同 构 关系 可 知 N/@B(G) 为 
初等 交换 的 。 证 完 . 

定理 12 说 了 弗 拉 梯 尼 子 群 PCG) 与 超 中 心 SCG》 有 类 似 之 
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处 . 我 们 又 知道 : 有 限 群 G 之 BB(G) 住 为 军 零 的 , 因 之 BC(G) 中 阶 
互 索 之 二 龙 可 交 况 .相应 地 又 知道 想 中 心 SG) 也 为 第 零 的 , 且 沿 
有 

定理 14 有 限 群 G 之 超 中 心 5(G)〉 的 每 元 x* 能 和 G 中 阶 与 
o(x) 互 素 的 任何 元 ? 可 交换 . ye€EG, x€S(G), 8 Co (x), 
00y)) 一 上 1 时 ,由 | 必 xy 二 yx. 

证 明 设 1 一 Zu 过 ZZ 人 ZRGO 由 Zi/Z = 
Z(G/Zi), Ze Le SCG)， 天 之 Z(G/Z,) = 1. 

题 云 x€ 5(G) 一 2,。 若 x* 《21 一 Z(G), 当 然 有 xy 一 yx, 今 
归纳 地 假定 x€ Z; 时 也 有 xy 二 y+， 而 考虑 x€ Zi 的 情况 .这 
时 , 因 [G6, Zi IZ 故 

ve [y, x] ~ yx yr € 2,, 

但 因 Zirpqoqc Zi 是 寡 堆 的 , 故 令 oft) 一 于 一 近 :p8 pe 为 
素 因数 分 和 解 时 , 则 宕 零 群 Zi 中 西 洛 pr 子 群 4; (i 二 1,2,……-,!) 
的 直 积 入 二 4, XxX A;X'*.*X 4 为 Za 之 特征 子 群 ， 外 J Ndqd 
Zits 于 是 有 NG, 歼 队 v2; 之 Zi 以 及 v 二 (yxy)!z 中 
的 (yixy)7! 与 x 都 有 阶 w, 故 都 在 NN 内 ,因而 vt N, 于 是 ofv) 至 
多 只 能 有 户 , p;，*，……, p: 为 素 因 数 ， 帮 由 (ol(x) ;oly)) = 1 亦 必 
有 Colv), oy)) 一 1, 由 是 再 据 归 继 法 的 假设 应 有 Vs 故 
令 cf) 二 pg 时, 则 从 yy 二 vx! 易 让 

yrlyt 一 hx 
对 任何 自然 数 和 《成立 ， 于 是 应 有 yrx-y* 一 wrx~!, 芭 zx: 一 prx-! 
vo 一 1. 但 (as olv)) 二 1, 故 由 =1 不 得 不 有 > 一 1， 即 几 一 
yxz。 改 由 归纳 法 知 *k Ze 一 SGc) 时 ,也 有 xyy 一 yx。 证 完 ， 

定理 16 说 明 有 限 群 6 之 超 中 心 SCG) 的 元 xz 与 G 中 怎样 的 
元 素 可 交换 的 问题 。 至 于 费 丁 子 群 PCG ) 之 元 与 6G 中 怎样 一 些 元 
可 交换 , 则 有 


证 明 设 对 为 6 之 一 个 设 小 正规 子 属 ， 我 们 的 目的 就 是 要 证 
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一 -一 em -+ mv 一 一 - 


了 明 F(G)ESZe(M). 

若 MnECc) 一 1 则 (M，F(G) 一 MX FC(G)， 当 然 有 
FKCG)EZeCM )。 

若 邓 站 FEF(G) 关 1， 则 央 MnmnEGG)qdG 以 及 M 在 G 内 的 极 
小 正规 性 ,就 及 二 MN FC(G), 节 MSFCG); 但 由 FC(G) 之 之 
零 性 及 3 < F(G), 又 知道 MN 站 ZL[FCG)] 和 1 《上 册 第 二 章 54 的 
定理 8); 然而 Z {F(G)] ddF(6), 故 Z[F (6G)14G, 因 之 
邓 站 2Z[F(G)]qG， 于 是 再 度 利用 好 在 G 内 的 极 小 正规 性 就 知道 
MN2Z[FCG)] 二 M, 即 MEGZIFCG)], 这 当然 表明 了 M 的 每 元 
与 F(G) 的 每 元 可 交换 , 即 F(G)SGZe(M)。 ”证 完 ， 

由 于 BCG)EFCG) 及 SG)SRCG)， 故 据 定 理 15 即 得 

人 2 与 超 中 心 SG) 都 是 


关于 CG), 不 仅 是 有 0 式 中 Mo 为 6 之 任 一 
个 极 小 正规 子 群 ,而 且 还 能 说 商 群 G/ 多 (G6) 之 任 一 个 极 小 交换 正 
规 子 群 M/8(CG) 有 补 子 群 ( 补 子 群 之 意义 可 参看 定理 8 的 附注 ， 
一 般 , 群 G 之 二 个 子 群 4, 如 如 果 满 足 G 一 43B 及 4 站 B 一 1 并 
关系 了 时 ,就 叫 4 与 好 互 为 补 子 群 (在 @G 内 ) 又 叫 4 (或 8) 在 6G 内 
有 补 子 群 )， 事 实 上 ,有 

定理 16 设 G 为 有 限 群 , N<G。 于 是 ,， N ~ BCLG) 的 充 要 
条 件 是 : 

GD G 没 有喜 了 群 s 使 6 一 5， 

(i) 商 群 G/N 之 任 一 个 级 小 交换 下 规 子 属 必 有 补 子 群 。 

证 明 先 证 条 件 的 必要 性 . 设 六 一 0(G), 这 时 条 件 (让 显 
然 成 立 ; 再 令 G= G/9(G), 则 BC(G) 一 1 (定理 2)， 歼 着 M 为 世 
之 极 小 交换 正规 了 群 , 则 从 了 (G) 二 1 及 M 半 1 可 知 MP(G)， 
因 之 CE 必 有 一 极 大 子 群 了 使 MT, 再 由 以 4G 知 MT 为 6 之 
子 群 且 有 M7 > 了, 故 由 了 之 极 大 性 有 G==MT, D= 一 MNT4 
了 ; M 之 交换 性 又 保 汪 了 DP JM, 因 之 DdMT 一 6G. 但 M 丰 TT 说 
明了 D 达 对 ,和 确 由 放 之 极 小 交换 正规 性 可 知 D=1;, 即 MNT= 
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i, 即 M 在 G 内 有 补 子 群 工 ,证 明了 条 件 (ii)， 

再 证 条 件 的 充分 性 ， 设 N 了 dG， 且 NN 具 定 理 中 所 说 的 性 质 
(i) 与 Gi)、 于 是 不 论 4 为 6 之 任何 子 集 , 当 x&€ NN 时, 据 条 件 (i) 
得 知 从 G 一 {x+; 4} 二 N{4} 有 5G 一 {4},， 因而 由 上 册 第 2 章 定 
理 7(Ki) 知 xEgBc), 证 明了 NS 由 (CCG)， 

再 令 G* 二 G/N， 能 断言 PCG*) 一 1. 用 反 证 法 ， 即 若 
DC(G*) 关 1 则 由 BCG*) 之 知 零 性 知 Z [054G3)] 关 1， 然 而 从 
ZIGCG*)] 了 8CG*) 及 BCG*)d 4G* 得 ZI@(G*)]< 4G* 又 
说 明了 G* 已 有 一 个 交换 正规 子 群 Z[ 了 PCG*)] 志 1, 于 是 G* 必 有 
一 个 极 小 交换 正规 子 群 MM 包含 在 Z[$@CG*)] 内 , 因而 1 < ME 
Z[BCG*)]; 然 而 握 条 件 () 知 有 了 < 之 G* 使 G+ 一 MT 及 M 作 T= 
1; 但 从 G* 一 MT 及 从 和 ZI@(G*)]SP(G*) 而 据 上 册 第 二 章 
定理 7 (Gi) 就 有 G* 一 TT, 显 相 了 矛盾 . 故 不 得 不 有 @(G*) 一 1. 然 
和 而 i = BCG*) 一 BCG/N) 是 说 明 G 中 凡 包 含 入 的 一 切 极 大 子 群 之 
交 必 等 于 NN, 这 当然 产生 了 N 二 $B(G)， 

合并 上 述 的 两 段 , 得 NN 一 BP(G)， 至 此 ,定理 16 完全 获 证 . 

再 谈 谈 有 限 窒 零 群 6G 之 8B(G), 来 结束 这 一 节 .。 我 们 知道 : 
DLG) 之 引进 是 宕 零 辞 的 需要 ; 然而 疡 群 G 之 D9(G)=6? G (上 
册 第 五 章 $1 定理 10), 今 问 一 般 有 限 宕 零 群 6G 之 8(G) 究 况 与 
G', G? 间 的 关系 怎样 ? 设 ofCG) 一 后 站 pr G 知 零 就 意味 着 
G 之 任 一 极 大 子 群 MG 日 oC(G/M) 一 素数 , 因此 C 之 所 有 极 
大 子 群 得 按 其 指数 为 pi, pi， ,Pp; 分 成 了 个 类 。 今 考查 指数 为 
Pi 的 极 太 子 群 Mi, 由 于 ol G/M i) = pis 故 GH SCM, 英之 Gf: 
GEMi, 即 GC’ 包含 在 G 中 指数 为 p; 的 任 一 极 大 子 群 内 , 故 也 
必 包 含 在 所 有 指数 为 p; 的 极 大 子 群 的 交 内 ， 由 此 可 知 6*1G’ 站 G* 
Gn nectrc” 含 于 G 之 一 切 极 大 子 群 之 交 ， 即 GPaG 由 G?:G 
站 .站 GrGSOCC)， 另 方面 ， 由 于 (《G/AG DAGGTGATGD) 宇 G/ 
G?G’ 之 《G/G*?)/(G?G'/G?) 可 知 C/G2G' 为 交换 且 每 元 之 阶 等 
于 p， 因 之 为 初等 交换 p- 群 ， 故 @(G/ 6G?G') 一 1 定理 9)， 于 是 
作 (G)C G2G'《 人 参看 定理 11 或 12 之 正明 方法 )， 不 得 不 有 @(G) 
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三 G2G 站 G2G 门 -… 门 GrG"， 故 又 得 

定理 17 设 0 为 有 限 容 夫 群 , 则 8CG) 一 门 ceG Cp 为 

ioCG) 

素数 ). 

问题 1 设 G 为 满足 极 大 条 件 的 朝 零 群 , 且 G/G 是 循环 的 ， 
试 证 G 必 循环 . 

问题 2 有 限 非 交换 罕 零 群 之 换 位 子 群 不 能 为 直 因子 ， 

问题 3 设 久 为 满足 极 大 条 件 之 群 G 的 直 因 子 , 试 证 PCN) 二 
PG NN. 

问题 4 求 # 次 交代 群 的 (1,)。 

问题 5 设 4 为 有 限 群 6G 之 子 群 ，N IG 和 且 NSCB(A4)， 试 证 
NEPDCG), 

问题 6 设 N 为 有 限 群 6 之 罕 零 正规 子 群 ， 试 证 N 二 [LN， 
NEG(CG). 

问题 7 设 G 为 有 限 群 ， 且 NdG。 试 利用 定理 7 与 10 证 明 
下 列 三 个 性 质 是 等 价 的 : 
(DN 为 寡 堆 ,Ci) NANn SCG) 为 罕 零 《ii) NAND 站 BCG) 为 初等 

交换 ， 

河 题 8 利用 定理 7， 证 明 有 限 群 6 之 正规 子 群 六 为 震 零 的 
充 要 条 件 是 六 一 [LV:NV]EGKCG). (文献 [7]) 

问题 9 由 问题 8%， 再 证 有 限 群 G 之 正规 子 群 NN 为 客 零 的 充 
要 条 件 是 N/@(G) 为 交换 群 ; 当 PCG)SN 时 ， 

问题 10 设 有 限 群 G 之 真子 群 HH 恒 满 足 关系 式 [HH]S 
BD(G), 则 当 NdG 时 , 和 N 之 真子 群 B 也 具有 [8B,B]B(N) 之 性 质 . 

问题 11 问题 10 中 的 商 群 G/N 也 具有 如 GG 所 具 之 性 质 ， 
邯 从 4A/N < G/N 恒 得 [4/N, A/N]S8CG/N). 


$2. 上 、 下 和 突 零 列 


我 们 知道 蜂 零 群 是 交换 群 的 推广 ,可 解 群 又 是 匡 圭 群 的 推广 ， 
定义 息 零 群 时 是 从 两 个 前 度 考 虚 的 ， 一 是 上 中 心 列 ， 二 是 下 中 心 
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列 ， 而 结果 可 知 二 与 下 中 心 列 都 右 相 出 的 评 。 于 是 问 : 可 解 群星 
否 也 有 类 做 的 上 三 下 仁 么 列 昵 ?我 们 还 是 党 谍 6 是 有 限 可 解 群 的 
情况 . 若 G 已 为 丢 稚 ,就 算 了 ; 阁 不 然 , 则 GG 必 仿 一 个 异 于 1 的 科 
专 正 规 子 群 ， 因 之 C 中 唯一 的 一 个 最 大 寡 鹤 正 夫子 群 F(C) 即 费 
丁子 群 必 大 于 1, 即 F(G) > 1， 复 因 G7F(CC) 又 是 有 限 可 解 的 ， 
右 若 G/FLG) 非 震 堆 ,又 知 G/F(G) 有 唯一 个 最 大 窒 零 正规 子 群 
《 费 丁 子 群 ) FC(G/ F(G)) 二 1。 毕 续 作 下 太 , 册 6 之 有 限 性 ,可知 
经 过 有 限 多 加 以 后 终 可 达到 G， 邑 右 限 可 解 群 G 有 有 这样 的 一 个 正 
规 群 列 

l=B<B< BB 人 < BR 一 CC (C1) 
具有 递归 关系 Bun/ 8B, 呈 F(G/B;) 一 G/B, 的 帝 丁 子 群 ， 叫 (1) 为 
G 的 上 和 需 零 列 是 很 自然 和 的 .也 是 说 有 限 可 解 铬 必 有 上 豆 零 列 ， 

再 从 另 一 角度 考虑 .我 们 知道 : 阁 G 非 萎 堆 ， 则 必 有 如 1 过 
MG 之 使 G/M 为 罕 宕 (例如 了 有 取 MM 二 GG 一 [G，CG]) 且 有 邓 万 
GG 的 M， 然 而 G/M 与 GAN 之 袁枚 性 也 保证 了 cn 的 窒 零 
性 《上 册 第 二 章 $4 定理 10 的 推论 3)， 于 是 G 之 有 限 性 说 明了 
使 G/M 为 暴 零 的 G 之 正规 子 群 站 只 有 至 限 多 个 , 故 它 们 的 交 i 也 
使 G/C, 为 短 零 的 ， 即 C1 是 G 中 唯一 个 最 小 正规 子 群 使 G/C, 为 
宏 霍 的 ,当然 有 1 < Ci < GTIG 之 非 需 零 性 与 G/C 之 震 堆 性 说 
明了 1 一 CLs x CC” 之 交换 性 说 明了 CL < G" 二 &]. 因 Ci 也 
是 有 限 可 解 的 , 赵 仿 上 述 理由 得 知 当 C, 非常 零 时 , C, 也 有 唯一 个 
最 小 正规 子 群 C: 使 C1/ C; 为 窜 零 的 ， 当然 也 是 1 < Ci < CC 
亦 为 有 限 可 解 的 , 若 C, 非 雷 零 ,又 可 用 上 述 方法 继续 往 下 做 ; 由 于 
乡 之 有 限 人 性 , 终 可 达到 基 Cet 为 军 零 的 ,因而 Ce 一 ] 是 Car 之 
最 小 正规 子 群 使 Ci cu 一 Cr 一 为 窜 零 的， 换言之 ，G 有 这 样 
的 一 个 次 正规 群 列 

G=C0>C>C>> Crmn> Cr=l (2) 


具有 递归 关系 : Ci 是 5 的 唯一 个 好 小叶 规 子 群 合 CC+ 为 畦 
和 去 的 电 《2) 为 有 限 可 解 群 G 的 下 医 零 烈 也 很 自然 。 这 是 说 有 限 


440° 


可 解 群 有 下 等 零 列 . 
与 竹 妥 群 具有 工 及 下 中 心 列 相 类 似 , 对 可 解 群 言 有 下 面 的 
定理 1 PR oe 
乒 有 其 一 就 必 有 其 二 ， 天 :二 列 与 下 并 堆 列 j 有 相等 的 长 ， 且 每 


和 


有 


证 明 当 G 可 解 吗 ， < 有 上 及 下 党 亚 列 ,都 在 上 面谈 过 , 故 要 
证 的 是 条 件 的 充分 性 以 及 后 面 的 结论 . 

先 设 G 有 上 震 零 列 ,证 令 (17 是 它 的 上 符 零 列 ， 于 是 从 B, 与 
By/B, 的 容 零 性 就 保证 了 B; 的 可 解 性 ,再 由 8B, 之 可 解 性 与 Bs/ 8B， 
之 党 鹤 尾 又 保证 了 Bs 的 可 解 性 ,继续 做 下 去 ,最 后 人 队 Bi 之 可 解 
性 与 Bi Bi 之 罕 零 性 则 得 Bi 一 G 是 可 解 的 ， 

同 理 , 当 G 有 下 窜 零 列 (2) 时 , 先 从 Ck 之 星 零 性 以 及 Ch/ 
Cr 一 ! 之 容 零 性 即 知 Cir 是 可 解 的 ， 导 利 南 Ca-3/ CR 一 之 长 零 狂 
又 得 Crs 是 可 解 的 ,继续 前 进 , 终 可 知 G 为 可 解 的 . 

于 是 , 条 件 的 充分 性 获 证 。 因 而 , 当 G 有 上 至 零 列 时 , 由 条 伯 
之 充分 性 知 G 可 解 ， 故 再 由 条 件 的 必要 性 又 知 G 有 下 蜂 零 列 ， 问 
理 , 当 CG 有 下 和 澡 安 列 时 , 6G 也 必 有 上 和 突 零 列 . 

其 次 ,上 咎 零 列 (1) 中 Bu 4G 自明 。 再 归纳 地 假定 B;< 
G, 于 是 因 Bir/ Bi 一 F(G/B;)< G/Bi 又 得 BG (上册 
”第 一 章 $ 14 的 定理 13)， 改 用 如 纳 法 充 全 证 明了 上 笑 零 列 的 各 项 
都 总 6G 之 特征 子 群 . 

又 下 宕 零 列 (2) 中 Co 4G 也 自明 . 再 归纳 地 假定 已 证 明 
了 Ci<46, 于 是 对 任 o€ 4A(G)， 因 每 C7 在 G 所 一 G) 内 的 关系 
给 如 Cj 在 G 内 的 关系 , 故 C74 是 C7 之 唯一 个 最 小 正规 子 群 化 
C3/ cf 为 寡 零 的 ;然而 归纳 地 已 假定 了 Cf 一 C， 改 Cf 是 C， 
之 玲 一 个 最 小 正规 子 群 使 C;/ C74 为 寡 雪 的 ,因而 所 Cir 之 意义 ， 
不 得 不 有 Cf 一 Ci+l， 即 Cirid < C. 于 是 用 归纳 法 完全 证 明了 
下 知 零 烈 的 各 项 也 都 是 G 的 特征 子 群 . 

最 后 来 证 明 上 老 零 列 《1) 与 下 宕 零 列 《2) 的 长 相等 ， 即 k= 
Li 
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事实 上 , cu 一 6 一 如 ， 又 一 < Bi 产生 了 CoBrms， 再 

归纳 地 假定 Ci Bis 及 CicGr Bri~ss 则 | 
Ci CN Biwit Bai Ci Br SS Bari/ Bei 

及 Be-;f Bri 的 震 世 性 得 知 C/O; 站 B ii 是 暴 爱 的 ， 故 据 Cit 
的 党 义 就 有 Cin 三 Ci Bri 人 Bem 者 Citi 宇 Br-im; 则 Ci 
Bri CE Ci, 疏 从 
Bi aCi/ Boi Ci Beal CEC Cn) Bri Ci Cin 
及 Cif Cit 之 罕有 零 性 得 BrisCi/ Bk-;-; 为 泗 零 的 ， 故 Bh-iaCi/ 
如 :一 一 为 人 8 一 ? 的 律 零 正规 子 样 ， 因 而 泥 Bai Ba-i~s™— 
F(G/ Bj) 之 意义 就 知道 Bi-iC; 守 Bhi Cj; 守 Bi-mss 与 假 
定 C 下 如 it 一 也 盾 了 。 故 必 有 CiHGS Ba 说明 由 归纳 法 证 明 
了 : 对 任何 jj， 但 有 Cj Br-; 及 Cj Biii. 特 取 1 一 大 时 有 
Ci Bo 一 1， Ci =1; 再 取 了 一 无 一 时 又 有 Ci Bo 一 1， 故 
Ci 1. 于 是 出 Cr 一 1 及 Ch > 1 而 据 (2) 不 得 不 有 不 2 大， 

显然 ,有 限 可 解 群 G 之 上 (下 ) 短 移 列 的 长 为 1 的 充 训 条 件 是 
G 为 衫 零 群 。 

知 零 群 有 上 《下 ) 中 心 列 是 说 明 可 借助 交换 群 来 研究 格 零 群 ， 
即 客 零 群 的 构造 建立 在 其 交换 的 成 份 之 上 ， 有 限 可 解 群 有 上 (下 2》 
才 寮 列 也 类 似 好 说明 它 的 构造 得 建立 在 其 容 稚 的 成 份 之 上 ， 


§ 3. 极 小 非 寡 截 群 


本 来 ,由 子 群 的 性 质 来 研究 群 的 特点 ,这 是 群 论 里 面 常用 的 方 
落 ,我 们 过 去 不 止 一 次 地 谈 过 这 个 问题 .我 们 现在 要 讨论 的 问题 也 
是 属于 这 方面 的 即 研究 凡 真 子 群 全 为 寡 零 群 的 有 限 群 ,这 是 一 个 
著名 的 问题 ,通常 叫 它 为 斯 米 特 - 伊 瓦 沙 瓦 〈《Schmiqt-Iwasawa) 
定理 , 即 下 而 的 

定理 1 〈 居 米 特 - 伊 克 沙 瓦 ) 内 彭 子 群 帮 是 守 夫 的 有 限 群 一 
定 是 可 解 群 . (文献 [8, 9]) 
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证 明 ”用 反 证 法 ， 设 这 定理 2 不 真 ， 而 令 G 是 其 中 阶 为 最 小 
的 一 个 ， 换 句 话说，G 之 真子 群 全 是 寡 堆 的, 但 G 不 是 可 解 群 ,而 
又 凡 真 子 群 全 是 灾 零 的 有 限 非 可 解 群 的 阶  o(G)。 

首先 能 断言 G 为 单 群 。 汶 什么 呢 ? 因 若 1<H<4G, 则 oCG/ 
H) < 之 oCG), 于 是 因 G/B 之 真子 群 全 为 寡 零 的 ， 故 G/H 是 可 解 
的 ,由 是 从 G 之 非 可 解 性 得 知 马 亦 非 可 解 ,再 因 五 之 走 子 群 都 是 医 
零 的 , 故 由 反 证 法 的 假设 知 必 有 已 二 G, 这 足 说 明了 G 是 单 群 ， 

再 证 G 中 任 二 个 互 异 的 极 大 子 群 之 交 为 单位 元 群 。 为 什么 
呢 ? 选取 G 中 这 样 的 两 个 极 大 子 群 ( 互 异 的 ) 4 与 4; 使 得 DD = 
4mn42: 尽 可 能 地 有 最 大 阶 。 若 I<D， 则 由 4; 全 一 1 2)》 之 车 堆 
性 得 知 1 <D<Na(D) 一 Ne(D)mn4d;, 据 G 之 单纯 性 知 NeCD)< 
G， 因 而 有 6G 之 一 极 大 子 群 43 使 Ne(D)SL4K<G)， 于 是 忆 二 
ND)SENeAD)SS43; 而 得 忆 < NACDIE4nAd ti 一 1， 2) 故 
由 4, 与 4, 之 选取 的 假定 就 不 得 不 有 4 妇 一 4 上司 王 1, 2)， 即 
A = 4A) 这 又 与 4 守 A， 之 假设 矛盾 . 所 以 必 是 D=1,， 这 同时 
也 证 明了 GG 中 任 二 个 互 异 的 极 大 子 群 之 交 为 单位 元 群 ， 

最 后 来 计算 oCG): G 之 单纯 性 保证 了 G6 的 每 个 极 大 子 群 之 
正规 化 子 就 是 这 极 大 子 群 自身 故 G 之 每 极 大 子 群 4 恰 有 [G:41 
个 共 孝 的 ;于 是 将 GG 之 所 有 极 大 子 群 按照 共 辊 与 否 去 分 类 , 即 几 互 
相 共 罗 的 极 大 子 群 间 属 于 一 类 , 互 不 共 轿 的 极 大 子 群 属于 异类 ,这 
样 分 类 以 后 ,再 在 每 共 施 类 中 各 取 一 代表 ,而 令 4 Gi 一 1,2,……， 
5) 为 一 代表 系 ( 即 G 有 :个 共 轿 《 极 大 了 于 群 ) 类 )， 则 知 CG 总 共有 


六 TG; 4] 个 极 大 于 群 ， 而 每 两 个 极 大 子 群 又 无 公共 元 (单位 元 
除外 ), 因 之 合 在 G 中 极 大 子 群 内 的 元 素 之 总 个 数 必 为 
让 


又 因 G 之 每 个 非 单位 元 x( 万 1) 由 G 之 非 可 解 性 必得 知 {x*} < 6， 
故 x 必 在 G 之 一 个 极 大 子 群 内 , 随 而 就 知道 C 之 每 元 扩 反 17) 在 且 
仅 在 G 之 唯一 个 极 大 子 群 里 面 , 由 足 林 得 不 有 


二 


一 1+Tr ofc) 一 >,TG:di]， 
二 1 
n (OY 


故 从 [G:4] 所 一 二 得 知 


oP1 FD) +, 


就 不 得 不 有 : 一 1， 因而 oC(6) 二 1+o6) 一 [G: 41], 即 [G: 
个] 二 1, 这 显 与 4 为 极 大 子 群 之 意义 相抵 ,不 可 。 所 以 说 定理 1 
为 真 ,证 完 ， 
附注 取 4 = 65; 为 三 次 对 称 群 , 易 知 这 时 6 的 害 子 群 全 是 循 

环 的 ,但 6 = ,自身 只 是 可 解 激 ， 并 韭 罕 零 的 。 于 是 当 有 限 群 之 

真子 群 全 为 交换 群 或 者 甚至 全 为 循环 群 时 ;我们 也 只 能 说 这 群 是 可 

解 的 ,不 能 进一步 说 它 足 窒 零 的 。 但 若 属 G 之 阶 ofG) 含有 不 少 于 

三 个 不 同 的 素 因 数 时 , 铺 况 反而 不 同 了 ,这 还 是 一 个 有 意义 的 现象 ， 

以 推论 的 形式 述 于 下 。 

推论 1 设 有 限 登 C 之 圳 子 群 全 为 寡 夫 的, 且 阶 。(G) 至 光 有 

证 明 设 ofG) 一 zzpg pp (fy 之 3) 为 素 因数 分 解 . 据 
定理 工 已 知 C 是 可 解 群 , 因 之 G 有 西 洛 基底 , 即 G 有 西 洛 p;- 子 群 


Gi 二 1,2,……,?) 使 PiPj 一 PPi, 随 而 JTT Pi 一 Mj 为 G 之 西 
ii 一 

洛 pj- 补 (一 1， 2 r); 由 于 Mi 为 G 之 真子 群 ; 夏 据 题 设 知 
M; 是 容 堆 和 群 ,于 是 当 i 时 就 有 Pi Mj, 因而 例如 只 考虑 以 ;与 
M3 时 ,从 Pd PMs 以 及 G 二 MM; 见得 P,<1G; 同样 考虑 
Mi 与 Mj; 时 可 得 Pi 时 G (人 计 所 i171)， 这 二 明了 每 PadG 必 一 1 
2 .**., +) 注意 这 里 已 利用 了 + 守 3。 玖 6G 是 究 稚 的 ， 

由 是 萄 证 下 面 的 两 个 推论 . 

推论 2 请 限 内 G 之 束 卫 于 全 为 说 的 群 ,县 阶 %(G) 笠 少 有 
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三 全 个 民风 过 六 获 , 则 G 一 定 吉 是 壕沟 寻 . 
”推论 3 设 有 限 群 G 之 世子 群 全 为 和 环 群 , 且 阶 o(C) 至 少 有 
la 


推论 4 没有 从 6 之 表 于 理 全 为 各 你， 而 让 身 不 有 
等 的 ， ww 末 有 下 列 人 质 : 


® oo o tb * s » 


和 


Z(G). 

证 明 由 G 之 非 霄 性 ， 据 托 沦 工 则 知 只 能 是 oCG)=p"9s 形 。 
由 G 之 可 解 性 (定理 1) 旬 |G 又 有 指数 为 素数 的 正规 子 群 吾 ; 不 损 
普遍 性 可 令 [6G:H] 一 9， 由 瑟 <G 而 据 题 设 则 知 瑟 是 究 零 的 ,于 
是 五 的 击 洛 扩 子 群 Pq 人 1, 敬 从 吾 G 得 PdG, 但 从 [G6:87]= 
9 与 了 下 索 又 知 玉 的 西 洛 z 子 群 开 必 足 G 之 西 洛 六 子 群 ,这 说 寺 
了 GG 中 本 洛 p~ 子 群 P 在 G 内 正规 ， 因 而 GG 只 有 唯一 个 西 洛 pp- 子 
群 。 再 令 Q 为 6G 之 一 西 党 9- 子 群 , 并 令 9 一 {x +2，，**，xs} 而 
a 是 中 生成 元 之 个 数 中 最 少 的 一 数 ; 若 a 之 1, 则 P. {xr} 为 6 
之 真子 群 (0 一 2 0)， 因 阅 旦 宫 委 的 , 改 与 P 之 每 元 可 
交换 (i 二 1,2,……',a), 于 迁 卫 上 与 如 之 元 两 两 可 交换 , 改 由 6 一 
PO 得 G 一 PX 0, 亦 即 G 是 客 堆 的 ,与 假设 矛盾 ,不 可 , 故 不 得 不 
有 a 一 1， 即 为 循环 群 . 最 后 ， 因 8(0) < 9，, 故 PP. 9CB) 为 
G 一 P, 9 之 真子 群 ,因而 是 昭 零 的 , 于 是 BC(Q) 与 P 之 元 两 两 可 
交换 ， 所 以 再 据 2 之 循环 性 即 知 (28) 也 必 与 G 一 PQ 之 元 两 两 
可 交换, 由 证 明了 PCO) 刁 Z(G)。 因 之 (i) 获 证 . 

衍 证 明 G 没 有 指数 为 ? 之 寅 的 正规 子 群 ， 为 什么 呢 ? 因 若 有 
44d6C 合 1G6:4] 一 站 > 1 则 <G, 故 4 是 宕 零 的 , 内 而 4 = 
0 Xx (4NP), 9 六 4 于 是 有 89qC, 随 而 G 一 PO 一 PPX9 说 
有 明了 G 为 蜂 零 的 ， 此 不 可 。 故 6G 无 指数 为 了 之 寡 的 正规 子 群 . 由 
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是 作品 之 一 切 共 应 之 积 B = [xz-!oxz 时 ， 则 因 84G 且 易 知 


EG 
olB) 为 87 所 疙 除 ， 故 [6G:8] 只 能 为 之 党 ,不 得 不 有 8 二 
本 px 一 GC. 由 于 @(P)<pP 且 OP)qG( CPP 及 Pq 


下 EG 

G) 又 知 @(P)， 9 为 6G 之 真子 群 , 故 为 军 堆 的 , 知 BC(P) 与 0 之 元 
两 丽 可 交换 ， 同 理 BCP) 与 zx( 任 xc 6) 之 元 亦 两 两 可 交换 ， 
故 结果 得 知 PCP) 与 B 一 [xx!9x 一 G 之 元 两 两 可 交换 ,证明 


和 EG 
了 (PY 万 Z(G)， 于 是 有 
P=[{P,PICPP)IECZ(G)NPEZ(P), 

表明 了 PP 至 多 是 2 类 竹 零 的 (上 贡 第 二 章 54 的 问题 2)。 故 (i 也 
获 证 . 

问题 1 三 次 对 称 群 5; 之 每 真子 和 群 及 恒 有 关系 过 二 LH,，H] 
SDE,). 

问题 2” 凡 真 子 群 吾 满 足 17 = [有 H, H]S9(G) 的 有 限 群 6 
但 为 可 解 的 ， 

提示 : 先 说 明 G 有 一 合成 群 烈 6 入 习 (6) 己 '"* 己 1， 吾 证 有 明 商 
和 群 6/3P(G) 之 每 真 于 群 了 /BCG) 为 交换 的 。 


$ 4, 卡特 (Carter) 子 群 


近来 引起 人 们 注意 的 一 个 问题 是 卡特 {Carter) 子 群 (文献 
[10]>. 当 焙 GC 有 限 无 限 均 可 ) 之 子 群 吉 满 足下 列 两 个 条 件 : 
(i) 雹 是 咎 零 的 《ii) NeCH) 一 万, 就 昌 互 为 C 的 卡特 子 群 ， 卡特 
子 群 这 个 报 念 是 由 李 代 数 中 卡 当 《Cartan》 子 代数 的 概念 的 启发 
所 提出 的 ， 我 们 知道 : 在 特征 为 零 的 代数 闭 域 上 的 李 代 数 中 卡 当 
子 代 数 是 这 李 代 数 的 一 个 极 大 坚 零 子 代数 、 而 李 代 数 中 一 暮 零 子 
代数 为 卡 当 子 代数 的 充 材 条件 是 这 个 宅 零 子 代数 的 正规 化 子 就 是 
它 自身 《文献 [11] 中 第 三 章 的 定理 1 与 3)， 我 们 又 知道 : 定 出 
一 切 单 李 代 数 时 ， 卡 当 子 代数 起 了 很 大 的 作用 .卡特 于 群 在 有 限 
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群 里 面 也 有 一 定 的 意义 ,首先 应 注意 的 是 ,并 不 是 每 个 有 限 群 都 有 
卡特 子 群 ,例如 五 次 交代 群 % (为 有 限 非 可 解 群 ) 就 没有 卡特 子 群 
ee ey i es 则 有 下 面 的 


和 


证 明 大群 阶 用 归纳 注意 G 为 若 夫 时 其 卡特 子 群 只 
个 , 即 G 自 身 , 故 定理 这 时 显然 开 确 ， 非 军 零 可 解 群 中 阶 最 小 的 是 
三 次 对 称 群 6, 阶 为 6, 它 有 三 信 卡 特 子 群 ,为 {C12)}, {(13)j} 与 
{C23)}, 且 它 们 在 6; 内 又 显然 互 为 共 应 ， 故 定理 在 G 一 6; 时 是 
成 立 的 ， 

再 请 纳 地 假定 定理 1 对 于 凡 阶 小 于 oC 6G》 0 
成 并 的 、G 之 可 解 性 说 明了 G 有 一 个 极 小 正规 子 群 4 为 初等 交 
Pp- 群 ;5 即 oe(4) 一 p”(p 为 素数 }、 据 归纳 法 的 假设 知 G/ 4 ie 
子 群 K/ A , 即 KK/ 4 为 罕 零 的 且 Neyx(K/A) 一 K/A4， 著 写 oCK)= 
过 "使 人 p= 1 时 ( 显 有 a 之 mm)， 则 队 KK 之 可 解 性 知 天 一 TP， 
ol 了 7 了) 一 1, 0(P) 二 p" (上册 第 二 章 $7 的 定理 3)。 卫 是 天 的 西 洛 
2- 闻 群 ; 因 4 KK, 故 4SP, 内 向 P/A 是 KK/4 中 唯一 的 一 个 西 洛 
-于 群 , 即 P/ 4 AK/A (因为 K/ 4 是 宪 零 的 ), 帮 PdK. 于 是 ,KP 
之 了 之 (K/A)/(P/A), 故 KK/4 之 因 零 性 保证 T 为 窒 圳 的 。 再 令 
Nik《T) 二 日, 现在 要 证 是 CG 的 一 个 卡特 子 群 ， 

事实 上 ,由 PAK 知 PH 一 HP( 二 kK), 且 PNB 为 H 的 西 洛 pp- 
子 群 ， 但 PAPH 又 产生 了 PNHAH, 故 PN 是 吉 中 唯一 的 一 个 
西 洛 p- 了 于 群 ;又 TJH 二 Nx(T);， 且 据 狄 氏 律 得 知 TC(PN BH) 一 
HNTP = HNK 一刀, 而 TN(PNH) 一 1; 于 是 有 直 积 H 一 T 
Xx (PN 日 )， 因 之 再 由 7 与 PNH 的 军 零 性 得 知 电 是 军 零 群 ， 故 多 
证 互 为 G 之 卡特 子 群 ,就 只 需 再 证 NeCH) 一 已 即 可 。 

由 久之 可 解 性 ， 到 一 了 P， 《of 了 )， ofP) 7) 一 1， 以 及 万 4 之 万 一 
Ng( 了 ), 而 据 上 册 第 二 章 $ 7 的 问题 6 应 有 Nx(HA) 一 HA4; 于 是 ， 
若 xAENxiHA/ 4A)， x ， 则 对 每 hE 1 每 aE4 有 (x4)1 
《864)(xrd) 一 Ad BOE EH 有 #4 中 随 # 之 变化 而 变 ; 凤 和 区 ApAz)x 一 
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poa0， 扩 从 NACHA) 一 HH4 得 x€EHA4， xAEHA4/A4， 即 
Nel(HA4/14) 一 74/A4， 然 而 114/4 六 容 零 性 上 /A 之 子 群 , 故 由 
Nut(HA1/4) = HA/4 可 知 日 4/4 不 是 KK/4 的 真子 群 ( 上 册 第 
二 章 $ 4 的 定理 7)， 因 而 必 为 84 二 KK， 于 是 当 g € Ne(H) 时 ， 
因 g-'4g=A, 故 gHA)g 一 (e's)(g Ag)=14, ge NeK); 
因 Kj/ 为 G/d 的 卡特 子 群 , 故 每 K/A Naa K/ADNe(K) ” 
4/4 于 是 86 Ne(K) 导 到? 846 天 4， 不 得 不 有 8E 天 这 就 证 
明了 gE Ne(B) 一 > gE KK, 随 而 g 《Ne(H)NK 一 Nr( 昌 ), 然而 气 
上 册 第 二 碍 $ 7 的 问题 6 有 NxCH) = 日， 所 以 g&€ 这 也 就 是 
说 g 《Ne 日) 一 之 g€1, 亦 即 NoelH) 一 7 问题 获得 解决 。 换 言 
之 ; 昌 一 Nx(T) 确 为 6 之 卡特 子 群 . 

于 是 剩 下 索 解 决 的 足 C 中 作 二 个 卡特 子 群 的 共 入 性 ， 

设 友 ,FH, 是 GCG 之 两 个 卡特 和 群 。 让 玉 47/4 兰 肆 /到 几 4 及 
HH; 的 寡 零 性 知已 :414 为 知 夫 的， 再 令 ge NA(H,A)， 若 gEHi， 
则 必 有 olHiA) < 00G)， 改 从 Na) 一 Ne) 站 于 4 一 忆 下 
了 4 一 百 知 已 为 丸和 之 卡特 子 样 , 因 之 利用 归纳 法 的 假定 可 知 
;与 His 一 erIBREKEEIEA) 一 HiAd》 在 Hi4 内 共 力 ， 即 有 
zxE€H4d 合 giH,g=x Hix,gxl€ Ne(Hi)—=H,GHAd, 故 g € HiAd, 
这 显 与 gEH;4 之 假定 相抵 ,不 可 ， 因 之 证 明了 从 geE Ne(Hi4) 重 
得 ge 了 4， 亦 即 Ne(B4) 一 H;4。， 由 是 易 知 Naa (HiA/4) 一 
HiAd/A4。 故 再 由 尿 41/4 之 罕 专 性 得 知 14/4 为 G/4 的 卡特 子 
群 .但 olG/4A) 达 olG), 故 由 归纳 法 的 假定 可 知 有 got G 使 五 4/ 
A (goAI CIE A A god) 一 (giT'H80) A/A4, 于 是 HA 一 H?A, 
而 HY 二 97911,go。 因 之 只 要 能 证 有 明 马 , 与 Bz 共 罗 就 行 了 ， 

1 与 HY 为 避 之 两 个 卡特 子 群 ,让 有 有 Np,a CHi) = NeCH)N 
HiA= HNTA= HH 及 Nt1(H*) = Ne(HF) NBA = HiN 
HA4 一 HH, 说 明了 天 与 加 也 是 HA4 一 HX4 的 两 个 卡特 子 群 . 
故 在 144 = H#.4 < G 时 据 归 纳 法 的 假设 知 理 与 下 在 妃 4( 一 
HXA4) 内 共 辊 ;因而 在 G 内 其 儿 . 故 只 淮 点 五 A 一 Hz4 一 6 的 情 


这 时 ， 由 于 44 到 4 一 之 咱 门 4 df， 又 4 之 交换 性 保证 了 
于 门 4 时 4, 所 以 有 丘 门 4 了 守 H4 二 6, 故 由 4 在 G 内 的 极 小 正 栅 
性 知 或 7 站 4 一 1 或 有 nd 一 4 然而 下 站 4 二 4 一 > 4 三 站 ， 
C 二 14 一 太 , 与 G 之 非 洛 零 性 相抵 , 故 必 有 有 已 4 一 1. 周 理 ， 
于 站 4 一 1. 说 明 夺 与 7 下 都 是 4 在 C 内 的 补 子 群 , 故 1G: 亚 ] 一 
[G:Bz] 一 of 一 加 现在 战 能 断言 Hi 与 亚都 是 G 的 极 大 子 
群 . 
为 什么 呢 ? 因 若 有 M 便 瑟 二 MM 三 G;, 则 4 AG=H4 = 
M4 说 明了 M 门 4 村 M, 而 妇 之 交换 性 一 > M 门 4<4, 故 MM 门 4 本 
对 4 一 C， 故 从 4 在 G 内 的 极 小 正规 性 就 得 到 MN 站 4 二 4 或 
MNA4==1; 但 MNA 一 4 一 >ACM,G 一 M4 一 M ,不 可 , 叉 
MNA=1—>o(0) = olM)' oA) > oH)，o(A4), 即 HH 不 
为 4 之 补 子 群 ， 亦 不 可 ， 歼 开 为 G 之 航 大 子 群 。 辣 理 ，H2 亦 汶 
G 之 极 大 子 群 , 

再 令 吕 为 也 的 西 洛 p- 子 群 52? 之 补 子 群 ， 则 由 已 之 营 零 性 
知 万 一口 XS, 有 目 由 (of0),p) 一 1 及 o(G) = oH.): ol(4A)= 
o(0) :pp*'; 式 中 疡 二 oS 由 )， ol(A), 又 知道 日 亦 必 为 G6 之 西 洛 pp- 
子 群 Ss 的 补 子 群 ;大 6 一 OQ， 5p, 同 理 ， 当 0* 为 H# 的 西 洛 pp- 于 
群 5S” 之 补 子 群 时 ,也 知道 9* 为 G 中 55 的 补 子 群 , 即 G = 0* 
$s。 于 是 据 上 册 第 二 章 $7 的 定理 3 知 0 与 8* 在 G 内 共 轿 ， 即 有 
8&E€G 使 0O 一 g-'0*g, 

车 忆 志 gH#e， 则 区 04 及 0 = gi0*g giHYg， 获 
Q4{H,s-!Htg}= GC “及 | 为 G6 之 极 大 子 群 ), 于 是 GC/O 为 Pp- 群 ; 
然而 G/Q > Hi/O 且 No Hf 0) bd Ne(H)/O 人 Hi/0, 这 又 显 
与 G/9 为 办 群 之 震 零 性 相 闻 汗 ( 上 有 册 第 二 章 $ 4 的 定理 7)， 不 
可 。 于 是 不 得 不 有 本 = glzg， 即 征明 了 本 与 HY 在 G 内 其 
辊 . 

定理 1 于 是 完全 获 证 ， 

由 定理 1 :不 难 证 阴 下 而 的 

推论 1 设 K 汶 名 限 可 你 属 C 的 一 个 卡特 子 珍 ， 且 6 之 子 群 
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上 包含 天 ( 工 三 及)， 则 有 : 
(1) Nel L) = 1, 
(1) G = GK, 


式 中 Gt) = 让 KG). 


证 明 天 一 NK) 一 > N/(K) 一 人 = KNL== Kk, 
即 久 亦 为 工 的 卡特 子 群 。 故 当 xE Nc(L) 时 , 因 xTiKxCxTLx 一 
工 , 就 表示 了 x~'Kx 也 是 ye 1, 有 zeEL 使 

x Kr Ki, rE NeAK) = KCL rE Lt= LL, ABMNA(L)= 
工 ; 证 上 明了 (2). 

其 次 ,所 (已 知 Ne( GK) 一 GK， ct G™)= 
GK/G 中 男方 面 、 若 令 6 二 6/6 中 ， 则 归纳 地 可 证 对 每 i 有 
Ki(G) = KKLG)/G™, 故 

zw 让 K(G) -人 KK(G))/ Go 
即 一 G/G%) 为 究 零 群 , 因 之 由 于 Ne(GOK/G%) 一 GIK/ GY 
可 知 GY 六 /G8 不 能 为 G/G%! 的 真子 群 , 不 得 不 有 0 
G/G”, 风 G 一 Go 大。 证 完 . 

推论 2 设 K 是 有 限 可 解 群 G 的 卡特 了 群 ,而 4 所 G， 则 
K4/4 为 G/4 的 卡特 子 群 

事实 上 ， 由 推论 1 已 知 NeCE4) = KA4, 因而 No/KA/4) 二 
KA4/4; 再 由 天 之 害 零 性 及 民 47/4 一 开 / 民 站 4 又 知 KA/4 是 窒 零 
的 ; 故 天 4/4 为 G/4 的 卡特 子 群 ， 

问题 1 五 次 交代 群 距 没有 卡特 子 群 . 

提示 ; 2 只 有 阶 2 3, 5 的 元 , 故 ML 之 袁 替 子 群 人 Cs 关 1) 的 阶 5( 居 ) 不 
能 为 6, 10。12，15, 20, 30， 只 能 是 ofK) = 2、3,4,，5, 如 ofK) 一 2， 设 天 一 
{(12)(34)}， 困 (14) (23) E Na,(K)、 夏 K<Ng,(K); 如 of(K) 一 3 设 K 一 
{(123)}, 易 知 (23)(45) €E Nx,(K), 也 得 KX<Ny,(K); 洁 天 一 {(12345)}， 
也 易 知 (25)(34) ENz,(K), 仍 和 有 KK<Ny,(K); 若 攻 二 多 ,为 1， 2，3、4 上 克 
莱 美 四 元 群 , 显 存 (123) E Ng(K), 仿 得 K<Na,(K), 
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问题 2 群 G 之 卡特 子 群 是 G 之 极 大军 零 子 群 ， 
提示 : 设 卡 特 子 群 玉 < 可 ( 虹 替 )。 则 天 < Ma) 二 Ne(R)NH = 
KNH=K, 


$ 5. 恩格尔 (Engel) 群 与 恩格尔 元 


定义 1 当 群 G 之 任 二 元 xsy 常 有 关系 式 [x yy，:…… sy] 一 


1 时 ,就 叫 G 为 恩格尔 群 ， 关 系 式 [x， yy，…… sy] 一 工 划 做 第 
好 个 


次 导 格 尔 条 人 , 因 之 为 得 使 息 估 数 "在 思 格 尔 嫩 G 中 的 关系 宁 由 ， 
又 叫 6 为 注 足 第 "次 办 覆 尔 条 件 的 办 格 尔 游 ， 或 简称 第 "次 轧 闪 
尔 群 . 
这 个 概念 也 是 由 李 代 数 中 相应 的 概念 所 引起 的 。 我 们 知道 : 
在 李 代 数 中 有 所 谓 恩 格 尔 定 理 ， 它 在 李 代 数 的 理论 研究 里 担负 着 
重要 的 角色 。 在 有 限 群 里 愿 格 尔 群 也 有 类似 的 结论 ， 即 有 下 面 的 
定理 1 恩格尔 群 当 为 有 限 群 时 必 为 军 零 群 。 也 就 是 说 ， 对 


有 限 群 G 中 任 二 -元 xy 着 第 = 次 辕 格 尔 条 件 [sy sy ry jd 
恒 成 立 , 则 G 必 为 寡 零 群 Ba 


证 明 用 反 证 法 , 即 设 定理 1 不 真 ,而 令 有 限 群 G6 满足 第 次 
恩格尔 条 件 和 而 G 非 办 零 群 且 阶 又 是 最 小 的 一 个 。 于 是 当 H<<6 
时, oCH) < o(G)， 但 妃 满 足 第 ”次 恩格尔 条 件 , 改 由 G 之 假设 可 
知 召 为 寡 堆 的。 这 说 明了 有 限 群 G 之 真子 群 全 为 蝇 零 的 ， 故 握 
§ 3 定理 (斯 米 畦 ~ 伊 瓦 沙 瓦 ) 得 知 6 为 可 解 群 .但 又 假定 了 G 不 是 
等 零 的 ,于 是 由 $ 3 定理 1 的 推论 4 得 知 6G 一 P90, PdG,9 循环 ， 
P 与 8 分 别 为 6 之 西 洛 与 9- 子 群 . 

首先 敢 断 言 BCP) 一 1。 为 什么 呢 ? 因 若 B(P) 交 1， 则 6/ 
2(P) 之 阶 较 oCG) 小 ,但 因 G/B(P) 如 6G 也 显然 满足 第 次 恩 格 
和 尔 条 件 ， 故 由 G 之 假设 得 知 G/@(P) 为 项 零 的 ， 于 是 从 BP) 导 
2 人 G)(S 1 的 定理 4) 得 

G/DLG) > COI PPI BEEN DP)) 
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后 ,就 知道 C/6(G) 是 震 零 的 , 习 之 C 亦 寡 老 (5$ 1 定理 6), 与 题 设 
矛盾 ,不 可 。 故 必 有 BP) 一 1， 

又 己 之 宕 零 性 保证 了 已 一 [P,PISd(P) 一 1，, 故 马 一 1 划 
P 是 交换 的 ,因而 从 BCP) 一 1 又 知 了 是 初等 交换 p- 群 ($ 1 的 定 
理 9), 即 P 了 中 每 元 (去 1) 的 阶 等 于 p. 

令 取 PP 之 某 元 4 及 日 之 类 元 5， 而 令 x+ 呈 5a，y 一 6， 则 [x， 
yl]= [ga,b] = [a, b= a (blab) = (01a5)a 1《 利 用 了 P 之 
交换 性 ), 故 若 令 og 表示 用 元 & 去 变 P 的 形 所 得 的 P 之 自 同 构 ， 县 
qa” 一 blab 《每 a P), 则 因 P 为 交换 群 ; 改 P 有 自 同 态 环 ( 非 交换 
环 )， 因 而 自 间 构 a -> a-! 为 恒 等 自 局 构 1 的 加 法 逆 元 ， 即 o 一 

ca(《 参 阅 上 册 第 一 章 $ 9 定理 4 的 后 面 ), 于 是 [x,y] 二 (571ab)X 
4 一 674 一 40, 式 中 o 一 1€ E(P) 一 一 P 之 白 同 态 环 。 今 归纳 
地 假定 已 证 得 了 [zx， 轨 7 ] 一 ee 那 末 [xy … :yy 一 
人 7+1 沾 
[[Ix，y，.……，y]，y] 一 【ac-0 ， 5b] 一 Car) oa ) 一 
i 个 
(De a (oD) D(ar) -0 (利用 了 (a 一 1) 与 o 相 革 
的 可 交换 性 ) 一 (sa 于 ar) 一 (oaem+ 这 说 明 用 归 
纳 法 完全 证 明了 : 不 论 不 为 任何 自然 数 , 恒 有 [xy 7》 …… 消 ] 一 
天 个 
[ay -2] 一 ao 故 特 取 丰 一 二 时 ,由 于 避 满 足 第 = 次 


此 个 


恩格尔 条 件 即 得 1 一 [z,y,，……，y] 一 ae，、 因 = 得 为 之 任 


一 元 , 故 (c 一 1)* 一 0, 因 之 当 加 >， 时 也 有 (a 一 ”一 0, 由 
是 按 二 项 式 展开 则 得 


i=0 让 1=0 
由 于 在 0<;< 加 时 ,六 ) 为 ?之 倍数 , 故 可 表 写 (2 儿 (一 Door- 一 
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十 中 十 二 上 


zz [机关 < ECP), 日 因 对 每 aEP 有 4?** 二 4a i A dr 


| 


(Can)? = 1 (为 初等 换 扩 许 )， 这 说 明了 在 0 < ;< 加 时 
(站 ) (一 Derr- 为 BCP) 之 零 元 素 , 即 { 思 (一 Dioer 一 0. 所 


以 结果 得 0 一 o?" 十 (一 J)?"] 一 cot 一 10 即 ot 一 TI， 这 说 即 
oz” 为 也 之 恒 等 自 同 构 ， 即 对 任 ae 恒 有 aot 一 oo5pm 一 4 
《在 p" 之 wn 时 )， 注 意 由 之 任 一 苑 5 所 产生 的 0 都 有 这 样 的 性 
质 ,这 就 说 明了 对 每 a€P, 每 bE 9 全 有 ab*” 一 Br"a ( 当 丫 守 n 
时 ). 但 se 0 又 表明 (ofp), p") = 1， 故 有 自然 数 和 使 《pm 二 
1fmodofb))， 因 而 bt" 一 加 ， 于 是 从 ap” 一 ra， 得 aphzm 二 
bt ra 0 一 2a, 好 了 之 元 与 9 之 元 两 两 要 乘 可 交换 , 故 6G 一 PO= 
P x 9, 即 6 为 宕 零 的 ,这 说 明了 在 反 证 法 汐 闸 提 下 必 导 致 巴 居 . 
故 定理 1 为 真 。 证 完 . 

我 们 知道 : 对 群 G 之 任 # 个 元 xv， xs 恒 有 [x x;，***， 
xn 一 1 时 ,CC 是 ”一 1 类 的 区 容 柑 . 但 有 站 栖 G 之 任 二 元 x，y 有 
头 系 式 [x*，y， 2 “一 1 时 ,全 知 G 足 办 扑 群 , 至 于 G 的 类 与 


n 之 关系 怎样 ? 迄今 仍 未 获知 . 目前 仅 知 道 的 是 ， 当 群 G 满 足 第 
二 次 恩格尔 条 件 时 ,G 之 类 已 获 解 决 ; 这 时 G6 为 无 限 群 亦 可 。 具 体 
地 说 ,有 下 面 的 

定理 2 设 群 6 之 什 二 元 +,y 重 满足 [x,y,，y] 一 1, 则 G 为 
fF3 的 罕 零 群 再 若 G 没 有 阶 3 的 元 ， 则 G 的 类 至 多 为 

2.《 文 献 [13]) 
首先 要 证 明 下 面 的 
引 理 1 下 二 命题 是 等 价 的 ， 


有 


Gi) 对 群 6 之 任 二 元 Xay 有 [x,y,y] = 1. 


1) 当 p 为 霖 素数 时 ， (一 1)””1 == 一 1 自明 ,但 在 一 2 时 应 有 (一 Dr“ 1 一 1 ,向 
这 时 因 对 每 eE 岂 育 忆 一 1(… 忆 是 初等 交换 产 群 为 历 以 二 了 妈 4 二 a- 
仍 说 明了 亦 可 写 《- 1 1 一 一 1. 
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(6 中 作 子 个 类 相 科 可 人 

事实 上 , [x, yy，y] 一 [xsy] yj = yx)y, y]= yxX 
[xmy7x ,yjy， 故 [ry 一 1 与 [xy y] 一 1 等 价 而 
[xx y] 二 1 又 与 Cryx)Ty ~ ylxmyx)! 等 价 ， 即 亦 与 
(xyx) "yy 二 y "(x71yx) 等 价 ， 证 完 . 

再 来 证 明定 理 2: 

据 引 理 1, 对 一 固定 元 y< G 及 任 xeG 恒 有 syx 与 》 相 乘 
是 可 交换 的 , 卫 Xi pK 三 XT ya 让 乘 亦 可 交换 ,于 是 集合 

4 一 人 xyx|x 跑 裔 G} 
为 @ 之 一 个 交换 正规 子 群 ,今后 将 [zx …，xe] 简写 为 
[x x23 Xp] 一 X28 

我 们 将 证 明 下 列 的 一 串 结论 : 

(Do 

密实 上 ,tc 二 [ay x Bb YC19"**9 C2] 而 有 
a bry Ci€ CG. 但 [a, xi1€ A(x) {xtix|x 欧 遍 G}4G, 故 也 
必 有 [a, ris bi "> | E d4(zi)。 于 是 因 A(x;) 之 交换 性 即 知 
[ay xis Bs ry bs Xi = [las ra -ps 一 I1， 随 扰 
zi 故 云 。 

《ID xsa 一 XLl,, 

事实 上 , 据 上 册 第 一 章 ， 10 的 公式 (3) 得 知 [x,, X373]】 一 X13 
xx123 于 是 据 《D 得 


xz Xi ，xax3 ] za 一 (XT Yat) (x2 rr) xT lx,372) 


a (2 KIX2) CX XL IT aX X123 * XL,3XT X11373 ) 
= (IT XsgX2) Fa Kin2 X13T1s232) 
= XIX IX2) Tl * X4113 = X13 XL ITT X13X2) X12X1273 
本 XIN N13 
河 样 的 道理 又 得 
KI x2 [Xs Kx3] Xax3— x3 yaX3) Cx x43,23) xT Iris2X3 XT 2xao3x3) 
一 Kiaxbaa XT XI X23 一 KLINT 2 Ds 


以 及 据 (I) 有 
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7x7 [ zl，zaxz3] x2x3— [x1 tx3][ x xx3 ] 一 (zaxs) 六 1f x 2x3 IC x2x3) 

一 【xxax3][ xi xat3y Kax3!l 一 【xi %2X3]| 一 1;3X%i92xay239w 
但 所 有 在 这 里 出 现 的 换 位 元 都 含有 和 (如 Xas X19 X123 及 zs)， 
故 它们 部 在 4(x 内 ， 因 而 由 4x) 之 交换 性 得 知 它 们 两 两 可 交 
换 , 于 是 从 

X31 2 N12 ,23 TE MX1:2X152)3 

即 得 xwzxozs 一 1， 即 为 所 需求 的 . 

《ID 对 任 x,yEG 有 Lx ,y= [x;y] 一 [x,y]™ 

事实 上 ,有 

1 = (xx !,y] = x{x, yl]x™! " [xz yj]; 

但 x*[x, y]x-! 一 xz-yrizyz 一 (xy)x 由 yixy 与 x”! 都 在 
ALx) 肉 ， 故 可 交换 ,， 即 有 *[xy y]x 一 zxy7 = [x,y], 代 
入 上 式 得 1 一 [xyylLxz- sy 即 [zy] 到 [xz,y]-。 因而 又 有 
[xz 一 ] 一 Tv] 一 一 [GD 5x] 一 [sx 一 [zy] 

《IV) 1,259 2 X213. 

事实 上, zw 一 [za，33]】 一 [xzi, x3] 一 [xp x3]! 〈 利 用 
T (ID) 一 好 ja 

(CV) zam 1., 

事实 上 ; 因 [x, 和 z] 在 交换 正规 子 群 和 ty) 内 , 故 与 》 可 奖 
换 ， 于 是 [x,y7'， z] 一 [x,y ,2], 但 1,€ 1(G)。 因 之 反复 利 
用 《ID 就 知道 

[zy ys ely fr, ys sO [Ex ye [[x, yy] ,2] 
— [[x,y]> 2 = [x,y, 21. 
由 是 据 维 特 《Witt) 恒等式 (上 册 第 一 章 $ 10 定理 5) 得 
2T5333ixa052 一 工 。 

利用 《ID 有 xi 一 :3229 利用 《LV) 有 xi xia2y 再 将 《II) 与 
《IV) 连续 利用 又 得 好 5 一 xaos 一 Xi 一 xz 因 之 统统 代 人 上 
式 得 x 一 1, 故 当 然 也 有 za 一 1 

特 当 G 没 有 阶 3 的 元 时 ， 则 由 zi 一 1 必得 za 一 1， 即 说 
明 对 G 之 每 三 个 元 和 xxa， 恒 有 [zy ray x3] 一 1， 改 由 定义 则 
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知 @G 是 类 不 超过 2 的 翼 零 群 , 即 定理 2 的 后 半 共 证 。 

(VD Xa 一 03， 

事实 上 ,利用 《IUD 则 有 mas 一 [xb x39 4] 一 [x x74 xz3] 一 
3 

(VI) X34 一 xia4， 

事实 上 ,让 (IV) 知 Ya = [Kms Hy] 一 [ia x4]， 于 是 再 
利用 C11) 可 知 21:344 一 [xil.as x4] = | ti.33 4 ] 一 一 3 

《VIID X32 一 Ta 

事 光 上 ,由 (ID 及 《ID 得 知 v324 一 [ X13.3， x4 了 一 [zi +4] = 
[ xz] 一 一 xia。 

(IX) aa 一 1. 

事实 上 ，xoaz4 一 [xp 2 3]; 利用 (DJ 又 知道 [roay zayx] 一 
[xuway x4， xs] ,利用 (IV) 得 [xy X49 xX3] 一 [xy xzroas xs] 一 , 于 是 
[x X39 x4] 一 [xy， xy Xa]; 因而 百 利 用 《IIL) 又 得 [zy mas xs] 一 
[xxay X12] ， 而 上 计 利 用 (IV) 得 [x4s ray， X12] 一 [xs， Ts xiz] 一 > 
于 是 又 得 到 [xxoay xz] 一 【xy xi]， 所 以 结果 有 ruozay 一 
[x xzay Ki] = [rs ty C3] = Eray ty ta 一 【ray ti = [ris 
xa4]~, 青 度 肥 冯 利用 《ID 与 (IV) 又 知道 : [ xia， as] 一 ! [xy 
xa3 Xi] 一 [xx 和] 二 [yxa xz 一 [za xy ta] 一 
xi 政 得 na 一 ia。 然后 再 怖 次 和 用 CVI), (VIID) ,CYI), 
《YII) 又 可 知 和 ao ash XD 二 34 TL 收 最 后 
就 得 到 X24 一 xi334， 上 xi234 一 1, 故 云 ， 

(X) Xi 一 上 

事实 上 ， 寻 将 《V) 中 的 xi ia 分 别 代 换 为 xbay ra 4 局， 
旬 得 (《X7-。 

《XI xz 一 1。 

事实 上 ， 由 (IX) 与 (CX) 而 利用 2 与 3 互 素 即 得 ma 一 工 
这 就 说 明了 对 G 中 任 四 个 元 x， xz， za 4 常 有 关系 式 【x，， 六 yxa， 
xz] 二 1, 政 由 定义 即 知 G 是 类 不 超过 3 的 请 和 群 . 

定理 2 证 完 。 
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下 面 再 谈 谈 定 理 2 的 一 个 应 用 .在 1902 年 作 赛 特 (Burnside) 
提出 了 这 样 一 个 问题 : 设 群 6G 中 每 元 的 阶 都 是 mw 的 因数 ， 而 6 又 
由 个 元 所 生成 , 记 这 样 的 群 为 如 一 Btm, o), 则 G = Blm, a) 
是 有 限 群 吗 ? 很 显然 ， 易 证 BC2, a) 是 交换 的 ， 因 而 为 有 限 群 . 
B(4, o) 与 B(6, ax) 也 被 证 明了 是 有 限 群 (参阅 文献 [14] 的 第 十 八 
章 320 页 )、 关 于 B(5, 2) 迄 未 获知 。 现在 我 们 利用 定理 2 求解 
决 B(3, ae) 的 有 限 性 ,实际 上 有 有 下面 一 个 更 深刻 的 

定理 3 设 群 6 中 每 元 《所 1) 的 阶 为 3， 则 有 : 

GD [x yy] 一 1! 对 每 *，ye G 都 成立, 因而 扎 定 理 2 得 知 

是 类 不 超过 3 的 不 零 群 


但 pe 人 
证 明 GQ) 对 G 中 任 二 元 x，y 全 有 
l= (xyF = ryxryrys 
故 xyX = yy™, 
于 是 再 利用 x 一 zx 一 (每 xzEC) 就 得 知 


zlyxyx™! =- xx 一 yx 一 一 yxy™! 5 yixy-t! yryry-! 


— yy 一 yxTy， 
因而 yxyxD) 一 xx ) 一 《xyx 7， 这 就 说 明了 中 每 两 个 
共 斩 元 ?与 xyx™! 相 先 是 可 交换 的 。 故 据 引 理 1 得 知 [x; y: y] 一 
1 对 任 *, y& G 都 成 立 , 即 (i) 获 证 ， 

(ii) 设 G 王 {x 2 ***, xs}. 因 G/G” 为 交换 群 , 且 C7AG 一 
{xG', KG ，*:"* ,xaG'} 得 由 & 个 元 生成 ， 又 每 个 生成 元 【地 G 
xz,G 之 阶 为 3, 故 G/G' 是 有 限 的 而 必 有 ofGVG 一 3* 志 3 又 
据 直 册 第 二 章 $ 4 定理 4 得 知 G/K3G) 一 {[zzi 大 (G7) 由 
[xj #1] 一 [ri wj] 可知 GYAKaCG) 之 生成 元 [zy x] KaCG) 中 
1,7， 得 限制 为 过 i 是 不 损 普遍 性 的 ， 这 说 明了 6 /Ka(G) 得 由 


( 1 个 元 所 生成 ;但 G7KXG2) 是 变换 群 且 其 每 元 《 夺 1) 之 阶 为 
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3, 故 又 知 oG'/Ks(G)) 一 3" < 3 站 最后, 再 据 上 册 第 二 章 $ 4 
定理 4 知 KG)/KK(G) 二 KsG) 二 {[xis zj xx]}， 但 由 定理 2 
之 证 明 过 程 已 知 [x x3, x2] 一 x03 一 XLb3 【x X39 X38] X13 一 
= KTh33 Xp — LZ > i233 F312 > 区 me X14 X32 Kal 
rw = Xa; 同样 对 [zy xi zx] 言 也 类 似 。 这 是 说 ， 我 们 可 将 
Ks G) {Lz;, Ti zx]} 之 生成 元 [x;, Tjy 了 | 限制 为 i<j 中 
的 关系 ,因而 由 Kx(G) 之 交换 性 以 及 每 元 《 关 1) 之 阶 为 3, 就 知道 
oCKKG)) 一 3: 必 35 ， 于 是 结果 得 知 
o(G) 一 9m < 3 人) 证 完 。 
再 讨论 恩格尔 元 ,有 


和 


娘 个 


自然 数 及 任 x*E CG 和 民有 [zy8 ,| g] 一 1 时 ， 就 叫 8 为 G 的 


右 恩格尔 元 .。 如果 8 是 6 之 左 恩格尔 元 或 右 恩格尔 元 ， 统统 叫 & 
为 G 的 恩 侨 生 元 . 

定理 4 设 有 限 可 解 群 G 由 恩格尔 元 生成 , 则 G 光 为 里 零 的 . 

证 明 用 反 证 法 ; 即 设 定理 不 真 ,而 令 G 是 这 样 一 些 群 中 阶 为 
最 小 的 ， 将 证 明 下 列 的 一 串 结论 ; 

(1》 GG 恰 有 玲 一 个 极 小 正规 子 群 W, 且 入 是 交换 的 而 G/N 
又 是 暴 零 的 ， 

事实 上 ,很 显然 因 思 格 尔 元 由 同 态 关 系 仍 变 为 恩格尔 元 , 故 G 
之 每 个 间 态 像 也 满足 定理 4 的 条 件 ， 于 是 从 1 过 NdG 因 有 
olG/N) < ofcG)， 改 据 C 之 题 设 可 知 G/N 为 寡 零 的 ， 

于 是 若 G 有 两 个 互 异 的 极 小 正规 子 群 N 与 Ni， 则 从 G/N; 
(i 一 1, 2) 的 短 零 性 而 据 上 册 第 二 章 §4 定 理 10 的 推论 3 又 知 
G 一 G/NInN: 是 寡 零 的 ,与 G 之 假设 相 冲 突 , 故 G 只 有 唯一 个 极 
小 正规 子 群 N。G 之 可 解 性 当然 保证 了 NN 为 交换 的 《实际 上 还 是 
初等 交换 p- 群 ). 
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《ID 有 一 个 恩格尔 元 8 使 6 = 一 {1Ze(CN)，8)}， 

令 G=6G/N = {Eig = giN， 8i 恩格尔 元 ,i 一 1,2, *,}， 
并 令 太 为 尽 可 能 地 小 。 于 是 4 一 {Bi1s*'*， Ep 之 G， 因 G 是 
军 零 的 , 故 由 于 4 在 G 内 极 太 可 知 XG， 因而 有 4 一 {2 区 
“| 一切 XE G} 过 0G. 于 令 W 二 [xlgxy -xr | 
一 切 x€ G}, 于 是 WdC, 且 WW 是 由 恩格尔 元 所 生成 ,因而 歼 是 
军 零 的 (注意 WW < G, 因为 了 一 G 必 导致 4 一 太一 如). 

若 太 一 1, 则 G 一 {N, gu}， 且 由 于 NSCSZco(N)， 故 问 题解 决 
了 。 当 之 1 时 ， 有 1 二 WW; 因 N 是 6G 之 唯一 的 一 个 极 小 正规 子 
群 ， 故 必 有 VE 克 ; 于 是 由 W 之 震 零 性 得 NI Z(W) > 1 然而 
ZW)<ddWW 及 WW dG 一 >Z(W)<dG6,， 故 NNZC(W)dG， 因而 
据 N 之 极 小 正规 性 知 NSZCY), 于 是 所 生 Ze(N)，, 随 而 有 

G~{N,g,', Ex} = {WW, Ex} ee {ZoCN), gr}. 
《ID 先 设 G 一 {ZcCN),g}，g 为 右 恩 格 尔 元 , 取 a《 寺 1) 


6N， 于 是 有 一 疾苦 0 使 [eg，…，8] 一 % 关 1，o6N， 但 
人 


[4a,g] 一 1, 由 于 Ge {ZoelN), 8 而 得 1 站 a ENVnZCc) 因 之 
由 入 在 6G 内 的 极 小 正规 性 就 不 得 不 有 六 和 ZG). 本 (DD 已 知 GiN 
是 短 零 的 , 故 从 NZ(G) 又 知 

G/Z(G6) ~ (G/N)/ (ZG)/N) 
而 得 G/Z(G) 也 为 窜 零 的 ,所 以 G 也 必 是 容 零 的 ,此 不 可 . 

(IV) 再 设 G={2ZclN), g}, g 为 左 恩 格 尔 元 , 若 对 每 a€N 
恒 有 fg, a] 一 1， 则 六 之 每 元 与 & 可 交换 ， 而 又 因 六 之 每 元 与 
ZAN) 之 每 元 亦 可 交换 , 故 得 六 之 每 元 与 1Zce(CN) 8 一 G 之 每 元 
可 交换 ,不 得 不 有 NE Z(G) ,于 是 从 G/N 之 医 零 狂 又 知 C 为 笑 堆 
的 ,此 不 可 。 故 必 有 一 元 a。 EN 使 [gyal 一 a 半 1, 当然 从 NG 
可 知 a EN。 由 于 呈 为 左 辕 格 尔 元 , 故 有 一 让 然 数 巴 使 


l= [gs goa, ga, .sg2] 一 [[g， 42]，82， 和 gal 
圾 十 m 一 1 个 
ae [ge -8 
人 


到 一 1 个 
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但 对 之 交 的 性 丸 得 保证 [a’， gal=[a’, gléEN, 同 理 又 有 [a"， Ea 
gga] 二 [fa ,8g],ga] 一 上 La,g],，8] 一 (4,g，8], 继续 下 去 终 得 
La’, LH“**s gal wn [a', Ss» £1 ” ", £| 一 ]。 因而 有 一 适当 的 i 


m1 个 mi 


使 又 有 [8 8 ‘> 811 和 [eg 8 一 二 即 [= ， 


i 1 十 1 个 
a: EDZCC)， a 夏 愉 NN 


fF 个 


之 极 小 正规 性 得 NGSZ(G), 随和 而 由 G/N 之 窜 零 性 又 知 G 是 客 零 
的 , 亦 不 可 . 

总 之 ,在 反 证 法 的 假设 下 必 导 致 矛盾 . 定理 4 完全 获 证 ， 

定理 + 之 假设 条 件 “G 可 解 ” 实 际 上 还 可 以 珊 去 ,而 有 : 凡 由 
思 格 尔 元 生成 的 有 限 群 必 为 窜 零 的， 由 之 又 可 证 明 : 有 限 群 6 之 
元 * 为 厂 轧 格 尔 元 的 充 要 条 件 是 x* Ef(G) 一 一 费 丁 子 群 ， 而 * 为 
左 恩格尔 元 的 充 要 条 件 是 x+ € 5(G) 一 一 超 中 心 。 据 此 可 得 : (i) 
有 限 群 S 为 才 零 的 充 要 和 尔 什 是 G 之 每 元 为 右 同时 又 为 左 恩格尔 
元 ; (i) 有限 群 G 之 每 元 为 右 ( 左 ?恩格尔 元 时 , 则 每 元 也 是 左右 ) 
恩格尔 元 ;《 主 ) 有 限 群 的 左 恩 格 尔 元 也 一 定 是 右 恩 格 尔 元 ， 这 些 
东西 我 们 在 这 里 不 详细 论述 ,读者 如 感 需要 ,可 参看 文献 [15]. 


$6. 几 个 问题 


这 一 节 准 备 讲 三 个 问题 : 《一 ) 有 限 可 解 群 的 合成 商 因 子 得 多 
主任 意 地 排列 (二 ) 真 子 群 之 指数 恒 为 有 限 的 无 限 群 ,三 ?能 写 为 
二 个 交换 子 群 之 积 的 群 . 

《一 ) 有 限 可 解 群 的 合成 商 因 子 得 允许 任意 地 排列 ， 

我 们 知道 有 限 群 G 为 可 解 的 充 要 条 件 是 它 的 合成 高 因子 都 是 
素数 阶 的 循环 群 , 故 若 令 G 之 阶 的 素 因数 分 解 为 oCG)== pfip*…: 
久 ， 则 省 现在 G 之 合成 群 列 中 的 合成 商 因子 之 个 数 为 m 十 a 十 
… 十 ww， 即 合 成 群 列 的 长 等 于 十 十 十 a， 如 果 视 问 构 
的 群 为 相同 的 ， 那 末 这 些 合 成 疡 因子 之 问 一 切 对 能 的 排列 之 总 数 
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等 于 (各 填 名 二 二 名 外 ,然而 我 们 又 知道 可 解 群 G 可 能 有 某 


Qu Wa! "a! 
些 合成 群 列 , 它 们 的 合成 商 因子 之 顺序 是 工 述 《十 各 二 十): 


oa! Cl "Or 


个 不 同 排列 中 的 其 些 个 ， 但 不 敢 保 证 允许 这 些 排列 中 的 任 一 排列 
为 合成 商 因 子 之 顺序 的 合成 群 列 部 一 定 存 在 ,这 是 不 言 而 喻 的 . 今 
问 :能 允许 合成 看 因子 之 顺序 取 一 切 排列 的 台 成 群 列 都 存在 的 有 
限 可 解 群 9 究竟 有 怎样 的 特征 呢 ? 

若 G 是 这 样 的 可 解 群 ,; 则 对 每 i (1 过 所 +), G 有 形 

G> > HI>H >H > > Hi> Hu=1 
的 合成 群 列 ,使 列 中 后 耕 的 个 合成 商 因 子 

HO/ HD HOY/HSD, » + HOT 

为 同一 素数 p; 阶 的 循环 群 , 因 而 oCH 仆 )==p8, 即 HD 为 G 之 一 西 
洛 记 - 子 群 , 由 于 ;之 任意 性 即 知 妇 是 时 过 的 . 

反之 ,车 G 为 罕 零 的 ; 则 G = P, XP X，… XP, 式 中 Pi 为 
G 之 唯一 个 西 洛 p;- 子 群 。 因 olP,) 一 pY', 故 Pi 有 阶 为 p? 中 的 正 
规 子 群 Pi9; 由 PD4dP 以 及 Pi 为 6 的 直 因 子 又 知 PMG， 因 而 
H=P XPX-... XP ,XPn xX: XPdG 有 8 有 oF) = 
olG)/pi:， 凤 [G:8H1 一 p;、 说 明了 有 限 知 零 群 6 必 有 以 其 阶 之 任 
何 率 因数 为 指数 的 正规 子 群 , 故 由 于 6G 之 子 群 也 是 帘 零 的 , 它 也 泣 
具有 这 样 的 性 质 ， 所 以 结果 可 知 G 具 有 人 允许 合成 商 因 于 之 顺序 取 
一 切 可 能 排列 的 合成 群 列 ， 

人 ww 


0 


CC ) i 

在 上 贡 第 一 章 $4 定 理 6 的 后 面 说 过 这 样 一 个 间 题 ， 即 任何 
非 单位 子 群 的 指数 恒 为 有 跟 的 无 限 群 一 定 是 无 限 御 环 的 。 今 利用 
纯 无 中 区 换 群 的 分 解 与 斯 米 特 - 伊 豆沙 达 定理 《本章 的 5 3) 可 以 证 
明 它 ,这 就 是 我 们 要 谈 的 第 二 个 问题 , 即 下 面 的 
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定理 2 无限 群 G 为 循环 的 充 要 条 件 是 G 中 每 个 非 单位 子 群 
之 指数 为 有 限 数 . (文献 [17]) 


需 证 的 是 条 件 的 充分 性 。 先 塞 证 阴 下 面 几 个 引 理 . 
1 eh 


2 

事实 上 ,车 a( 万 1) EG, 则 因 [G:14a}] 有 限 , 故 ofG) 一 %o 保 
证 了 {a} 光 限 ， 即 ofa) = ce， 证 明了 G 之 纯 无 限 性 、 又 从 
[G:{a I 一 4， 知 有 障 集 分 解 

一 0 十 arb 十 ajB2 十 -十 a} 
妈 C 一 i 2， 6s-t} 由 有 限 多 个 元 所 生成 。 再 车 1 一 五 一 
GG 与 1 之 < G6, 则 由 [G:H] 与 [G:K] 之 有 限 狂 知 [G:HNK] 
是 有 限 的 (上 册 第 一 章 $ 3 定理 7), 故 由 o(6G)==% 知 HNK1， 
证 完 . 

gh 2 如 引 理 1 中 的 G 有 交换 子 群 4， 开罗 的 

a 4 一 1 让 渍 二 是 于 族 令 4 a1, 从 [G:4] 之 有 
限 性 及 otG) 一 co 知 of4) 一 co; 又 当 B( 专 1) 之 4 时 ， 则 从 
[G:4][4:B] 一 [G:B] 及 [G:4] 与 [G:B] 之 有 限 狂 知 [4:5J 有 
限 : 故 由 引 理 1 得 知 和 有 有 限 多 个 生成 元 且 是 纯 无 限 的 ,因而 据 上 
册 第 二 章 $ 3 的 定理 5 有 4 一 {c1) Xx {c;} XxX .…- X {ec}; 再 由 
引 理 1 又 知 4 中 和 任 二 个 非 单位 子 群 之 交 也 为 非 单 位 群 ， 故 这 时 必 
为 :一 1, 即 4 ~ {c} 是 特 环 的 ， 

再 令 8 万 1) EC 由 4 了 GC 知 映 射 cgicg 为 A 一 {ec} 
的 自 同 构 , 故 由 4 一 {ci} 之 无 限 性 得 知 或 gcg 一 a 或 gicig 一 
cn 车 gog 一 cily 则 gicig 二 cr*, 但 {a} 首 {8g} 寺 1 (31 理 
1) 说 明了 有 二 个 整数 加 与 # 使 g” 一 cf?， 由 是 有 cr ee 
ggg gr cf cr 1, 4 一 {c} 为 有 限 群 ,不 可 故 只 
8 C8 cy 即 cg 一 gos 亦 邢 4 乞 Z(G)， 证 宛 ， 

由 引 理 2 由 得 十 血 的 
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群 . 
根据 这 些 引 理 就 可 证 明定 理 2 中 条 件 的 充分 性 ， 
事实 上 ， 由 引 理 1 得 令 吕 一 lay oj 若 m 一 1，C 
已 是 循环 的 了 . 再 考虑 m 一 2 即 G 一 {as al 的 情况 ， 由 引 理 ! 
知 {a} NN (as} 1， 必 有 二 整数 ys 使 HT = a 咯 C (到 17)， 改 
cE Z(G), 即 Z(G) 疡 1, 于 是 [G6:Z(G)] 一 如 为 一 有 限 数 。 下 
面 将 证 明 rw 一 1， 

为 什么 呢 ? 假若 tw > 1, 并 归纳 地 假定 : 当 无 限 群 豆 之 每 个 
韭 单位 子 群 之 指数 为 有 限 数 且 [五 ;: ZC8)] < 六 时 , 则 互 必 是 循 还 
的 , 那 末 再 设 4/ZCG)< 二 G4/2Z(G) 后 , 就 有 G>4 二 220G) > 1, 故 
Z(.4)Z(G)>1, 于 是 有 [A;2Z(4)] 拟 [4:Z(G)] 过 [6G:2(G)]= 
m, 因 之 由 十 4 之 每 个 非 单 位 子 群 之 指数 也 是 有 限 的 ,而 据 归 纳 法 
的 假设 得 知 有 4 为 循环 群 ,; 故 4/2(G) 是 有 限 循环 群 ,说 明了 有 限 群 
G/2Z(G) 之 每 个 真子 群 为 循环 的 ,因而 据 $ 3 定理 1 知 G/Z(G) 可 
解 ,， G/Z(G) 就 有 异 于 1 的 真正 规 子 群 , 即 如 1<K/Z(G) < G/ 
ZKG) 且 天 人 G,， 于 是 与 上 述 同 理 可 知 帮 为 循环 的 , 再 据 引 理 2 得 
天 ESZCG)， 这 又 与 1 玫 天 /Z(CG) 旭 Z(G) 过 相 了 矛盾 . 细 查 这 巴 
盾 的 四 来 ,其 根源 在 m > I、 于 是 必 为 mm 一 1, 即 G 一 Z(G), 6G 
是 交换 的 ， 故 由 引 埋 2 之 推论 知 6 为 循环 群 。 说 明了 G 由 二 个 元 
生成 了 时 ,G 确 可 证 明 为 循环 的 . 

再 关于 生成 元 之 个 数 用 归 续 法 ， 即 假定 生成 元 之 个 数 少 于 
时 结论 为 真 。 于 是 从 G=—{a, G29 ““**y an} 而 令 H 二 {a 人 23 
ao 于 时。 出 互 为 循环 的 ， 即 瑟 王 !ej， 因 之 又 得 G 一 {cy qn} 可 
由 二 元 生成 之 ,又 回 到 讨论 过 了 的 情况 , 见 G 是 循环 群 。 

定理 2 容 而 完全 获 证 。 

《三 》 衷 写 为 二 个 交换 子 群 之 积 的 群 . 

问题 的 由 来 是 这 样 的 : 闹 赛 特 证 明了 阶 zg* 的 群 是 可 解 的 
《上 册 第 三 意 $7)。 但 从 ofG) 一 p*9: 易 知 G 之 西 洛 p- 子 群 5 与 
西 洛 生子 群 54 之 积 可 交换 , 即 6G 得 表 写 为 ge 与 54 的 积 ,当然 ,5 
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与 9 都 是 幕 零 的 , 于 是 在 群 论 上 又 提出 这 样 一 个 问题 ， 即 当 有 限 
群 C 能 喜 写 为 二 个 恬 零 子 群 之 积 时 ，G 是 可 解 群 吗 ? 这 个 问题 以 
及 它 的 推广 部 已 获 解 决 ( 文 献 [18, 19, 20], [21] 的 269 页 与 273 
页 , [2] 的 674 页 )。 我们 现在 只 讨论 一 个 特例 ， 妈 用 初等 方法 证 
月 下 面 的 

定理 3 若 群 G6( 有 限 元 限 均 可 ) 等 于 两 个 交换 群 的 积 ， 则 GG 


至 多 是 2 步 的 可 和 铬 群 , 即 G” 一 1， 《文献 [22]) 

先 证 明 以 后 常用 的 一 个 命题 , 即 下 面 的 

引 理 3 设 允 与 为 群 G 之 二 子 群 , 则 有 [X,Y]4{X, Y}。 

事实 上 , 设 x;x EX 及 yyE€Y, 则 易 证 

yr yl yy [zr, yr, yy J]E [X,Y] 
及 

x ers yl x xx y]{x' ,yy]~!E [X,Y], 
这 就 证 明了 [X,Y 了 ]<{X,，Y}， 故 云 , 

现在 来 证 明定 理 3, 分 两 步 进 行 , 述 于 下 、 

首先 证 明 G 一 [G,C] 一 [4, 3], 但 G~= 48 自 4 与 B 都 
是 交换 群 ， 事实 上 , 据 引 理 3 就 知道 [4, Bf4，B1 一 G, 故 有 
商 群 G/[4, 8] 一 6G; 但 因 显 然 有 G= 二 A414, B]/[4, B]: B[4， 
BI/LA3B1, 由 如 得 由 形状 像 af .A,B] 及 5b[4，B1 之 元 所 生成 ， 
而 afAyB] BIBI ab{l A BI bafas6l: [A,B] = bal 4A, 
B] 一 b[4,B] :alA4, B]， 攻 之 生成 元 a[4, 8] 与 5[ 4, 8] 
Ca 跑 滔 4,48 跑 演 B) 间 两 两 可 交换 ,因而 6 为 交换 群 , 不 得 不 有 
G ~ [G, G]S[4, Bl]; 另 方面 从 .4 后 G， 8SG, 又 显然 有 [4， 
B]SE[G,G] = G'; 政 必 有 G 一 Ed B81. 

再 证 每 两 个 换 位 元 [4,5] 与 1a' ,5b'] 是 可 交换 的 (a, a’ € 4; 
bb € B): 事实 FF,， 由 6 二 4B 一 B41 得 令 eba eg 
Ca EA 5EB) 及 Ba 6"at(ta*€ A, 8"E DD) 于 是 得 知 
(ab)las bl Ca ) =a [bab ,bb6b a = ag’ “ [sa*, 56] 
Se ol de ph ={a*,a 6*}= [a* ,5*], 及 
(ba fas blba) = bana ‘saba b= bla,a “六 
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一 一 一 一 


=— bob] = {0 Dob]= ba bt] = [a*, sb*]. 
政 (Cap [ge 一 《ca bb'a’)-!, 
和 (Ca 2 (Cap Da 5] 二 10]foe Ia) 也 就 是 [oa 有 ] 
[a,5] 二 [a,b]la ,5'], 术 云 . 
因而 得 知 C 一 {4,8] 之 全 二 个 生成 苑 可 交换 , 故 G 是 交换 
群 。 江 理 3 获 证 。 
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第 七 章 Pp- 群 续 


在 上 天 第 五 章 里 介绍 了 p- 群 的 一 些 基本 知识 .现在 再 对 p- 群 
作 进 一 步 的 研究 。 


$1， pp- 群 的 表 写 


研究 p- 群 的 根本 问题 就 是 问 互 不 同 构 的 加 阶 pp- 群 究竟 有 
多 少 ， 并 还 可 写 出 每 型 的 具体 结构 。 本 节 的 任务 就 是 讨论 这 个 根 
本 问题 ， 

设 olG) 一 pr， 当 # 二 1 时 ，G 只 能 为 pf 阶 循环 群 Z。 这 唯 
一 个 型 。 当 7 一 2 时 ，G 有 二 个 型 : 一 为 产 阶 循环 群 Z 刀 ， 一 为 
[1, 1] 型 初等 交换 群 ， 故 需 研究 的 是 > 之 3 的 情况 ， 

先 讨论 一 3, 即 o(G) 一 p;。 若 这 时 G 为 交换 ， 则 有 三 个 
型 : 一 为 Za (循环 )， 一 为 [1，1，1] 型 (初等 交换 ), 一 为 [2， 1] 
型 的 交换 群 。 故 下 面 设 避 为 非 交 换 的 . 

这 时 , G 中 元 之 阶 最 高 为 产 . 若 户 和 一 2, 则 G 必 含有 阶 px 一 4) 
之 元 ; 已 知 G 或 为 四 元 数 群 0, 或 为 二 面体 群 Ds, 仅 这 二 个 可 能 
性 . 若 p 这 2， 则 6 或 有 阶 产 的 元 ， 或 无 这 样 的 元 . 若 a€G 且 
ofe) 一 ， 据 上 册 第 五 章 $3 定理 9 知 G 一 {4, 5}, 而 有 a? 一 
1 二 5?, 及 4&4b 二 att? 和 藻 G 无 阶 志 之 元 , 则 除 单位 元 外 G 中 每 
元 的 阶 为 p, 且 由 2(G) 一 户 又 知 Z(G) 一 G 一 [G,G] 一 {a} 
为 P 阶 特 环 群 ;但 从 oCG/2(G)) 一 户 及 CAZG) 之 非 循环 性 又 
得 G/Z(G) 是 初等 交换 的 , 即 

G/2(G) = {6 Z(G)} x {¢ ' Z(G)), 
式 中 如 EZ(G)，e? & ZC(G), 故 由 于 G 只 有 阶 如 的 元 ， 不 得 不 有 
bac a1; 于 是 G={4a,b, cl er a b=- [db] 
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[a， c]， [5， c] = bi'c™lbe = a’, (C4, 2p) 一 1; 因而 以 扩 代 < 后 
就 可 令 [8,c] 二 4a, 
总 之 * 证 得 了 下 面 的 


GiD 【2, 1] 型 交换 群 。 
当 G 为 非 李 换 嫩 时 ,着 = 2， 划 为 
(iv) 四 元 数 群 2s; 
(v) 三面 体 群 Du 
而 在 ?为 奇 案 数 (p > 2) 时 , 则 为 
GY G= {fab}, 4a = 1 = bb lab = a't?, 
(y) G={a, bc},a = = c=1=|4,t]= [a,c], 
[&,c] = a. 
附注 (Y) 型 群 也 可 表 写 为 G={x,y},x? 二 二 [x,y]?=1， 
[x y]x=x[x,y], [x 9]y 一 y[r，y]. 又 (9) 与 4ivy)》 可 统一 起 来 ， 
都 可 表 写 为 Gr) ， 所 以 实际 上 要 区 分 的 是 只 在 p = 2 时 有 (ir) 而 
#>2 时 则 有 (v)》， 
再 讨论 oCG) = p'! 的 情况 ， 
这 时 如 G 交 换 , 则 共有 五 个 型 ,分 别 是 Zp (p' 阶 循 环 ), [3,1] 
型 交换 , [2, 2] 型 交换 ,12 ,1, 1] 型 交换 以 及 初等 交换 即 [1, 1， 
1， 11 型 交换 . 
所 以 需 考 虑 的 是 非 交 换 群 6, o(G) = pt。 这 时 应 分 许多 细 
首先 假定 G 有 阶 芒 的 元 ， 当 p 盖 2 时 ， 据 上 册 第 五 章 $ 3 定 
理 9 得 知 G= {a, b}, a 一 也 一 1 088 一 at 当 p 王 2 半 ， 
据 那 里 的 $3 定 理 1 得 知 CG 一 {ay 6}, dl1 bb gb = 0! 
《1 一 3; 5 7) 及 G 一 0 一 1ebj 8 一 1 天 一 64010488 一 2 
《广义 四 元 数 群 ) 共 四 种 类 型 。 
因为 闪 阶 非 交 换 p- 群 的 构造 讨论 很 长 > 细 分 条 款 又 多 , 所 以 
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渭 时 将 得 到 的 一 些 重要 结果 用 引 理 的 形式 记载 下 来 ， 便 于 回忆 与 
5l 用 . 于 是 有 

引 理 1 设 p' 阶 非 次 换 p- 群 有 阶 志 的 元 ,; 则 有 : 

(GD 当 p>2NH,G = {a,b), a = 1 bt, bab = et?, 
只 此 唯一 香 

CG) 当 p=2NH,G = {a,b), a = 1 bh, bab mat(1= 
3, 5, 7) 或 G 一 0u 《广义 四 元 数 群 ), 共 四 个 类 型 

下 面 再 芳 | 六 已 没 有 阶 产 的 元 ,但 @ 确 有 阶 安 的 元 由 设 oCG) 一 
太 , G 非 交 换 ,) 

设 s<cGyo(e) 一 六 若 fa}4G, 则 GG 为 {a} 被 男 一 个 户 阶 
群 召 的 扩张 如 果 G/{a} 之 B 又 为 特 环 群 , 则 据 霍 尔 特定 理 知 

Ge {a,b}, a = 1, br ma, blab = a', 

但 tr 一 1) 二 0 (mod 户 ) 及 rf 于 1 (modp*). 因 这 时 假定 了 GG 中 
元 素 的 阶 最 高 为 产 , 故 必 有 2 一 1 邑 1 中 0 (mod p?); 于 是 只 讨 
论 条 件 z 下 1 《modpr). 由 (1，p) 副 1 得 1?7! 呈 1 (mod pp), 故 
从 (p”;,P 一 1) 二 1 应 有 ?+ 守 1 (mod p)， r 一] 十 283 友之 ，r 一 
1 十 hp 也 必 有 +? 一 (1 十 4p)? 二 1 (mod pr)， 若 除 应 丢掉 + 寺 
ICmod p?) 之 情 沉 (这 时 GG 必 交换 ) 外 尚 有 

r 三 1 二 + p,1+2p, 1 十 3p ,1+ (po 1)p (mod p’) 
兴 p 一 1 个 可 能 性 .然而 从 5'a6 一 at 好 得 tab* 于 40d+ 计 一 
etti 巡 再 选 和 使 大西 1 (mod p)， 就 有 6b "tab* alt? 日 仍 有 
oo 一刀 而 G 一 {z, 8 一 人 az, 站 }， 这 说 明了 ; 当 G/{4} 为 
立 阶 循环 群 对 , 必 可 选 使 G 一 [ay, 引 中 必 一 1 一 8，0128 一 

2 即 此 时 GG 之 型 唯一 (p 为 2 与 否 无 关 )。 

剩 下 要 解决 的 是 G/{la} 之 B 为 p 阶 初等 交换 的 ， Ss 
册 第 四 章 55 定理 4 知 G = {a, gs 和}, a” 二 1, g? 一 ev 有 一 
Flag = 4, hah ear (gs r EA({4})), BX pih igh = 人 

”由 假设 知 有 一 1, 并 a 二 1，# 二 0 (modp), 同 理 有 v= 

0Cmod p). 再 令 giag 二 a 二 gf 时 , 则 (1, p) 二 1, a 一 4” 一 g-?ag? 一 
a?，ff we ] (mod p'), 由 是 易 知 :1 过 1(mod p), 好 giag 二 a'+t?; 
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于 是 利用 em 一 1 由 妇 纹 法 可 证 


(ee 一 sr 
为 层次 清楚 计 , 暂 只 考虑 p > 2. 
令 (1) 中 n 一 p 时 , 则 得 
(arg)? 一 grar? 一 art*p, 
于 是 因 有 * 使 十 xp 于 0 (mod pr), 政 对 这 个 * 言 应 有 (a*g)? 完 
1, 因而 令 gi 一 ng 后 , 蝇 有 G={a, gh 而 8 于 1 且 gr'ag:= 
gag 二 at 若 这 时 (#,p) 一 1, 又 有 Y 使 姚 王 1(modp), 轩 
而 giagY 一 at 0 一 at 帮 令 名 一 2 时 是 又 有 G6 二 
{a, g2> 5}, 而 g2 一] 月 gi1a8s 一 at 用 同样 的 道理 可 讨论 天 -这 
就 说 明和 枉 可 适当 地 选取 g, 使 6G 二 {a, gyyb) 中 有 定义 关系 ez > 
2 a 人 8ag 一 4 或 一 41tt ,hiah 一 4 式 


x[” rrll 
[ i ?] (1) 


= gt? 
但 在 gi'ag 一 at 与 有 一 al 同时 成 立时 , 国 
(gh i) a( gh-!) 一 haiti = pie Darehe”t 
= (hf DahP-1)tite 一 efb 一 a, 
夏令 8 一 gh! 后 又 显 有 G 一 14, gh},g'iag 二 4， 且 由 于 
8?&€ 《al 而 仿照 上 述 的 理由 仍 应 有 g' 一 1, 政令 g'? 一 a" 时 就 必 
有 ww 三 0 (mod p)， 于 是 再 选 使 ww 十 二 二 0(modp?) 后 ， 则 
《ea 有 一 ag = at* 1 ， 因 而 令 g” 一 ag 时 就 有 8 一 1 
且 G 二 4a, gh} 而 又 gag” 一 4， 这 无 异 平 是 说 在 G 内 可 迄 
当地 选 6 及 cs 使 Go,B, cc} a 二 1b Dic be 一 
a!, 且 有 关系 式 
biab = 4 与 c-iac = a, (2) 
或 
: bab = 2 SeTlae = alt?, {3) 
只 这 二 种 可 能 性 . 
再 来 讨论 2icrite 一 对 中 的 2 
二 cge 一 bz， 而 不 论 (2? 或 (3)， 利 用 < 与 2 之 可 交换 性 
得 知 1 一 c -Jp4e 一 (2a0? 一 5652 一 ar 上 故 ! 二 0 (modp), 如 7 一 42。 
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当 (2) 成 立时 ， 由 G 之 非 交换 ， 得 知 2 半 0(mod p)， 因 而 令 
qi 二 dt 时 有 GG 一 {a pc af 一 1，p14 达 一 全 一 clgic 及 
bc be 一 af。 这 就 是 说 6G 的 构造 为 

(1) G={a, b,c}, af =b?=e?=1l, biab = a, clac a, 

bebe = a?, 

当 (3) 成 立时 ,由 5icrbc 一 ai 及 cc 一 gp 得 知 

cio ila)e = (cibe d(Tiaic) = (Bat) iate) = bla, 

歼 令 有 a 二 bm 后, 若 《2,p) 二 1, 则 ola) 二 p, 且 6G = as 5， 
c} 并 有 8 一 my cteic 二 41 bc-tbe 盖 时 又 回 到 了 构造 
(D。 如 若 2 三 0 (modp)， 则 2tcrlpc 一 1, 即 这 时 G 之 构造 为 

《II G={a, b,c}, a =b? = et—1, biab=a, cac—=alte, 

Bclipc = 1., 

再 解决 (1)、 (11) 两 型 的 群 确 为 互 不 同 构 的 ， 

事实 上 ,不 论 (1) 型 或 (11) 型 ，C 之 元 恒 可 表 写 为 ab!e* 形 ， 
但 在 (I) 型 时 由 c-ia?e 一 at? 一 a? 得 知 4a?,65,< 是 两 两 互 可 
交换 ， 因 而 af:2cz 的 少 次 需 恒 为 单位 元 ， 故 合 〈I7) 型 群 中 元 
abyc 的 阶 为 户 , 势必 有 zx 天 0 《mod p)s 由 是 对 这 >x 又 有 

carpe ec 一 Cr038i 人 yc SS qarpb’e’, 

说 明了 ID 型 群 中 界 六 的 元 决 不 是 中 心 元 .然而 (TD 型 群 中 又 确 
有 阶 闫 的 元 为 中 心 元 (例如 元 。 就 是 这 样 的 元 )， 故 (I), (1) 两 
型 的 群 是 不 同 构 的 . 

于 是 归纳 起 来 ,就 得 到 了 下 面 的 

引 理 2 设 六 险 非 交换 z 群 C 设 有 阶 巴 的 元 ， 介 有 疡 阶 的 

() Gr {asb)y a lb, 206 一 ti 

{i) G= {a, b,c a =1 bm ct, biab—a, cdc = 

qs CO = qr?; 
GQ) Ge {ab car m1 ba cr, blab a,c iac™ 
att?, biecTibe = 1. 
附注 Gi 型 群 6 显 为 {8} 与 {a, c} 的 二 积 , SG={8} xt{a,c)。 
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现在 再 来 讨论 没有 pr 阶 的 元 、 也 没有 靖 阶 的 逢 环 正 规 子 群 ， 
但 确 有 产 阶 的 元 素 的 非 交 换 基 阶 产 群 G{ 仍 暂 限制 为 p >> 2). 

设 a€G, ola) 二 六 假设 了 {4a}46, 但 6 之 每 零 性 就 保证 
了 有 关系 式 tej4 瑟 的 C 之 彤 阶 ( 非 循环 ) 正规 子 群 吾 ; 故 由 上 册 
第 五 章 $3 定 理 9 知 媚 一 {a,5}, 而 

a 一 1] 好 1，5105 一 ctt (一 0 或 一 1). 
从 [G:H]==p 知 G 为 五 被 训 阶 循环 群 的 扩张 , 政 G 一 {z,8，8} 而 
有 尚 待 确定 的 定义 关系 o 一 gag 加 一 gg (ooed4(D)) 及 时 一 
un EH, 4 = 4, KK 之 0 = J, € 1(71). 

{a} 了 GG 必 和 使 a7 一 g72g 一 qr6 中 (pp) 二 1, 又 由 oa”) 一 
o(9) 二 户 可 知 (4,P) 二 1( 和 参阅 上 册 第 五 章 §3 中 《1) 式 下 面 的 
几 行 ,在 §3 定理 10 的 后 面 )、 再 区 令 g? 二 # 二 a7&, 则 因 

Ca?)” = (qb ea a 一 《8 
故 一 方面 得 
另 方面 又 得 
garg?e c= Car)”? i {ar i te 一 Bigrhs = 
= (bap) 一 EL 二 AP mm ip， 

因而 得 4? a?, 47 a 1] (Cmod p), 1 I(mod p), 到 2 一 1 十 cp。 
所 以 a 一 g'sg 一 attbpr+,(n，p) == 1。 由 是 又 得 

Bag ~ (8g lag)’ = (artthr)? ~ 0, 

bia’b ~ (bigb)? 一 eat+tpr 一 g?, 
说 明了 a* Z(G)，{a?}SZ(G)， 同 时 还 说 明了 G 中 伍 一 个 阶 p? 
的 元 之 了 次 宪 必 为 6 的 一 中 心 元 . 

十 分 {a?} 之 Z(G) 和 4a?} 一 Z(G) 两 款 来 讨论 。 

(—) {a’} < Z(G). 

这 时 、 必 有 zs€ Z(G) 且 ze{a*}， 因 假设 6 无 六 阶 的 循环 正 
规 子 群 , 上 ol#x) 一 p; 然而 ta} dia, ?} 且 {4, s} 为 疡 阶 的 ;说 明 
了 在 这 时 可 取 {a, sz} 代替 上 面 的 五 ， 即 可 取 &€ZL(G), 故 G 二 
{a, 5, 8} 而 具 定 义 关 系 4a? 二 1 二 Bb? ,ab 一 ba, gb 一 bgs gia4g 一 
Oret2 (psp) 二 1 39 且 2? 一 W 一 41b’ 而 有 Ww? 一 gr 一 1， 因 之 
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Brrapg — (gt) 一 【qt 太一 ip 


.ee 一 一 一 一 一 


7 二 0 (modp),， 即 g? 一 978。 本 取 凡 卫 at 二 1(modp), 令 
下 一 qtg € G, 可 用 归纳 法 证 | 
ff 十 1) 


s["+e oe), TH (4) 


(a*gy” ga 

今 可 断言 8 = 0 (mod tz)。 为 什么 呢 ? 车 5 半 0 《mod p), 则 

由 《4) 可 得 r=(a gpg) ga tp gtd) = gs Ph Se 
1 ， 但 hp” 一 1， 故 of Es pes 然而 pihg A (alrorpr)som to 一 


alttopMeor ob) gadtopy ow otor de paso) 即 


gihg = pa [4 pe, (5) 
三 利用 (4), 还 知道 
bir+l a (a ig Yrtl pap ) sam tptop en), [a 
hr?tl 一 gattopleap mt) ton sp bss (5 一 和 {6) 


改选 + 使 6x 二 (6ap' 一 tn 《mod p) 后 , 易 知 (5)。(6) 两 式 右 端 

b 之 罕 指 数 同 余 《mod p)、a 之 寡 指 数 同 余 (mod 产 ), 帮 ghg 一 
ht gt{A}g 一 人、 问 拌 、 计算 a~iha 一 (qr 个 lg)a 一 
gao tlie pe tg 得 


a—lhad = ga (本 ora N14p ep pete), (7) 


因而 再 选 z 使 sz 到 一 上 Cmod p) 时 ,如 易 知 (6), 《7) 两 式 右 端 8 
与 a 之 短 指 数 分 别 关于 模 2 和 寞 pp 是 同 余 的 ， 因 而 对 适合 gx 到 
一 pg(mod p) 之 x 言 又 有 chie 一 ?tl, 名 ee 一人。 总 之 ， 
当 8 关 0Cmodp) noG, 这 与 G 没 有 姑 阶 御 环 正规 子 群 的 题 
设 冲突 了 ,不 可 ， 故 不 得 不 有 8 一 0 (modp)， 
既 已 5 三 0(mod p), 就 有 gr 二 ar, 故 利用 (4) 式 得 (a™'g)? 一 
8ra- 人 型 1, 则 8g 一 eg 的 阶 为 p， 这 时 ， 如 令 六 一 arb， 则 请 
有 HH= {a, 6} = ta, b1}s CG {如 ， £} ™ {H, bi 和 {e， bs Ei}s 
其 定义 关系 是 
a7 一 1 一 付 一 时 ， Bia —g ag™—altth qb, brab—a, Bi Big1 = 
5b,, 换 盲 之 ,在 fa*} 过 Z(G) 时， G 只 有 一 个 型 ,而 为 
Go= {4, b,c}, af =—=b?=ce?=], ba = ab, be cb, cac 一 


(二 ) {ar} = Z(G), 
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这 时 ，ZKG) 为 了 阶 和 的 。 因 有 适合 ta} <4 妃 之 C 之 基 阶 ( 非 短 
环 ) 正 规 寺 群 万 , 故 妃 一 1)， 
a = 1 52 一 1， 2 一 air 一 0 或 一 1)。 
如 果 G 还 有 阶 产 的 世人 不 在 互 内 即 ofe 一 姑且 a 
则 又 有 {edK 之 G 的 六 阶 非 箔 水 止 规 了 群 尺 ,因而 Ka 2} 
ar ,bb a 一 0 或 一 1). 
易 知 6 一 HK, 故 G/H 之 K/D(D 一 HK) 说 明了 o(D) = p’; 
但 DG 而 G 又 没有 产 阶 的 循环 正规 子 群 , 故 忆 为 纪 阶 初等 交换 
群 . 然 互 中 元 a*b” 之 阶 为 的 充 要 茶 件 是 * 二 0 (mod p) (参看 上 
册 第 五 章 $3 的 (1) 式 )， 即 总 中 凡 阶 ?的 元 都 在 世 阶 子 群 《ef， 
5b} = {ar} X {5} 内, 改 不 得 不 有 D 一 {a?， 3; 同 理 , D = ta”?， 
b}. 于 是,b Ef{asb}= H,bé{a,b I—K 
今 可 断定 吾 一 {a, 5} 与 上 K 一 {a', 上 } 不 可 能 向 时 为 交换 群 .为 
> 和 了 昵 ? 因由 五 与 玉 之 均 为 交换 性 得 知 be 一 a8, 5a 一 2， 故 从 
= {H, a}= {a, ba } 得 知 2EZKGD) 一 1a},H~ a,b} = 
a 显 非 所 许 . 
因而 仅 有 下 面 两 个 可 能 性 需 考 虑 , 即 : 
《D GG 确 有 任 少 一 个 非 交 换 的 疡 玉 含 有 阶 产 的 元 ， 
因而 二 = {a by a 1 br, bob alt 
《ID 避 中 凡 含 阶 产 之 元 的 疡 阶 了 了 群 是 交换 的 ， 因而 这 的 
久 阶 交换 子 群 是 唯一 的 一 个 妃 , 这 时 瑟 一 te af 一 1 一 并， 
ba = ab, 且 瑟 包含 了 G 中 所 有 产 阶 的 元 . 
在 (1) 款 时 ,就 有 G 一 {4,5，c}, 直 中 a = 1 一 4b?, bab 二 
Bttp ciac 一 00 一 HitetBz (ps p=1, che bd’ artbi 及 
1) “vo€ ACH)..batab bo Fab Sb EZCG) = {a?} br = ethe 一 arp58， 
CB，p) 二 1. 但 一 方面 《如 ?1ar87 = bParPaltopbrar?bt = bPa brbrasr 一 
a rtr pugzp 一 kBpiretp)p 一 peaitxptept8?, 男方 面 有 (8) 0b = (Ca)'t? = 


(1+p:(t2+p) 
> pp] 一 bratlifaPMiftptrp) 故 1 + (r+ 


(ateppr te 一 bra'!ion [tet 
B+ Hpa(l+ ap}l+ p+ HCmodp’), hp altmod p), =a"b. 
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kh 一 21 

念 Cc 二 ea: 了 易 证 cae 一 a6! 及 cbe' eb; 再 令 < ”一 
ce， 但 ap 三 1《modp), 又 不 难 证 明 

ciae’” = ob Rermibe” = b, 

然而 G 一 {eecl 一 iaypc 一 ta pc )， 故 若 用 < 代 e， 
则 可 表 写 G 一 (a, 5， cj, 使 具有 关系 式 

gf ”= 六 = yb lab = CItP cmiec on ab, cbe mm 六 

cf mc (8) 

需 待 决定 的 是 “当然 可 限制 为 0 守 e 生 p 一 1)， 

(i) & 一 0， 这 时 ,关系 式 (8) 完全 确定 (…c? 一 1)。 


GD a 0 但 a 为 Pp 的 二 次 利 余 , 即 (人 ) 一 1， 这 时 ， 因 有 


+ 使 二 a(modp), 目 又 (pp 一 + 本 a(modp)， 而 * 与 p 一 + 中 
必 有 一 为 奇数 ， 故 不 损 普 记性 可 设 * 为 奇数 . 再 选 x 使 xx 于 1 
(modb)。 在 书 一 {o 引 内 取 m 一 oz 六 一 0 学 ?2 并 令 c= 
cx 不 难 获知 ola1) 一 所， 号) 中 pbriab; = oatt?, 且 有 

Go fa bc {fas bc} {gas bsc} = {a bs C1}s 
而 又 


x 十 可 z+1} gp z+ 
Clgicl ™ (eT ac™ )* sm (ab*’ 5 = br'ra 2 -ba 2 


二 本 
w= A be aBbys cilbicy 到 了) 


以 及 中 一 < 一。 这 已 说 明 G 之 构造 
确定 了 ,可 表 为 
C 一 {a, pb, cy}ar "ns br? | 1 ， blab = tm 5 一 GE = ab, 


Cibe ww b,c? = af. 


ii) «*0fa() 一 一 1， 这 了 时 , 若 6 为 的 任 一 个 二 次 


1) 荐 ol<) 一 如, 基因 已 短 cpEZCG) 一 {a?}， 放 cf 一 aa8. 车 ole) = p， 则 取 
6 二 0. 总 之 ,有 cp 一 orz。 
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非 剩 余 ; 则 取 a 使 oz = bg(mod p), 因 之 (2) 一 1, 故 有 x 使 x" 三 


ECmod p); 有 了 肥 x* 合 xx’ 二 1] (modp), 儿 于 (x 一 p)x 二 1(modp) 
以 及 x 与 x 一 中 必 有 一 为 奇数 ,可 不 损 普 遍 性 设 x 为 奇数 。 


Ny We es 4 Et 
款 同样 可 知 G 一 {a1, b1, cj, 而 具 定义 关系 
af” 一 ly br? 一 1, brlaby we alt?, 

| 


CTldics = qbis ci ' bics = bs cf 2 二 


从 构造 言 ,《9) 与 48) 不 同 之 处 是 仅 将 “ 改 为 8. 这 就 是 说 : 不 论 
《8) 中 a 为 的 任何 二 次 非 剩 余 ,G 之 构造 恒 同 ， 

于 是 (8) 之 构造 不 超过 三 : 一 为 x 一 0, 一 为 一 1, 一 为 5 
是 ?的 任何 二 次 非 剩 余 ， 

下 面 再 来 解决 这 三 种 构造 也 的 确 是 两 两 互 异 的 。 这 就 首先 要 
求 出 具 定 义 关 系 (8) 之 群 G={a, 5, c} 的 换 位 子 群 G'=[G, G1 
及 其 中 心 化 子 Ze G6). 

[sp 一 ar 故 Z(G) 一 {e ESG 一 [G, GJ]; 但 [sz,c]= 
5E{a}， 当 然 有 [a,c] 一 bE{a?} 一 Z(G); 故 得 ZK(G) 一 G' = 
[G, G]， 因而 由 oC(2(G)) =z 及 pI[G: G'] 知 只 能 是 o(G') 一 
疡 ; 复 据 G 没有 刀 阶 的 循环 正规 子 群 的 题 设 ,可 知 CG =【G, G] 为 
产 阶 的 初等 交换 群 ,实际 上 有 

GCG=[G,G] = {er} x {6} = {at, 5}. 
再 从 G 一 [G, G] 4G 有 2Zc(G')46G 得 商 群 G/Ze(G'),， 故 据 上 
册 第 一 章 $9 定理 5, 可 知 oCG/26CG'))|oC(4(G'))=p(p? 一 1) x 
(2 一 1), 因而 p 群 G/Ze(G') 或 为 pf 阶 的 ,或 它 已 为 单位 元 群 
了 .然而 5 = [a,c1€G' 及 ba < ab 足 已 说 明 4EZolG ), 故 G> 
ZeG), 由 6G/ZA(G') 是? 阶 的 ,因而 olZeG'))=p’, 且 有 GG 
ZG'), 而 实际 上 有 Z(G') 3 {a?, S， cd 因为 当 a0 时 有 
Ze(G') 一 【a?} X15} X {c} 为 疡 阶 初 等 交换 群 ， 而 在 me 0 时 
有 ZG ) 一 4128} xftcl 为 [2 1 型 的 如 阶 交换 群 , 故 由 于 问 构 
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的 群 必 有 同 构 的 换 位 子 群 ， 随 而 它们 的 中 心 化 子 也 必 同 构 ， 所 以 
(8) 式 中 a 一 0 的 群 与 & <0 的 群 必 互 不 同 构 ， 于 是 下 面 只 需 解 
决 a 号 1 的 群 与 a 为 任何 二 次 非 剩余 的 群 互 不 同 构 就 行 了 。 

设 Ho 一 4a, 5, <}, 其 定义 关系 是 : 
a = 1 = bt, BC 一 al， ceriae = aby cbr = Beta a?t, 
Ko 二 《as bc) ,而 具 定 义 关 系 : 


a?’ =1=6?, bi dd = 人 


但 (=) 一 一 1、 据 上 段 的 讨论 已 知 : 


一 一 1 p 
ye adc bs Co bc bi cf a7, 


Ho—[Ho, Ho] 一 {af}x{8}, ZaCIh)={a’, b,c} = {2}x{e), 
Ko=[ Ke, Ko] = {af}x{B}, Zu Ko)—={a?, bye}~—{b} Xt{e}. 
我 们 的 目的 要 证 明 11 与 Ko 不同 构 , 用 反 征 法 ,假若 Ho 守 Ko, 令 中 
是 从 Ko 到 Ho 上 的 这 个 同 构 关系 , 即 K$ 一 ,于 是 因 [ Zx,(K60)]* 二 
Zp(Ho), 故 可 令 cf = crd (d€ [Hoy Po 一 [op lr < p); 
再 令 of 二 arz (as € Zi (TN) = {ef, bc), 1 和 za 二 p)， 于 是 ， 
[[ef, af], af]=[[e, as eg = [C87')$, of] = [7!, 41]*, 但 
由 于 [a 六 一 of € ZK 可 [Ba] = [6 91] = [eb], 


故 取 = 使 sum 1 (mod p) 因而 有 人 二 一 ! 后 ,就 得 知 : 


[az 一 [ai 下] 一 Caf)s = (ert) SS Cet) ee (era)”?, 
故 
[[cf， af], af] = (erga)e?, 《10) 
另 方 面 , 利 用 上 册 第 一 章 $ 10 的 一 些 公式 又 知道 
[[ cf, of], at] = [[e'd, arzj， as] 一 [fcrey as]z] 
- emt[[e'd, ea?z]y， as 一 [[crd az]，a"] 
一 Tec yz] 2 {ed, az ac 一 [fc zs][e’d, az] 
一 [人 [cd al a"]，。 妓 
[Ect,af], af] = {fe’g, a*”1, a*]. (11) 
然而 [cd, e?] 一 【ab'e', oz] (人 仿 d=atpb!)=eT (ba b’)! x 


一 三 t se PR —. 
4 cg ntltp) ca 一 人 UP Ca” = (cac’)-s art 1P} 一 
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和 - -一 -一 一 一 -~ 一 


忆 十 El 2 十 Dr Ps 


地 Sth), 


(ab) a mi?) = 一 (ba ?~ . Aa-tb}— yg 一 HP x 


[Braazprn ) bg py pi np typtr 7 一 
故 由 《117 式 则 知 
[ef, of]s of] 一 ba bmar et ornarb"") + gr (arte tg" 
mm 2742P cm 《ep mr oo er (‘dd? 一 1) = 《crZ Jap， 
即 [Lef,at],af] 一 《cr2)29。 (12) 
再 比较 (10) 与 (12), 并 刊 用 olcf) 一 ofcrd) 一 ,得 亚 


(mod p)， 这 显 与 (所 ) 一 一 ! 相 冲 突 ， 不 可 ， 故 与 Ke 不 同 


构 ， 
这 证 有 明了: 在 (1) 款 时 ,G 之 构造 有 三 ,都 如 (8) 所 定义 ， 所 


不 同 的 是 a = 0, 或 一 ,或 (和) 一 一 1 


最 后 讨论 (1) 款 . 这 时 , 群 G 一 {4,5, cj， 其 中 a 于 2 一 
1= [a, 26] cac = qlt°?pt, (p, p)=1, cf= 1 与 待定 的 cbe， 
且 凡 不 属于 {e。 2 之 无 的 阶 都 是 p. 

因 2efu?} = Z(G), 故 cbcEZ(G),， 于 是 从 ole-ipc) 一 pp 
知 cc 一 wt， (8; 一 1. 设 扎 二 1(modp); 但 在 0 过 ?< 
时 Fr 关 1 《mod p) [当然 在 8 震 1 (modp) 时 一 1], 则 由 归纳 
法 可 证 cAbck me 7 了 人 1 十 94 十 有 一 vp 政 

etbek 一 2y 了 (十 B 二 六 十 BA ». 
再 由 于 |《p 一 1) 知 (fp 一 1， 改 CG 一 [abc 但 c 一 ct 六 
是 说 可 在 6 内 选 适 当 的 < 使 G 一 {oe, bc 而 有 
ct ,br ,bad 4, cc? =1, 
| (13) 
ciac ~ altotht, (ps p) = I, che = ar?h, 
且 凡 不 在 {a,8} 内 的 元 之 阶 缘 为 p。 
利用 (13) 及 a*&€ Z(G), 由 归纳 法 可 证 


了 十 opt n(n—l)Y gp pu 
ba 


《ec 一 ec 
特 取 ”一 少时 得 
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Co Pt ep reap, (14) 
因 之 ,车 p >>3, 则 由 (14) 得 (ac)? = as, ofec) 一 户 不 得 不 有 
ac Ea 5},c E14a,b}), 显 非 所 许 ， 所 以 只 能 是 pz = 3, 因而 再 据 
(14) 得 
(2ce): me IHUTH mm gt HI ma th = 230+7A)， 
于 是 okac) 一 3 的 充 要 条 件 是 Ya 至 一 1 (mod 3)， 这 时 有 C 一 
{a, 2， cj 之 定义 关系 为 
1 一] 83 一 1 c3 一 1 280 一 gcmiec 一 arp (3 ,4)=—1, 
le 


Cibe arbh, 7 二 一 1(mod3)， 
因为 (4, 3) 一 1， 政 px 三 1 Cmod 3), 因 而 由 Yp 三 一 1(mod 3) 
得 7 二 一 kg 《mod 3); 于 是 再 令 qj 一 af， 如 一 a， 则 知 G 一 
{a 已， cj， 其 定义 关系 是 ( 据 (15) 式 ); 
a 1 0 ,cm 11, brigbi a Cc ac =abs cb =arb,. 
总 括 之 ,又 证 得 了 下 面 的 
引 理 3 刘 e 吕 阶 非 地 执 大群 G 没 有 阶 忆 的 元 ， 也 下 阶 六 的 
循环 正规 于 嫩 , 介 确 有 刀 阶 的 元 ,区 贞 p > 2 时 ，G 只 能 是 下 列 各 
(iD Go= {a byc}s ap 一 六 me cp or 1, bab we 4a, Cac = 
ab, clbe == bs, 
(i) G= {as bs ec}, af a bf ls cl], Plab am ait?, 
cac = ab, tbe = bs 
(Ci) Ge= {4a, b,c a bf? om 1, Cf on af, bab = Id 
Cac = ab, clbc = b; 
(Ivy) G = {a bs cy a = br? 1, cr 一 21 bgh = alt?, 
cec 一 C5 cbe = b, 但 1 为 Pp 的 二 次 非 剩余 即 
EF 
et 
《7 在 p 一 3 时 ,还 有 
G= (labycly a pc 1, blab 4 cac = 
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ee 


ab, cibe = aoa’b, 
附注 3 引 理 3 之 意义 是 说 当 疝 案 数 ? 半 3 时 ,5 之 类 型 只 有 (i)》， 

Ci) (i), (iv》 共 四 个 ; 但 在 = 3 时 , 6G 之 类 型 有 五 个 ， 即 (i)， 

CD), (HD, Civ), Cv). 

最 后 讨论 pr 阶 非 交换 p- 群 6 没有 产 阶 的 元 ， 即 除 单位 元 外 
G 中 各 元 的 阶 都 是 p, 由 G 之 非 交 换 性 可 知 ol2Z(G)) = 产 或 =p， 
只 有 这 两 个 可 能 性 ， 

先 设 olZ(G)) 一 户 ， 因 G 没有 靖 阶 的 元 ; 改 Z(G) 是 初等 
交换 的 ， 因 而 2(G) 二 {a} X 46}, 时 一 绽 一 1 一 [cs 青 令 
五 是 包 食 Z(G) 的 G 之 极 大 交换 正规 子 群 ， 设 o(H) 一 如， 则 
3 之 双关 2 由 上 册 第 五 章 $4 问 题 3 又 知 2X4 安倍 (由 十 1)。 故 不 
得 不 有 入 一 3， 即 五 是 包含 ZCC) 一 {a} Xx {441 的 疡 阶 初等 交换 
群 ;, 因 而 太一 {a) Xx {8} Xx 4c}. 又 因 G/H 是 ? 阶 循环 群 ， 故 由 
G 中 每 个 非 单 位 元 的 阶 为 得 知 

G={a, bc, gt = {H,e}™= {Z(G), re, 8}, 
其 定义 关系 是 
6 一 加 一 cp 一 bf 一 Im[d;g 王 [ec] 一 [8 
于 [cj 一 [2 8] 
与 待定 的 g eg。 
由 ofG7/Z(G)) 一 户 知 GZ7CG) 交换 ， 故 [G,GJSZCC)， 
[ce,g] = br 由 gicg ape 但 G 之 非 交 换 性 说 明了 2， 中 
至 少 有 一 个 妆 0 (mod 上 ,可 不 损 一 般 人 性 能 令 《1，p) 一 1， 这 时 设 
2 一 4 后 ,又 显 有 
Z(G) -= {a} xi H~= {nn} x {6} x {c}, 

故 G 一 fais By < 8} 而 上 其 定 闵 关系 

af = =e gr=—1= [easb l= [a rl- [ogl= ls,c] 
= [bs g]s gicg = uc 

说 明了 G6 之 型 确定 ;是 叭 一 的 . 

再 设 oCC(CG)) 一 p。 这 时 有 Z(G) 一 {a}, a? 二 1。 令 是 包 
食 Z4C) 的 G 之 级 大 交换 正规 子 群 ， 如 上 面 所 讨论 过 的 一 样 可 知 
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o(17) 一 着 , 出 是 疡 阶 初等 交换 的 ; 但 因 ZCG) 一 {a}CH, 故 
一 {a} x {5} x {c}， 于 是 由 o(G/H) 一 yp 义 得 G = as， 
ci 8 一 {人 日 ;， g}， 其 定义 关系 是 
qf bc gre=l—o [ab]l= [cc]=[a,g} = [2,c] 
与 待定 的 gg 和 gricg. 

首先 敢 断 言 G 不 是 2 类 窜 零 群 。 用 反 证 法 ,着 G 是 2 类 的 , 则 
[G, G] = Z(G) 一 {2} 《参阅 上 册 第 二 章 $4 问题 2)， 故 由 [2， 
g] 及 [c,g] 都 在 [G，G] 一 {a} 内 ,就 知道 

gbg ab gcg = atc, 
H ig0 (mod p) (* 8E2Z(G), cEZ(G)); Kbrer=pg (bc)g = 
Cob) Care) 一 qtrtrrprey 之 充 要 条 件 是 Xx 十 py 二 0 (mod p)， 
而 满足 这 同 余 式 之 数 侦 (x,，y) 显然 不 仅 有 而 且 有 很 多 , 这 说 明了 
满足 关系 式 5"cY 一 上 (2c7)g 的 元 srcr 中 有 确 非 为 单位 元 的 元 
be? 存在 ， 而 这 样 的 元 显然 在 Z《G) 一 (a1 内， 也 就 是 说 {ao} 站 
{8} x tcejs 1, 这 显然 是 不 容许 的 。 所 以 说 G 不 是 2 类 宕 零 群 . 
于 是 6G 必 是 3 贡 的 寡 零 群 (上 册 第 二 章 $ 5 定理 1 的 推论 ), 改 G/ 
ZG) 为 非 交 换 的 疡 阶 p- 群 ;其 每 元 之 阶 又 等 于 p, 因而 据 定 理 1 
得 知 
G/Z(G) = {8, zy5) 5 一 ZU(G)3 2 一 Z(G)e EF ZG), 
而 有 定义 关系 
LE 一 eh, EDS 一 bb, EE = Cb, Bb? om EP wm gf? on 1, 


. 故 从 G {a, b,c, £} 言 , 共 定 义 关系 是 : 


0 一 上 一 cp 一 8 一 1 [aa 一 [ac] 一 [osg] 一 [5c] 一 1， 
g bg 一 ab, gcg 一 arbe, 

式 中 4 与 待定， 注意 EZ(G) = {4} 就 知道 2 送 0(mod yp). 
这 时 如 再 令 4 一 at, 机 一 ac 二 5, gi 一 8g 后， 显然 久 有 

G = {a bc g1)s 并 具 定 义 关 系 

a 6 = fet =l, [ay 一 [ac 一 [osgi] 一 [2 ci 一 1， 

gi Bg! = tbs Tb = bcs 
这 是 一 个 确定 的 关系 。 换 言 之 , 若 能 保证 每 元 ( 志 1) 的 阶 等 于 p， 
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则 其 型 是 唯一 的 . 

下 面 青 来 检验 G 中 元 的 阶 . 为 简单 计 ， 将 C 之 生成 元 41, 名， 
cs 8i 的 脚 标 1 省 掉 , 来 考 意 G 之 正规 (交换 ) 子 群 H 一 {oa}x{2b}x 
{c} 中 元 素 z 一 a*bre? 用 g" 去 变形 的 结果 ,而 令 

gxg" grgeB8crga 一 arabincre, 
不 难 证 有明 wi 呈 & 寺 Bis pi 一 有 十 Yi 一 yi 因而 有 
Yr Tf en c= t+ nt nn Dr 


(注意 yo 一 7Y,p 一 5,m 一 zc) 故 
(xg)? = (uberg)r (a bicrg)!. g (oar 0 (ar becrg)e™?. 
. gasbier:) 《aoc7 一 | (qibep—icrp—: )* tr 
3 窑 
aber) (a 1bPier 中 一 a 1 Ce 


pottiptl} grlipti)p (p—1)r 0 Lp ptt) 
a 2 到 6 2 CPr mm a® 3 


因 之 当铺 > 3 时 确 有 (eb"erg)? 一 1, 即 ola"2icrg) 一 p。， 同 理 ， 
对 任 下 言 也 可 类 似 地 验证 当 了 全 3 时 《xs 六 一 1 这 说 明了 : 当 
户 盖 3 时 ，G 中 每 元 ( 关 1) 的 阶 确 为 p. 可 是 在 p 一 3 时 ， 就 有 
《arzpcxg 六 一 0 一 ar 因而 在 了 Y 关 0(mod3) 时 ，ofarpscrg) 一 
9 一 于 一 如, 非 所 许 . 

于 是 总 括 之 ,又 证 得 了 下 而 的 

引 青 4 设 愉 阶 非 案 关于 Co > 2 G 只 有 阶 ?的 下 ( 单 人 
元 除外 ), 则 或 为 

(iD G 一 {aybycyd]: 具 定义 关系 a 一 8 一 cd? 1， 
[as 5 一 [ac 一 [cd 一 [pc] 一 [5 2] 一 1 died ~ nc, 

(i) 《 仅 在 > 3 了 时 出 更 ) G = {a,b, cd a = hb? cr 
= dre] ab [asc] = [2 = [b,c] = ,dbd =ab, 
dicd = br. 

再 将 二 面 的 引 理 1， 2，3，4 都 纸 合 起 来 ,就 证 得 了 下 面 的 

定理 3 当 ? 为 素数 时 ，p' 防 -合共 衣 十 所 种 可: 
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(一 ) 认 交 群 的 情况 (有 巨 种 》 

Ci) 循环 群 Zp'; 

Gi) 初等 交换 陪 

(ii3) [3， 1] 型 交换 群 ; 

(Civ) [2， 2] 型 交换 群 ; 

() [2,1, 1] 型 交换 群 ; 

(二 ) 非 这 换 群 的 情况 (有 有 十 种 ); 

(Cv) GG= {a bl, ar 1 一 2 biab wm a'tt’, 

(vi) G = {a db} ar = 1 = 67 biab se ga't?, 

(viii) G= {a, 8, c},ar m1l=b?=e?, [oa 6] = [a, ec]=1, 
[b,c] = a?; 

(ix) Ga= {a,b, cl a l= bm ct, [a,b]l=1, [4, 
ec] = af, [b,c]= 1; 

{x) Go= 1{a,, ca bc?rel,[a,b]=[b,c]= 
= 1,fa,¢] = 2b: 

(xi) G={a,b, ca = br? 1, cam 1, lab = a't?, 
Cac ow gb, cibe = b; 

(xi) Ge= {a by ch, a = br? = c= ar, blabh om alth, 
Cac mr gb, cibe bs 


(xili) G 一 {a, ER c}， at: mm b? =1, CP mw a , blab = gl+?, 
car gbs cibc eb, 人 但 (2) ——l; 


(xiy) G = {a, 6, cd}, a?f a bh? — cf on dP=] [a, 5b]= 
[a,c]= [a,d]= [b,c] = [6,4], [es Ad] = a; 
在 户 盖 3 时，G 一 {a 6b, cy dz，da 一 加 一 cp 一 0 一 ] 一 
[za, 8] 一 [ec] 一 [cd 一 [125,c]， 
《xv): dibd = ab, dlcd = be, 
在 P=3H, G= {a, b,c}, a’=b=c=1=[a,b], 
Ciac = gh, che ee ab, 


附注 ”这 里 应 注意 的 是 ,定理 ?2 中 每 款 里 面 群 G 之 生成 元 的 个 
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数 不 一 定 足 最 少 的 ， 例 如 以 (xiv) 款 宣 、 由 [6, G]EG(G) 及 [e， 

#] 二 4 则 得 a€ 8(G), 故 又 可 写 为 6 二 {5,c， 4} 而 具 定义 关系 

Broceor—d=[c,dP=1=[5,c]1=[,4] 及 [ec, a] €2(0), 

这 也 说 明了 定理 2 中 各 款 的 生成 元 素 不 是 唯一 的 。 

再 讨论 oCG) 一 站 的 2 和 群 G. 

当 G 为 交换 时 、 有 五 种 类 型 ， 分 别 为 定理 2 中 的 (i), (ii)， 
[iiD， (iv),《v), 不 重复 写 了 . 

于 是 下 面 只 讨论 G 为 非 交 换 的 情况 ， 

首先 ， 设 G 有 阶 为 2 一 8 的 元 ， 在 引 理 1 内 已 解决 了 这 时 G 
有 四 个 类 型 , 即 

(vi GG = {a5}, ef 一! 二 ,bi2b5 二 am!1( 二 面体 群 站; 

(vi) GG={a,bl, a = 1 = bi, bab = al; 

(vii) Ge= {a,b}, a = 1 Oo ,blab ~ a’; 

(ix) GG= {a 5}, em 1, bab am 广义 四 元 

数 群 8;)， 

故 今后 只 考虑 G 没 有 阶 2 的 元 ， 由 6G 之 非 交 换 性 又 知 G 中 
元 之 阶 不 能 全 为 2, 故 这 时 G 必 有 阶 2 的 元 , 今 令 asE G, ole) 一 
2 

先 考 虐 1a} 4G。 这 时 ,，G/{a} 或 为 + 阶 循环 , 或 为 4 阶 初等 
交换 ， 
若 G/{a} 为 4 阶 手 环 , 则 据 填 尔 特定 理 ，G 一 {a, 8}, a1 二 1， 
叶 一 0615 一 2 因为 5 非 交 换 ); 又 因 G 无 阶 8 之 元 , 故 2 一 1， 
即 这 时 G 之 构造 确定 ,而 仅 一 个 型 ,为 

(x) Go= {es by at mm ] = 6, blab a. 

若 G/{a} 为 4 阶 初等 交换 ， 则 由 上 册 第 四 章 $5 定理 4, 知 
CC 一 Ta ps hh}, 式 中 a 富 1, pe, hm a, pihlgh = a!, 
giag = a9， hah 一 ar Co,vE€EA({a})). 但 因 oCo") 一 4, 小 
a 一 gang "gt!; 间 理 , a 一 teh 一 att. 

车 gigg 到 4 与 有 1 到 2 则 (piofgp 到 a， 政 
令 遇 一 8 又 有 G 一 {ey gp 时 一 1 gi art, hi a", 


» 才 83 。 


gr highm a gilag1 一 4， 1 一 em 这 说 明了 : 只 有 二 款 
可 能 是 本 质 上 的 差异 ,一 为 8 iag 二 4 与 hr'ah 二 4a!, 一 为 giag 一 
a = htah. 

又 据 题 设 应 有 pg 一 1 一 h， 故 w 计 0 宇 v (mod2)。 如 车 
geg 一 4s 再 令 外 一 038， 有 G 一 [eg 4},g ag 一 4 及 有 一 
1. 同 理 , 如 若 h-!nh 一 a, 也 可 适当 选 大 使 妇 一 1， 故 G 之 构造 不 
外 次 之 三 个 型 : 

《 轩 )》 GCG {er gy hl am gl hl], gag a, hah 一 

a, gh-igh 一 a'; 
(TC) G= {4,9 hy 0 一 于 一 由 一 1， 898 = a, hah = 
AT!ls gigh 号 0 
( 丙 ) G = {a, 8, 6}, at = g2—1, P=a, g lag—=a, lah = 
CT 一] 太一 在 g's 
需要 决定 的 是 i. 

但 从 ga = ag 与 和 lgh 一 gq! 又 得 1 一 g?1 一 1g% 一 Cg) 一 
pia 2 二 0(mod2)， 故 或 一 0 或 ! 一 2 但 G 之 非 交 换 
性 说 明 在 《 甲 ) 款 时 必 有 7 一 2。 如 ( 乙 ) 款 中 i 一 2, 令 ai 必 dg 
后 有 G 一 {ai gs A}s O(a) 4, giag = a Flah = a 
gigh 一 a 一 47), 变 成 了 ( 甲 ) 款 。 在 《 丙 ) 款 中 若 1 = 2, 则 令 
Al = gh 后 有 一 {a, 上 > hi}, 有 8 二 
a?, 而 归结 为 ( 乙 ? 款 中 研一 2 的 情况 ,因而 叉 与 (四 ) 款 间 构 造 。 总 
之 ,G 之 构造 至 多 有 三 ， 凤 (下 ) 中 7 一 2 与 (CO) 由 ?一 0 及 (两 ) 中 
7 一 0， 具体 地 说 :为 ， 

(xi BC 一 [apcy 0 一 六 一 c 一 工 0165 一 ga ctzc 一 

ds 一 Tc 一 cc 到 gs 

(xi) Go {a bye}, a bo cl], 50 一 ac 末 ac 一 

dr Oiebe m1; 

(xiiiy Go= {a, b,c}, a=6=]1, ci?=02, blab—=a, ec~lge—= 

4! ble~lbe = 1, 


剩 下 需 解 决 的 是 (xi), 《xi), (xii) 两 两 互 不 同 构 。 事实 上 ， 
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不 论 为 何 球 , G 之 元 恒 可 写 为 exprc= 形 . 但 在 (xii) 型 由， 2 
两 两 可 交换 ， 故 《ce2aprcs): 一 1,， 因而 欲 oCa*6?c5) 一 4, 则 (x,2) 一 
1, 于 是 c-IKaerpycs)c 一 exBycs 二 dz8ycs， 闻 《xii) 型 中 凡 阶 4 汐 
元 E2(G)。 同样 , (xiii) 型 中 元 a*Bre? 之 阶 欲 为 1， 则 或 (x, 2) 一 
1 或 (z,， 2) 二 1, 至少 有 一 :如 > 为 奇 , 则 
carbye ye = a bre ae atbre*; 

如 zz 为 奇 ; 则 oarbre*)a 一 arbYe 千 qrBre”; 总 之 说 明了 (xi 
型 阶 4 的 元 也 EZ(G).。 然而 (xi) 型 兢 有 阶 4 的 元 如 a € Z(G6). 
这 就 证 明了 (xi) 与 (xii), 《xiii) 都 不 同 构 。 又 《xii) 型 群 为 Bs 二 
{a,c} 与 18} 的 直 积 fe,c} Xx {8}, 故 其 中 阶 2 之 元 的 个 数 有 三 ， 
为 和 与 5 及 a0. 但 (xii) 型 群 一 Ds Xx {4}, Ds = La, cy 其 中 
阶 2 之 元 的 个 数 有 十 一 而 为 mi cacy，ex ,aces b, a'b, acb, cb， 
axcb ae。 由 是 可 知 《xii) 与 (xiii) 这 两 个 型 也 互 不 同 构 ， 故 知 
《xi)，(xii)，(xiii) 确 为 两 两 互 异 的 ,证 毕 , 

再 洛 虚 {a} 机 G 且 G 无 循环 正规 4 阶 子 群 ， 由 6G 之 军 私 性 
知 有 适合 {a} 忆 HH 及 {a}< 玉 <6G 的 G 之 子 群 日 , 故 ol 四) 一 3 一 8%， 
玉 4G; 然 而 由 G 这 时 之 假设 , 知 瑟 不 为 循环 的 , 因 之 据 上 册 第 五 章 
$ 3 定理 10， 知 瑟 一 {2, b} 仅 为 下 列 三 个 型 : 

(一 ) 号 一 {ay 四 0 一 1 一 人 02 一 上 交换 群 疙 

(二 ) 妃 一 fa po 一 1， 有 一 60 一 2 人 (四 元 数 群 

Q8); 

(三 ) = {a 2b} ot 一 1 一 ,bab 一 a71( 二 面体 群 De)， 

因 G/B 为 二 阶 循环 ,大 G = {H, rc} = {a, &, c}s 其 中 除 Hy 
b 间 之 关系 为 了 H 所 揭示 的 以 外 还 有 待定 的 关系 ; 
657 mm yg €E Hy Ww = cuc = #, a —ec acs b'—ec be, 但 o € ACH). 

由 {a} 6 得 知 cac 一 0 一 42 故 在 (三 ) 款 时 应 有 (a) 一 
(ec-lac 一 (ab 二 1, ola") 一 2, ol4) = 2, 显 非 所 证。 这 就 说 
朋 ( 三 ) 款 不 可 能 发 生 . 故 只 有 (一 ) 或 (二 ) 之 可 能 . 

先 讨 论 (一 ) 款 . 由 ofcriec) 一 4 可 知 1 兰 (85 关 一 4 故 # 
为 页， 于 是 c-lac 一 ab 或 一 aB。 然 而 在 criec 一 a3 时 取 玉 一 
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4 声 ; 有 五 一 {ey 广 }， a= l= 0b, blob = 4 mG={a b,c} 
中 ciec == 5 了 8 一 ab 这 说 明了 可 在 塘 内 选取 笑 当 的 5 使 c~ieec 一 
ab。 这 样 作 了 之 后 再 令 六 一 cbc 玫 qb! (1? 一 0 或 1) 时 ， 就 有 
a = ulan me cia eo cab)c ab bi gtiblil 下 
0(mod 4) 及 i 二 1, 即 cbe 王 已 

剩 下 需 决 定 :一 * 的 wx 设 c 王 ai (r+ 一 0 或 1). 车 c= 
at， 则 令 ci 一 ac 时 有 G 一 Ta 8 ci crlgcl = ab, crtBc 一 了 
以 及 一 gccTiae) 一 gtib .qb 一 at+3， 这 就 是 说 可 在 G 内 选 
取 适 当 的 < 使 一 a*, 由 是 ,1 一 c1 一 4a 站 ,为 偶 , 得 设 和 一 2x 
车 (x 2) 一 1, 则 < 一 一 azz 一 q?, 因而 (sac) 二 acac 二 accab 一 
Ap bb, (ac) — acb = i 说 有 明了 ofkegc) 一 4， 且 同时 又 有 
oi. (ac) b= ac, cr (ac) ec 一 ce 一 (ec)-! 与 or1。 
《ec) ra mca=c eigente(ac)!, WM{sc}A4G,G 有 
了 一 个 4 阶 的 循环 正规 子 群 ,而 和 假设 冲突 了 ,不 可 。 故 必 有 x 寺 
0Cmod 2), 因 之 万 邓 0 (mod 4), 妈 c? 一 1。 这 说 明了 这 时 CG 之 型 
确定 ,而 为 

(xiy) G = {a, by cy At bi eT em ], blab oe 4, clac — 

gb, bic-lbe = 1., 

再 讨论 (二 ) 款 ， 这 时 从 clac 一 ob 得 cgic 一 (gb 一 ag?， 
又 引 a5 = 4a 一 7, 说 明了 ww?€ Z(G)， 注 意 对 G 之 任 一 个 4 阶 
的 元 4 由 于 {a} 忆 G, 都 可 像 上 面 这 样 来 讨论 ， 这 就 说 明了 G 中 及 
阶 4 之 元 的 平方 必 为 G 的 一 中 心 元 。 由 是 或 Z(G) 一 {a?), 或 
2(G) > {a’}, 

我 们 现在 敢 跌 言 Z1G} > {se?}。 因 由 题 设 G 中 每 元 C1) 的 
阶 或 为 2 或 为 4, 且 当 ol(x)=2 时 有 ?一 1, 而 在 oC(x) 一 4 时 有 
*€ 2(G), 改 对 任 x*EG 恒 有 x?E Z(G)， 于 是 若 Z(G) 一 {e?]， 
则 : 

(I)》 当 0? 二 1 时 ,有 {a 二 2(G)3 (ac)?=acI( elgc)= a'tls, 
当然 也 有 ae {4}, bE fl, 非 所 许 ; 

(1D 当 必 = 1 时, 应 有 cE Z(G) 一 {o， 故 从 cs 兰 寺 就 必 
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有 c= a?， 因 而 (ac =ac?(elarc)=0'b € 2(0) = {a}lCt{a), 
ce {fa}, 也 非 所 许 ， 

总 之 ;说 明了 不 可 能 有 Z(G) = {a?}.。 故 必 有 {ae} < Z(G6). 

于 是 , 必 有 2 Z(G) 使 stla?}， 所 以 再 据 G 没 有 4 阶 循 环 正 
规 了 群 的 假设 就 知道 oz) 二 2; 又 {a} df{a,#}， 而 4a, zj 显 为 
2 一 8 阶 的 交换 群 ,其 定义 关系 是 一 1 = 有 及 zaz wa。 政 取 
fas xs} 来 埋 代 上 面 的 五 而 讨论 G 时 ,问题 又 回 到 了 (一 ) 款 , 即 G 之 
构造 仍 为 《xiv). 

总 括 起 来 ， 就 证 得 了 下 面 的 

定理 3 2 阶 群 G 共有 十 四 种 类 型: 


(一 ) 交换 群 的 情况 (有 五 种 》 

(i) 循环 类 ZL23 

Ci) 初等 交 执 作 ， 

《ii) [3, 1] 型 交换 群 

(iy} [2， 2] 型 交 的 群 ; 

CD [2,1,1] 型 交换 群 ; 

C3 中字 要 折 情 闪 ( 太 和 ) 

(vi) 一 {ay 5 0 一 1 一 六 5-15 一 a 开 (二 面体 群 D2); 

《vii) sy 六 a 1 bi, blab = 3s 0 

(vii) G = {a, Bb}, as | = bil, blab = ga’; 

(x) GG= {eb}, et =m 1, b= a1, bab 一 an( 广 义 四 元 
数 群 O02); 

(x)} G= {a b}, a rm 1 = 1, blab = 4-!; 

x) G={asb cc} dm mcm 1, blab ee gc ac= 
2 [b,c] = a’; 

(Gi) OG= {ab, cl, a= b= cli=1,b -lab = a, clac—= 
el [b,c]= 1; 

{xii) Ge {a, 6 cs, d= bm1, cm=al, bigb og, 
clac =— a™l, [b,c]= 1: 


(xiy) G = {as bs cy etl= b=r:=1, blab—=a, clac=ab, 
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ee rte re ee ee ps re . 一 一 一 一 一 一 一 一 … 


[2 c] 一 工 . 

从 上 面 定理 1 到 定理 3 的 证 朋 过 程 来 看 ;可知 p* 阶 p- 群 的 构 
造 当 w 从 1 变色 4 时 其 类 型 不 仅 是 随 # 的 增 大 而 增多 ， 而 且 决 定 
各 个 类 型 之 证 明 的 分 析 方 法 也 随 # 之 增 大 而 更 琐 细 麻烦 。 由 此 可 
见 当 ”一 5，6,.… 有 时 , 其 类 型 必 更 多 , 而 欲 写 出 各 个 类 型 的 构造 
也 就 更 困难 了 . 在 文献 [23] 中 解决 了 2 一 64 阶 群 共 有 267 个 ， 
改正 了 过 去 说 2 阶 群 有 294 个 的 廖 误 ; 至 于 2 一 32 阶 群 则 有 51 
个 .于 是 自然 会 想到 加 阶 群 类 型 的 多 窒 必 是 自然 数 4 与 素数 ? 的 

一 个 数论 函数 ， 但 究 克 这 个 数论 函数 关系 怎样 ? 不 能 不 引起 人 们 
的 注意 。 

问题 1 试 证 pg- 群 G 决 不 可 能 由 G 丰 二 个 共 斩 元 生成 之 . 

问题 2” 利用 前 章 $5 定理 3, 证 明 : 若 群 G 中 每 元 (<1) 的 
阶 为 3, 则 G 中 任 二 个 共 施 元 可 交 斤 , 


$2. 正 则 p- 群 


正则 jpp 群 的 概念 是 由 了 . 起 尔 在 他 的 两 篇 论文 (文献 124]， 
[25]) 中 首先 提出 米 的 。 这 类 p- 群 能 3 引起 重视 的 原因 不 仅 是 它 与 
交换 p- 群 有 许多 类 似 的 性 质 ,更 重要 的 是 p- 群 中 有 很 大 一 部 分 是 
属于 这 个 范畴 的 . 故 不 得 不 特地 来 论述 之 。 

先 叙 述 预备 知识 . 

定义 开设 G 为 群 ， 若 *ERKiI(C) 而 xEKin(G)(KAG) 之 
意义 见 上 册 第 二 章 $ 4)， 则 叫 元 素 = 的 权 为 六 记 为 w(x) = fj 

由 权 2 的 定义 ,可 证 下 面 的 

引 理 1 设 a,6b€G, 则 wl[a, 6]) > wla) + wb), 

事实 上 : 知 wd) 二 mw(5) 二 #2, 则 aE Kn(G), bE KG), 
故 [e ,2]e[ 关 (人 C) KG)]SKnta( GC), 证 完 。 


1 若 G 为 寡 零 , 见 届 定义 知 G 的 每 元 之 权 是 有 限 的 。 当 已 非 紧 轩 时 ; 因 六 ,CG) 一 
Katt(G) 可 无 限 延 伟 ， 故 在 xe 门 Ki(G) 时 就 定义 w(x) = cc。 
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为 今后 叙述 的 简洁 , 特 引 进 下 列 的 
定义 2 设 G 一 [ay za "**, an} 为 息 由 群 (即将 21》 Hd2> "5 
da。 及 其 道 元 oil ez 在 G 内 运算 时 都 看 做 为 独立 的 变 


县 )。 把” 个 元 o4。as,*…，a。 分 成 着 干 个 互 不 相交 的 非 空子 集 
上 |, 团 ,,… |。( 因 而 1 所 m 所), 得 到 m 个 自然 数 1, 2， 
i …, m); 再 把 听 之 一 切 非 空子 集 


了 入 的 六 这 不 和 时 ml < i| 就 叫 思 4 于 s ts 
后 于 5), 记 为 听 < 全; 若 | 名 | 一 |, 如 中 一 《1 3, 6)， 移 == 
《1,4、 5》, 则 沁 为 各 妇 信 , 记 号 和 & 皂 则 表示 轴 妇 入 或 各 一 从 。 匣 
J 为 《ars qz" … 49) 之 二 集 ， 守信 G1 = {af = zar lar € J, 

再 当 0 I 0 竹 质 的 元 x 
之 集合 : 

G) w(x) 之 I[%], 因而 x € Kiw(G); 

《ii) x€ Gn, 对 一 切 iE 扫 , 见 *€ 站 Gm,; 

jt 


(ii) xe {arlane Ub. 
引 理 2 定义 2 中 G 之 ”个 生 或 元 之 职 mean 了 yw， 


se 让 
式 中 que Gn, 但 JJ 中 训 关 钢 之 了 集 包 是 依 定义 2 中 所 谓 酬 典 
Rm 
下 的 先后 次 序 排列 的 《 答 号 ]] 之 意义 今后 部 是 这 样 理 名 的 )， 
证 明 ”对 任何 信 ( 侍 锦 ), 我 们 将 证 明 
《*) A " ,— (Ils:)- St 


式 中 的 所 有 4x 都 是 依 辞 典 式 先 后 次 序 写 的 ,但 每 € Ge 而 有 入 < 
&。 


@ 二 8 * 


事实 上 , 若 信 一 《1》, 即 为 如 之 最 先 一 个 子 集 ， 则 这 时 公式 
《x*) 中 JT 内 的 名 根本 就 没有 , 即 J ys 一 1， 而 每 me 基站 |， 


CQ 与 i 有关) 又 《1) 疙 《1) 且 有 ai& 人 克 这 时 令 坟 一 a 及 有 一 
R 得 公式 (人 * ) 之 正确 性 . 

再 归纳 地 假定 公式 ( 半 ) 对 开 言 已 成 立 ， 而 令 所 为 至 之 紧 跟 

后 继 者 ,因而 当然 有 < 气 ， 因 假定 了 公式 (# ) 对 区 言 成 立 ， 故 

著 ( 业 ) 中 EC。 的 都 有 鸭 全 的 关系 , 则 当然 及 议 多 8, 即 


ze Ge 之 8 具 姓 质 乞 8; 又 (*) 中 [9x 一 I] 4s 显然 于 是 


这 时 公式 4# ) 当 然 又 可 写成 
9123 二 人 ( I ge) Tt i 


而 有 6 @。 中 的 之,， 这 无 异乎 说 明 公 式 (* ) 对 于 言 成 立 ， 

改 需 考 虑 的 是 公式 (# ) 中 有 一 re B64， 且 在 : 之 紧 左 前 的 一 
个 总 E 划 = 而 及 污 入 。 这 时 由 于 于 [1] 
据 引 理 1 得 知 : 

(DD) wa tt) w+ 2 {TI+ 1 > |T UT!; 

(i [4 tJ]E1Gm GjSGm; 对 一 切 的 i€ 时， 以 及 [mw 
es]E{G, GyiJCGyn 对 一 切 的 te 入 故 知 [+]1€ Gm 对 一 切 
的 产科 Si 

(ii) 从 re gs 得 ze {al are U [lh 又 从 me Sx 得 


1€ | at] axE U [六 让 , 故 结 果 可 知 [54] € {a jer€ 人 区 


这 也 是 说 明了 [#3321€ 全 wux; 但 革 UX2T > 

上 面 的 论断 证 明了 这 样 一 个 事实 ， 了 如 凡 在 公式 《六 ) 中 出 现 
1€ B84 时 ,我 们 总 可 以 把 这 些 : 与 它 前 面 属 于 8w( 人 办 全 ) 的 那些 
z 逐个 地 调换 左 \ 右 位 置 顺序 ,使 得 属于 人 @s 的 邯 些 * 都 集中 在 最 
前 面 ,因而 使 后 面 的 那些 * 所 属 之 多 ce 中 的 人 都 泡 守 ， 于 是 将 属 
于 gx 中 的 上 绕 统 合并 到 符号 开 里 面 去 : 则 公式 ( 半 ) 得 改写 为 
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形 使 得 每 we Be 而 有 之 入 ， 这 就 证 明了 公式 (* ) 确 成 立 . 
距 如 此 , 特 到 扩 一 驱 自 身 时 , 则 公式 (六 ) 就 变 为 ae aa 一 
(qn) .re @w, 政 可 改写 :为 + 一 qm， 因而 


a1 


HIN2*° "Ry [I dx。 


CT 

引 理 2 证 完 ， 

现在 可 证 明 下 面 一 个 重要 公式 , 即 

引 理 3 设 H 一 {x,y)}, 则 有 ck Ki(H) (i = 2,3,-…) 使 
得 对 任何 的 写 然 数 m, 恒 有 

XT YT (xy)re Tl). * nt 
附注 当 K,(#) = 1, 因而 在 K(H)SZ(H) 时 ,就 有 x"y" 王 

(xy) cf) ,但 据 上 册 第 二 章 $ 4 定理 4 之 推论 中 的 让 ) 又 有 K:( 甩 ) 一 

{[x, y]}， 直 是 得 知 上 册 第 一 章 $ I0 定理 4 之 b) 可 视 为 这 引 理 3 

的 一 个 推论 ， 

证 明 (ay 先 作 群 GCG {a1, “yy dma Gmt129 “**3 Qum} 《自由 
群 )， 并 将 2m 个 生成 元 分 成 m 个 两 两 互 不 相交 的 子 集 ,如 |71, = 


C1» Amt1y 3 四 一 《ea，en3a》， < 《Cams am， 面 有 和 个 


自然 数 之 集合 哎 《1， 2，"， m》, 对 观 之 每 个 非 空 子 集 喘 , 令 


(II 中 各 因子 之 顺序 是 依 脚 标 从 小 到 大 ). 
[3 


令 Ln 表示 群 G 在 字 群 Cr = {ai, aitm |i€ R} 上 的 一 个 同 态 
映射 ,使 得 : 

D) i€ RNH, err ai ha, = qirm; 

i) 当 7ER 时 ，ajyr = 1 一 oj。 

我 们 可 证 下 列 二 论断 : 
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(1) 对 于 完 C% 及 gs € Gs， 常 有 98a 一 gg. 

(2) 对 于 SS 向, 党 有 gis 一 1. 

事实 上 ,由 54 之 定义 则 知 gxe {eis ajtrmli€ 祥 }, 故 在 信守 人 R 
时 由 pr 之 性 质 i) 显 有 4s” 一 gx, 即 (1) 成 立 。 当 信息 NW 时 , 必 
有 自然 数 藉 委 mm)6 信 且 有 jE, 于 是 qs€ Gj 一 {af ,afim1g € G}， 
因 之 由 于 jE% 即 得 9 条 一 1( 据 pn 之 性 质 记 ), 故 (2) 也 获 证 ， 

再 令 b= 04021932m 旭 由 引 理 2 及 上 述 性 质 i) 与 i) 可 
知 

他 上 名 让 2 全 <。 202 mm II Aa; JI Nim = Prs 


(TT a0)” 一 Ts 各 一 了 gs (利用 了 (0 与 C27) 


《by 再 令 8 为 G 一 to anyant… am 在 下 一 [xz， 
?二 的 同 态 映 寻 , 使 得 
全 
于 是 对 咬 中 具 性 质 | 人 | 一 > 的 一 切 这 样子 集 员 来 谈 , 由 上 面 (a) 
段 的 结果 Px 一 Tl a;: lem — [9 就 知道 


所 其 


Pin xm 


(3) Ps— xy = [at. 


今 证 明 : 当 [9 王 |%| = + 时 ,但 有 4% 一 4%。 
事实 上 , 当 + = 1 时 ,R= 《1) (i 一 1,2， …, mm), 于 是 , 由 
(3) 式 得 知 Pi = xy 二 【] 9 一 95， 因而 说 明了 9i 一 xy 与 


究 二 (7} 


无 关 ， 即 说 明了 在 > 一 上 时 我 们 的 论断 是 成 立 的 ， 再 关于 > 用 
妇 纳 靶 , 即 假定 上 面 的 论断 对 于 凡 <> 的 有 关 锡 言 是 成 立 的 ,于 是 
从 | 史 | 一 |R;| 一 ”因为 已 经 有 (利用 (37 式 ): 


(II 9) 亿 = T = ,= xy = Ps, 


KCAL ER 
~ I st— (Io) et, 
乞 三 六 CW, 


故 握 归 纳 法 的 假设 已 知 对 于 凡 ] 信 | 之 + 的 熏 仅 与 [8 一 :中 的 
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* 有 关 而 与 这 样 的 全 究竟 包含 怎样 :个 自然 数 是 无 关 的 ， 于 是 由 
于 R, 及 9 中 浓度 为 二 +) 的 子 集 之 个 数 都 等 于 从 ?个 中 取 ; 
个 的 组 合 的 总 数 , 因而 不 得 不 由 等 , 就 知道 上 式 左 , 右 两 端 里 确 有 
下 qi = TT qt， 因 之 其 结果 必然 产生 g5, 一 4%,。 证 明了 我 们 


的 论断 . 
既然 是 这 祥 ， 就 对 凡 j 仿 ] 二 i 的 筑 中 这 样 一 些 子 集 皂 言 能 令 


ci 一 Fh。 因为 对 || 一 + 言 , | 从 有 ( ; ) 个 具 性 质 |&| 一 ; 
的 子 集 到 故 由 (3) 式 得 
G) y= 了 Tc. 


然而 c, 一 xy《 上 而 已 证 过 ), 又 当 | 信 ] 一 ! 时 有 4 GeSEKI(C)， 
因 之 ci 一 9z《 Ki(G') 一 Kx(H), 玖 代 人 (4) 中 就 得 到 
ar Cey) cli) sD, eb ei), cre KHY, 

引 理 3 完全 获 证 ， 

现在 可 论述 正则 z- 群 了 . 

定义 3 设 G 为 p 群 . 却 果 对 G 之 任 二 元 sy 5 恒 可 投 得 ， 
个 元 Ci tf23 "3 cr 使 每 ciE {qs b}' = [ta, 6}, {a, 2}] 县 有 
(ob)? 一 afbref ect (自然 区 7 当然 史 5 而 定 ) 之 关系 ， 于 
WG 为 后 则 和 

由 这 定义 马上 得 知 


和 


事实 上 ， 当 p- 群 G 为 交换 时， 因 G 之 任 二 元 a，, 8 有 (nb)? = 
ap 收取 每 c 一 1 即 知 G 正 则 ， 又 当 G 为 正则 时 ,车 HCG， 则 
对 钙 a，65E 玉 而 视 a，65& G 及 G 之 正则 性 得 (a6)?=arbre? et:…- 
cy， 每 cig {fas 2} 这 当然 也 是 说 互 为 正则 的 ; 若 4 4G, 则 对 商 
群 6G 二 G/4 中 任 二 元 # 一 *4，7 了 二 yA4 ,由 于 G 之 正则 性 有 (xy)? 一 
xryref cs "ct, cE {x y} = K(x yi 政 得 : 
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(XY)? = (xyA) = (ry) A = (rryref -ce? )A 
= (CrA yA CAN fc 一 TY 

式 中 总 一 ci4eifxzyjdfz yy4] 一 [txdy4y {xAd, yA4}]= 
亚 [{z: 7y}，{z 7 这 就 证 明了 G = G/4 的 正则 性， 证 完 . 

除 交换 p 群 以 外 ,究竟 还 有 哪些 z- 群 是 正则 的 呢 ? 定理 2 回 
答 了 这 个 问题 . 

定理 2 设 G 为 -- t- 群 , 则 有 : 

(《i) 当 G 之 (等 零 ) 类 小 于 ?时 ， 5 是 于 多 

{iy 当 ofG) 委 名 时 , G 是 正则 包 

《证 》 当 G’= KA(G) 循环 旧 5 时 ， G 是正 则 的 ， 

(iv) 当 G 中 每 元 〈( 闪 1) 的 阶 一 时 ,G 景 下 区 的 ， 

证 明 今后 恒 用 <(G) 表示 客 零 群 G 的 类 . 

(i) 设 c(G) 二 pp. 据 引 理 3 得 

xy? = ye s)he bette,, 
式 中 ci K({x; y})E{x, y}. 因 c(G)<p， 故 cp Ko(G) = 1; 
且 上 式 中 凡 为 二 项 系数 之 指数 (了 ) 在 2 < i < p 一 1 时 者 能 被 ? 
整除 ,因而 上 式 得 改写 为 
8 (xy)raras "dts 每 dj & {x,y}s 

即 证 明了 G 正 则 , 故 (i) 获 证 . 

Gi》 所 上册 第 二 章 $5 定理 工 的 推论 得 知 : 当 o(G) 志 pr 
时 , p 群 CG 的 类 c6) 志 p 一 1。 于 是 由 人 知 6 正则 . 

(i 六) 取 G 之 任 二 元 +,y, 令 昌 ={x,y}. 于 是 由 已 二 G 及 G- 
之 循环 性 知 昌 一 K,(H) = {4) 为 循环 的 。 车 恕 '=={8} > 1, 则 从 
召 的 蚕 擒 性 就 不 得 不 有 K;(H)<KA(H)==H', 因而 KHDCS{h?}; 
故 考虑 商 群 形 一 刀 /K:( 五 ) 时 ,由 于 K,(H) 一 RCHDAK;B) 一 1 
及 KX 日) = KXKH)/KsH) > 1 得 知 吾 一 H/Ks(H) 为 2 类 宕 堆 
群 ， 因 而 K( 吾 ) 守 Z(H), 于 是 据 上 册 第 一 章 $ 10 定理 4 就 知道 : 
对 于 日 宇 4x，y} 来 谈 , 应 有 
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CxKAHY - yKAED) 一 xpypRK(E)  [yKAHD ,xR HD 2)， 
即 (xy)? 一 zy?[y x](92， ze KH)S14?}。 但 因 户 > 2， 改 


?| 区 小于 是 
pr-i\? 
人 zy (Ly, x] 二 ) CRY yt 


我 中 必 一 【y， i cr hi 显然 都 在 KH) 人 {zy 内 .所 
以 所 定义 3 即 知 G 正则. 《和 让) 证 完 . 

(iv) 这 时 ， 由 于 对 任 *，y€ C 都 有 Cxy)? 一 2 一 y? 一 1， 
故常 有 (xy)? 一 x?y*, 即 得 G 之 正则 性 ， 证 完 . 

由 定理 2 确 知 即 令 在 非 交 换 的 p- 群 中 , 也 有 很 大 的 一 部 分 是 
正则 的 ， 

现在 提出 这 样 两 个 问题 : 《一 ) p- 群 G 为 交换 时 ， 固 为 正则 
的 ;但 其 送 ( 即 正则 p 群 为 交换 ) 显 然 不 为 真 ; 可 是 若 p 一 2, 又 怎 
样 呢 2 我 们 说 正则 2- 群 确 是 交换 的 . 《二 ) 定 理 2 说 奇 阶 疡 群 G 
当 换 位 子 群 G' 为 循环 时 必 是 正则 的 , 而 其 逆 ( 即 奇 阶 p- 群 G 为 正 
则 时 其 换 位 子 群 G' 为 循环 的 ) 也 显然 不 趴 ， 例 如 $1 定 理 2 中 
《xi)，(Cxii)，(xii) 型 的 产 群 ( 令 p 之 3) 就 是 这 样 的 ， 因 为 它们 的 
换 位 子 群 为 如 阶 的 初等 交换 群 ; 可 是 若 p 二 3 并 对 G 附加 一 个 条 
件 限 制 如 有 两 个 生成 元 , 结论 确 为 真 ， 即 正则 3- 群 G 其 有 两 个 生 
成 元 时 ,， G' 必 是 循环 的 . 

把 上 面 要 解答 的 两 个 问题 写成 下 面 的 
由 子 天 所 生成 , 则 C' 一 [C，G] 必 是 循环 的 . 

证 明 《〈i 设 G 为 正则 2- 群 。 取 G 之 任 二 元 xz, y， 令 万 一 
{z，y}. 利 用 上 册 第 一 章 $ 10 的 公式 (3) 可 知 (ry》 二 x[y《xy)] 一 
x[ Cxy)y] - [yxy] 一 zx2?i[ys xj[ys x，y]。 由 G 之 正则 性 又 有 
(xy ry cE (CH) = @(H') 一 一 上 册 第 五 章 $1 定理 10 的 
推论 1。 故 得 [y,x]= cfy, zy， y] 6E BCH)KK(H). 但 已 一 fx， 
y}, 而 据 上 期 第 二 章 $4 定理 4 的 推论 可 知 H 一 ksH) 一 {[x,y]， 
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K:(H)}EBCH') KK 五)。 然 而 KKEDISEKBD) 一 已 及 GD)SE 
五 自明， 故 Ri 已) BCH')CH'。， 于 是 不 得 不 有 H'’ 一 $CH')- 
KK(H)， 因 而 玫 一 KR) 好 KKH) 一 天 (五 )， 所 以 由 五 的 鹤 零 
性 就 只 能 是 KAH) 一 1, 即 H' 二 1, xy 一 yx. 证 明了 GG 是 交换 
的 . 

GD 设 G 一 {4,5} 为 正则 3 -和 群 ,我 们 的 县 的 是 要 证 明 C 一 
[G, 6G] 为 循环 的 。 

为 此 ;, 先 要 证 下 面 的 

引 理 4 设 G 为 一 个 3-~ 群 具有 下 列 三 性 质 : 


0) G Es 华 康之 ， a G = i 
(i) GG’ = [6G, G] J te a 
那 末 G 之 ( 圭 零 ) 类 至 多 等 于 2. 《文献 [26]) 
证 明 作 G 的 商 群 太 二 G/KG)， 巾 于 (BH) 一 工 得 知 妃 
的 赛 零 类 至 多 为 3， 玉 也 满足 条 件 《〈iD, 《iD 《证 )， 因 而 利用 
天 长 五 ) 王 1， 假设 Gi), xy 二 yx[x, y]; [fxs ys]=[x, zl][xyy][x， 
ys z] 以 及 [rys zs] 一 [x 3][x, zx， yj][y， zs]， 可 知 当 x，yE 且 时 
从 条 件 (ii) 就 有 
ry x) x yr Cyr)y = xiy[y, x]xylys x]y 
= xiyCx[ys ry x x1)yLy, xr]y 
一 xy[ys xJ[y, x x]y[ ys x]y 
= zy[y, zyly, x, x][y, x]y 
一 xy{y, zl[y, x yl[y; xz, xl[y,s x]y 
— xy ys xy x yy, x x][y, x]y 
一 xryly, xJy, zs yl [ys x, x]y[ys x][y, x, y} 
一 yy xJyLy, x yl Ty, x, xl[iy,s zys x, y] 
一 xy Ty, x Ey, x], y]Ly, xy y]2[y, x, x J[y,x][y, x, y] 
=— ry [ys Ply, x yy, xs x ys zly, zs y] 
= x [ys xr]ly, xs yy, x xI[y, x*][y, xy] 
= wyly, x][y, xy yj][ly, x x][y, xy y] 
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一 xy，xsy][ys xz]， 故 不 得 不 有 
[y, x y]}°* [y, x, x}—= 1 
《注意 上 面 的 运算 过 程 利用 了 [TK,(H), K,(H)]CKmA)), 

但 上 式 以 严 代 7 后 ; 仍 成 立 ; 即 应 有 [yx yy?, x ,x*]=:1. 
再 经 过 如 上 述 类 做 的 运算 得 知 
[yy xy y= {Ly xr] y= [Ly?,x],y] 

= [fys rl{y, x y ly x) y= [ly, x Ty, ry],»] 
= {[[y, xr] y= (ys xs yy *3y]) = [ys x y] 
一 【yx y), 
及 [yx xr [yy zx] zx] 一 [[y， xz]Ly， zyy]ryy *], xj 一 [[y， 
cy, xy ?yx 一 T[ys xl] xl] 一 【yy x, x 故 
l= [yx yy zz 一 [17 x yy xx 
于 是 钥 与 1 一 [y,; x, yy,x*， x] 比较 ， 并 利用 条 件 《〈 让 ) 见得 
[yy， zx, y] 一 [y， x,*] 二 1。 这 证 明了 : 对 再 的 任 二 元 x ，,y 恒 有 
关系 式 

《水 ) [y, x;y] = [y; xy, x] = 1, 

于 是 由 于 互 具 有 二 个 生成 元 zy 即 吾 一 {r， zj， 实 际 上 有 
Ho= {a, 2}, 4 一 4 天 KG)， 2 一 BbKA( GCG), 融 愉 4， a 满足 等 式 ( 六 ) 
得 [u,v] 与 x 及 v 均 互 可 交换 ， 由 是 [1x，zY] 与 鼠 的 任何 元 可 交 
换 , 即 [*, v1€ Z(C2), 故 据 上 册 第 一 章 $ 10 定理 4 应 有 [x, v1 一 
[sr p] 一 fo, v”]。 然 而 瑟 之 元 但 可 表 写 为 wz 之 宪 积 ， 故 利用 
公式 [op cj] 一 [aycjfsycy zl[5,c] 及 [Ja，pc] 一 [acjla， 
[ay ,zc]， 可 知 恕 的 任 一 个 换 位 元 [x,y] 和 恒 可 表 写 为 [u,v]， 
[zs vy] [ws v9v][v, ws v] 及 [vs 4, 4] 的 罕 积 (KKH) 一 
1)， 因 而 再 据 [aypy] 一 Eastxz] 一 [sy] 一 [zxotj 一 1 
就 说 明了 五 之 任 一 换 位 元 [z*, y] 便 可 表 写 为 [xs, ”>] 之 千 积 ， 即 
H'CZ(H), 疏 玉 至 多 为 2 类 从 零 群 . 因 之 1= KH) ™— KAG)/ 
Ks(G), 不 得 不 有 KiG) 二 KXKG), 故 从 G 之 需 零 性 就 有 K,(G) 一 
1, 则 6G 之 类 至 多 为 2。 证 完 ， 

据 引 理 4, 不 难 证 明定 理 3 的 (ii): 事实 上 , 因 G 一 {4,5 为 
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正则 3- 群 ， 故 对 xyEC 种 奇 《zy 和 一 ai0， 幼 琶 cicge ve 
cig tx ya 因而 有 wE(G') ,故人 作 商 群 日 一 GA(G') 时 , 则 知 对 
商 群 鼠 言 全 有 恒等式 (zy 六 一 zx 叉 C 由 二 元 可 生成 当然 也 知 豆 
亦 可 由 二 元 生成 之 ; 最 后 , 8B' 一 [7 11 一 Ka(G)/(G') 之 每 元 
x 因 得 写 为 x(G 7 x€ KAG) 二 6G ,喜人 二 xX《(G' 于 (G'》, 基 
及 之 每 元 之 阶 至 多 为 3、 于 是 混 引 理 4 冻 知 道 吾 的 容 零 类 至 多 等 
于 2。 这 证 明了 天 :( 五 ) 一 1. 于 是 从 G 一 1a,52} 得 HH 1a,2)， 
4 一 上 CD 一 上 GD 随 而 天 (2) 一 {15:3]， Ks(H)} 《上 册 
第 二 章 $4 定理 4 的 推论 中 的 i)， 即 天 (2) 一 {[4，8]} 为 循环 
群 ,也 就 是 K,(G)/(G'》 为 循环 群 , 见 K,(G) 一 {:,《G')}; 但 由 
于 (《G'PCg(G') (参看 上 册 第 五 章 $1 定理 10), 故 有 
C = KAG) = {1, BCG')}, 

于 是 必得 G' 一 {:} 《上册 第 二 章 $5 定理 7 (ii), 即 G 是 循环 的 . 定 
理 3 完全 获 下 ， 

由 定理 1 及 定理 2 已 知 有 很 大 一 部 分 的 p- 群 是 属于 正则 p- 
群 这 一 类 型 的 , 政 弄 清楚 正则 p- 群 的 性 质 对 决定 p- 群 的 构造 是 有 
重大 作用 的 . 

今 问 正 由 ，- 群 究 页 有 哪些 重要 性 质 噬 ? 

我 们 知道 正则 p- 群 的 子 群 及 商 群 仍 是 正则 的 (定理 1)， 即 p- 
群 之 正则 性 可 转移 到 子 群 及 其 商 群 ;但 正则 性 不 能 转移 到 直 积 , 事 
实 上 有 下 面 的 

定理 4 有 一 个 阶 为 3 的 正则 3- 群 G 使 得 直 积 G Xx C 非 正 
则 的 . 

证 明 ”所 和 堆 尔 特定 理 (上 册 第 四 章 $ 3 定理 2) 得 知 具有 定义 
关系 式 

a BY om Ts 1 a 

的 集 C; 一 (403 8} (i 二 1 2) 确 为 阶 3 的 3- 群 , 它 为 六 阶 循环 群 
5 被 3 阶 循环 群 的 一 个 扩张 。 Ge 之 循环 性 当然 保证 了 
G' 乞 {ai:}， 即 G1 为 振 环 的 ， 故 握 定 理 2 之 (iii) 得 知 Ci 是 正则 
的 。 再 作 直 积 = GX Gs 并 取 久之 二 元 t=ab3! 与 ?一 六 gs 
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一 一 -一 一 -一 一 一 


且 令 c= 二 [x,y]， 于 是 据 biq.b7? 一 qf 太 G1 与 6G， 之 元 两 丙 可 交 

换 之 理 得 知 

cf[r, yl] =r ly ry = B07 a7 Bab bia 一 ar lb adr barbild 
= a7!l47 a7 4 一 abwss, 

及 


[ce, +] = abarsbyar ladar sadi! 一 asbsarsbilar sa afas 


= ga PadI!) SS 一 oar 一 a7 = 43. 

因 oz? 不 可 能 为 c 一 ofaz* 的 矫 , 故 令 晶 一 {x;y} 后, 若 H' ~ {x， 
yy 为 循环 的 ;如 里 二 {4}, 则 有 整数 4,4 使 c= [x,yj 一 看 及 
[cy x*] = 2*, 因而 d= ex xr)= dr er), dt mm lex 
sr dr dr( 因 HH'4H, 大 可 写 xx 一 47), dD 
dt 即 c 一 [rx] = a7 或 2? 一 cr mm《agai6)r， 说 明了 
2 为 iai5 的 每 ,不 可 . 故 fx y} 不 是 循环 的 ,于 是 据 定理 3 之 
(1) 可 知 ix， y} 非 正 则 ， 因 之 @ 一 G, Xx G， 当然 也 非 正则 ， 证 
ID， 

在 这 节 的 开端 曾 提 到 过 : 正则 p- 群 与 交换 群 有 许多 类 似 的 
性 质 ， 今 问 : 究竟 有 哪些 类 似 的 性 质 呢 ? 

为 叙述 简洁 ,引进 日 后 常用 的 两 个 符号 , 即 下 面 的 

定义 4 设 6 为 p 群 . 令 Q(G6)=={x|x€ Gxi 一 1 DG) 一 
0 Cj)， 即 由 G 中 凡 pr 次 苦 守 了 尝 位 下 生效 子 记 生成 四 工 兴 

”由 定义 4 “ 易 知 符号 5 (6) 一 G”, 并 且 还 有 GG 一 Ce 
DG) 二 BC) 二 DCG) 一 1 及 G 一 20CG) 二 Q(G) 二 … 了 
2o(G) 一 1, 式 中 站 表示 G 中 元 之 最 高 阶 为 六 。 

我 们 知道 : 对 交换 群 中 任 二 元 x,， y， 从 x** 呈 = y* ~ 1 恒 得 
《zy) 一 1; 又 zz ma G) 一 一 实际 上 得 令 z 一 zy。 对 正则 
p- 群 ,也 有 类 似 的 性 质 , 即 十 面 的 

定理 5 设 6 为 正则 p- 炎 ， 则 对 任何 自然 数 *， 恒 有 下 面 二 

G) 从 x 一 y 1 得 (xy)** 一 1(x, y€ 6), 
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(i) 对 zyeG 必 有 一 开 =( 与 y 有关) 剑 zng 站 一 mt 

证 明 人 先 证 明 (iD 的 正确 性 . 

首先 券 虑 二 1 的 情况， 我 们 的 上 自 的 就 是 要 证 明 从 好 一 ”一 1 
恒 得 (xy) 一 1. 

关于 群 阶 oCG) 用 好 纳 法 来 证 明 , 即 假定 对 凡 阶 <ofG) 的 正 
由 六 群 是 成 立 的 . 今 取 任 二 元 +，y 《 G 使 x? 一 1 一 y?, 若 zy 二 y+， 
当然 有 (xy)? 二 1, 故 需 讨 论 的 是 *y 所 yx 的 场合 . 今 令 4 了 为 包含 
元 + 的 G 之 最 大 子 群 ,当然 有 4 1G，, 故 若 令 工 一 {glxg|g€ G}， 
则 *e 工 且 工 人 G 均 属 显然 , 故 工 E4 < G. 因 工 正则 , 且 工 出 阶 
p 之 元 所 生成 〈( 工 SG))， 故 据 归纳 法 的 假定 可 知 工 中 每 元 《和 
1) 的 阶 为 p。 再 作 HH 一 {x;y}(HSG), 并 令 B 一 {[x,y] 一 
8 x, yjglg te H}， 则 B= 一 {x, y}》 《上册 第 二 章 $4 定理 4)， 
由 于 [x y] 一 xymxyD2E 工 知 [zy yp 一 1, 因而 如 一 五 中 每 
个 生成 元 的 阶 =p, 故 由 下 :8H) 一 五 SG 而 据 归 镇 技 的 假定 可 知 : 
对 任 c€ KJ(H) 一 有 H 往 有 c? 一 1, 然 而 女 之 正则 性 保证 了 (xy)? 一 
x?yfef es .of cy€ H'; 于 是 cf 二 1 以 及 题 设 x*? 一 y? 一 1 就 保 
证 了 (xy》? 一 1。 证 明了 在 一 1 时 确保 证 了 (i) 的 正确 人 狂 . 

再 关于 用 归纳 法 , 即 当 《<z 时 (i) 是 成 立 的 而 来 考 虚 x 一 
y= 1 x 一 1 一 yf 导致 了 (x?)” 一 1 一 (y?)*"”, 即 x? 与 
y? € Qs G). 又 不 论 下 车 何 由 QCG) 之 定义 易 知 QA:(G) < dG, 
这 是 由 于 从 二 二 1 有 (x”)* 二 1 的 绿 故 (ce 4(G))， 于 是 考虑 
商 群 GC/G,-(C) 中 的 元 一 x0 1(0) 与 了 一 yQam(tG) 时 , 因 
太一 z10-(G) 一 加 -GC)， 天 一 2-(G) 均 为 商 群 G/0.mn(G) 
的 单位 元 ; 即 型 一 到 一 1T， 故 由 刚 证 过 丰 一 1 的 情况 可 知 (x7)? 一 1， 
即 (xy)? € Ql G), (Cry)? de 一 ]， 《xyD28 一 1。 这 说 明 若 Pt 
# 一 1 时 成 立 , 则 在 允 一 4 时 亦 成 立 。 故 由 归纳 法 得 知 (i 完全 获 
证 ， 

再 证 明 (ii)， 

首先 还 是 证 明 《一 1 时 它 是 成 立 的 .关于 群 阶 用 归纳 法 ， 
即 在 一 1 时 假定 对 阶 < o(G) 的 群 ，(ii) 是 成 立 的 , 今 取 G 中 


= S00。 


任 二 元 x，y， 当 然 可 假定 xy 关 yx ， 因 为 xy 一 yx 时 确 有 x?y? == 
(Cry)? 而 令 z 二 xy 就行 了 3， 于 是 及 一 {x，y}( 刁 G) 为 非 交 换 p- 
群 且 正则 的 . 作 {xy, HY 一 LL. 若 L={xy,H}=H, 则 MH’ 
$B(H) 得 日 一 工 二 {xy H'} 一 {xy @(H)} 一 {xy} 为 循环 的 ,与 
玉 之 非 交 换 人 性 祖 矛 盾 , 不 可 .故人 必 有 工 之 如 ; 又 由 于 x(xy)x 
yr= ry [ys EL= {ry BY RR yry)y = yxy ivy 一 
[ysx7](xy)& 工 说 明了 工 一 {xy, HYdH. 由 于 HH= 和 x, y} 
正则 姓 , 可知 
yf me (xy )? fF dt, diEfxyy HECL, 


[wy 


因而 .上 式 右 端 《 L?， 歼 从 工 之 HCOG 而 据 归 纳 法 的 假定 得 知 有 
xzEL 使 (xy)? II dad? = of, Bl] x yf — a? 这 就 证 明了 论 晰 Gi) 


在 不 一 1 时 确 是 成 立 的 ， 

再 归纳 地 假定 论断 《ii) 在 二 x 一 1 时 成 立 . 于 是 ， Ss 
(cz (Cy?)?” 一 和 而 有 :efzp y?), 改 1 一 对 邓 "… 戏 (每 x 
或 =x 或 二 y), 因而 再 根据 刚才 证 过 了 关于 六 二 1 的 场合 确 记 也 
的 事实 ,就 应 有 zcG 使 :一 2x 0 坟 一 地 故 

x? yy?” = fe” = (gf)? em gp 
因 之 论断 (i) 完全 获 证 

定理 5 证 完 . 

上 面 曾 经 用 到 Qi(G)< 6, 而 且 由 定义 也 易 知 B54:( G2 4 
,但 由 定理 5 尚 可 知 G 中 凡 p* 次 党 等 于 单位 元 的 诸 元 之 集 
《xjx€ G, xt* 一 1) 组 成 G 的 特征 子 群 ,而 为 90x(G), 即 

QAG) 王 {x|lx€G, x l} = (x|xE€ ea 1y, 
同 理 , D1(G) {xtt]x€E G} = (xe)xr€ G). 

事实 上 ,4x*, ?Elzy， 自明。 故 需 证 明 的 是 {x， 
yx A(G)， 则 据 84:(G) 之 意义 得 z 一 
xix2* xi 每 x 一 1, 故 由 定理 5 之 Ci) 得 {xix2° xa) 一 上 并 
sel1, xE xlxE€ Gx =1). 问 理 , 若 x& OG)={r | E G}, 

+ SOl* 


则 z= 二 x 从 x 如 --…x 如 , 故 据 定理 5 .之 (ii) 得 知 有 元 seE G 使 站 tx 名， 
zx 名 一 盖 即 x 一 xz*, 即 xE€ i zE 0 ee 


和 
中 


Ce C， 人 1》 一 (a Gr 1} OG Ad AG 

rlr€ G6) — {x" lxr€E G} = 0.(G) A AG, 

由 定理 5, 还 可 得 知 下 面 的 

推论 2 正则 p- 群 G 中 任 二 元 x，y 之 积 xy 的 阶 决 不 超过 * 
及 y 的 阶 呈 并 大 者 oC < max OCLY; a 一 般 ， 他 中 任 
个 元 TE A 全 有 

OCS i ox2)s **° soCrs)). 

事实 上 , 若 o(*) 二 p'; oly) 一 pi(o 这 8), 则 xt* 一 1 yer, 
故 由 定理 5 之 (i) 得 (xy)r* = 1 见 0 (xy) 所 pr ~ max (0 (x)， 
o(y)). 

由 这 推论 2 又 马上 得 知 

推论 3 设 6 一 faay 吉 ，*…+， 坟 为 正 由- 郡 ， 则 G 中 每 大 
x 的 阶 olx) < max (ox1), ox2)s + , ofr)). 

对 交换 群 言 , x? 一 y" 显然 与 (xy7')" 一 1 等 价 ; 对 正则 p- 群 
也 有 类 似 的 性 质 ,实际 上 有 

定理 6 设 G 为 正则 p- 群 , 则 : 

GD zy 与 (zy ) 1 是 等 价 的 . 

(i) [zy 一 1 与 [r， yj 为 等 价 的 ， 

证 明 人 先 证 明 论 断 (i) 在 下 一 1 时 是 成 立 的 ， 

关于 群 阶 用 归纳 法 , 即 假定 当 王 则 六 和 群 互 的 阶 o(B) 二 o(GC) 
时 , 瑟 内 关系 式 x? 一 y? 与 (xy"')? 咯 1 确 为 等 价 的 ， 而 取 G 之 元 
zy 可 令 zy 关 yt( 因 xy 一 yx 时 zx 一 y? 显 与 《xy 一] 等 
价 ) :因而 Gi 一 {x,y} 非 交 换 的 . 再 令 z = [zy,y]( < 1). 

(一) 设 好 一 六 .于 是 [和 y] 一 1 则 x? 一 yir?y 一 (yxy)*= 
(xz)?。 因 CIEB0G)， 故 G > {x， Gi 盖 fr zj， 因而 据 归 纳 法 
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的 假定 , 可 知 对 群 {x,z} 言 由 于 x? ~ (xz7 如 知 (zt 一 
rerr le 1, zf=1. MG ~ {zr, y} 得 G! = {[z, y1 一 
好 186E Gi}, 故 由 定理 5 的 推论 3 得 知 Gi 中 每 元 的 阶 至 多 为 p. 然 


而 G, 的 正则 丛 又 说 明了 (zy? 一 xD II 9 每 di €& G1， 


歼 2 二 1， 基 之 (ry D0? 一 x*y ?一 1。 这 证 明了 从 好 一 好 得 
(xy )* = 1. 

(二 ) 证 (xy-* = 二 1， 于 是 ， (yz)? 一 〔《(x3 一 1 到 工 以 
及 (六 一 [mx 有 70z7 一 1, 故 由 定理 5 之 (i) 
得 知 (CyTix) Cyx))? 一 1, 到 (yxryx™!)? 一 1， 然而 GG = x， 
yj 又 有 Gi 一 {x7 y]*jg€G) 一 yz]jsgeGj，, 故 据 定理 
5 的 推论 3 知道 G; 之 每 元 的 阶 至 多 为 p， 但 6, 的 正则 人 狂 又 保 汪 


了 1=(xy-)"=x?y-? + TT 2, de GG, 故 d =1l, 1=(xy-!)? = 


zfy-?, Bx? 一 yb 这 证 明了 从 (xy-D)* 一 1 得 x? 一 y?， 

由 这 《一 )、( 二 ) 两 方面 ,得 知 x?* 一 yr 与 (xy!)? = 1 等 价 ， 
好 证 明了 论断 (iD 在 《= 1 时 确 为 真 、 

再 关于 多 用 内 纳 法 , 即 假定 论断 (i) 当 小 于 多 时 是 成 立 的 , 于 
是 xz 呈 一 y 欠 区 为 (2 一 (yf?) "'， 故 据 归 纳 法 的 假定 知 其 充 
要 条 性 是 (x?y-?)*"* “一 1, 而 后 者 又 与 x? 二 yr*(mod 94(G)) 同 
意义 , 故 以 群 6/04-:(G) 言 而 根据 刚 证 过 多 一 1 的 场合 得 知 x? 寺 
y? (moed Oi (G)) 又 与 《xy = 1(mod Qs 0)) 等 价 ， 即 
(xy 了 7?)? 一 1, 或 (+xy-1)* 一 1， 于 是 论断 (i) 完全 获 证 。 

再 来 证 明 论 断 《ii)， 

事实 上 , 因 [zy ] 一 xy ry 故 Txtg 姑 ] 一 1 与 
Cy ry?") 开 一 x 开 同 意义, 而 后 者 据 论 断 Qi) 又 与 (xy 下 xy? 并 二 
1 等 价 , 姥 与 

ry xyi oe (xlyx) yt € QAG) 

等 价 , 亦 即 《xyx)” 二 y?” (mod Qi(G))， 疏 以 群 G/Q4(G) 言 利 
用 论断 Gi) 则 知 与 (yx-1yx))” 二 1 《mod Qi(G)) 即 与 
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(Or = 1 
等 价 , 亦 即 [y, x]*” 一 1。 证 完 ， 
由 定理 6 也 易 知 [xf y] 一 1 与 [x,y]** 一 1 等 价 ,由 x 与 
7 可 交换 的 充 要 条 件 是 [x,y]” 一 1; 风 为 o([x, ?7]) 一 刀 是 表示 
"为 最 小 的 正 整 数 使 [x，y]”" 二 1, 随 而 加 为 最 小 的 正 整 数 使 x*” 
与 可 交换 ， 这 也 就 是 说 p" 为 最 小 的 正 整 数 使 x?"€ Z({x, 分 )， 
即 在 商 群 Us OCs (lz, 的 多 ， 必 又 得 


rE 


推论 2 十 则 p- 群 G 中 0 与 a. Zzy y) 在 
高 性 {z, 四/ZCx， y]}) 中 的 阶 为 加 是 等 价 的 ， 

还 有 

推论 3 下 Re ? 之 最 小 必 等 于 


6, a yj] 二 1 及 Lx, yr"] 二 1 均 与 ee 
1 等 价 . 

下 面 的 定理 7 更 显示 出 正则 p- 群 与 交换 p 群 的 紧密 关系 . 

定理 7 设 为 下 则 六 姓 , 则 胡 : 

(i) ol(G/Q1:(G)) 一 of5CG))， 

(ii) S oCQa(G)/ Or G)) = pt 时 ,又 有 1 之 1 这" 之 

证 明 的 ). 

据 定理 5 的 (iD, 已 知 z 基 一 y 拓 的 充 要 条 件 是 (xyD 引 一 1， 
即 是 *y~1E Qx(c) ,或 xi(G) 一 yot(G). 这 就 说 明了 ; 在 G 关 于 
QAG) 的 诸 陪 集中 ， 凡 属于 同一 陪 集 内 的 元 且 只 有 这 样 的 元 才 给 
出 相等 的 此 次 罕 . 故 0 关于 94(G) 之 障 集 的 多 寄 即 oC(G/9:(6)) 
就 应 等 于 G 中 相 异 的 pr 次 需 之 总 数 1《x*|x€ G》|， 故 据 定理 5 
的 推论 1, 得 

o(G/QA(G)) 一 ofoxCG)) (i) 因而 获 证 ， 
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天 证 Gi)， 

作 总 群 只 一 Char(GC)AOt(G) ,考虑 8.(3 和 :xOi( GC)E 0.(%)， 
(ze QinCG))， 是 在 且 仅 在 xfokt-(G) 为 办 之 单位 元 时 ， 即 
xz Qi( G); 而 与 后 者 等 价 的 条 件 是 (x?)** = x 一 1， 即 
xE€ QAG)， 证 明了 

OR) 一 QA( GI/ QO). 

但 xe Orn(G) 说明 xo*t 一 1， (xz = 1, ?EQ4- 必 0G)， 
即 (xQ4m(G))? 为 名 之 单位 元 ， 这 就 是 说 8 中 元 之 最 高 阶 为 
因而 DCR) = {(x94(G))?|xE QirxG))} 中 每 生成 元 的 阶 为 2， 
即 (xQ4-:(G))?€ G(9%D) 证 明了 GOR)SQO(%), 

于 是 利用 刚 证 过 了 的 论断 (i), 得 知 : 

piti = ol Qn( GOA GCG)) 

o COO QAGIN RG) QA 5))) 
= o(R/ ON)) -> oD.(R)) < oC QR)) 
oC QC) OA CD -= pt, 

BY petit < po, 或 ok SS ox 

定理 7 证 完 ， 

定理 5 至 定理 7 都 说 明正 则 p- 群 与 交换 群 具 育 类 似 的 一 些 
性 质 ， 

现在 再 转 而 论述 正则 p- 群 不 必 与 交换 群 具 类 似 性 质 的 一 些 
特有 的 性 质 ， 我 们 已 知 : 当 o(G) 一 p? 中 的 w 所 pp 时 , G 恒 为 正 
则 的 。 故 欲 产 群 G 非 正则 ， 则 阶 oC(G) = p" 之 徐 指 数 4 至 少 为 
让 十 1, 即 非 正则 p- 群 6 之 阶 o(G) 之 人 站。 今 问 : 阶 为 p?1! 的 非 
正则 p- 群 存在 吗 ? 

今 以 产 个 文字 1, 2，，…, Pp 上 的 对 称 群 Sp: 的 西 洛 p- 子 群 P 
为 例 来 说 明之 ， 

在 上 册 第 四 章 $7 图 积 中 已 知 o(P) 一 p?*', 但 可 令 P 一 {om， 
oa app 式 中 一 (1 2， p)s %m—(P 二 +1, Pi2s"°*s 
2p),， -sap 一 (PP 一 十 1， 扬 一 十 2，*"*，P') 均 为 两 两 
无 公共 文字 的 ?项 循环 ， 而 8 为 ?个 两 两 无 公共 文字 的 项 短 
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办 
环 之 积 , 如 有 一 [ (rp 十 六 2 十 ip 时 一 放 二 让, 即 


Be (lsp+ 1,2p+ ls pO— p+ 12 pp 十 2 2 十 2 六 
—p+i+2)..-(p, 2 加 3 

由 是 ， B laip8 = ant(i™ 1, 2， “一 1) 及 Biapp = on, 夏令 
D= 1 os cp 时 ， 则 D={m}] Xx {a} XXX {oo} 为 
初等 交换 的 且 D4JP, 而 P 二 D' 148}， 因 之 P/D 二 {48}, 故 P' 一 
LP; P] 守 D, 因 之 对 任 c€ P' 应 有 ec? 一 1; 于 是 , 若 P 是 正则 的 , 则 
对 已 之 任 二 元 *，》， 这 时 应 满足 (xy)? = x?y?; 然而 《ap 一 
op ap mp op ap! ™ (pop) (fmp’) (Fm f°) Ne 
C8)p ?1 一 afp?, 这 又 说 明了 取 x* 一 
my 一 P11 时 又 得 到 了 (xy)? 声 x?y?。 因而 P 不 能 为 正则 的 , 即 
证 得 了 下 面 的 
记 -和 群 , 例 如 pp 对 Sy? :的 下 洛 六 于 群 . 

对 每 素数 p; 阶 为 pr* 的 非 正则 - 群 既 存 在 ， 然而 这 样 的 六 
群 又 有 下 面 的 性质 , 即 

定理 9 着 G 是 阶 pr?! 的 韭 正则 p- 群 , 则 必 有 : (i) c(G)=p 
( 即 G 之 类 表 以 <-(G))， (iD6' 一 9(G) 且 有 阶 po, (iii)y Z (6G) 
为 * 阶 循环 避 

证 明 由 6 之 非 正 则 性 ， 据 定理 2 之 (i) 得 ce(G) 守 pp. 但 
olG) = pr? 又 说 明 <(G) 所 p 《上 册 第 二 章 55 定理 1 的 推论 )， 
于 是 有 <(G) 一 p, 即 (i) 为 真 ,因而 再 由 {G:6G'] 一 [6G:K,(G)] 之 
Fr [KCG):K(G)] 社 p，'*"* [Ks(G):1] > PB PP 一 [1C:1] 一 
[OG:KAG)ILKAG):K(G)] [Ko(G):1] 守 zt 不 得 不 有 
[G:G] 一 旋即 olG') 一 加 然而 c(C) 一 2 当然 表示 了 G 非 交 
换 ; 因 之 非 循 环 , 故 由 上 册 第 五 章 $1 定理 11 确 知 a(G/8(G)) 一 
P" 中 的 2 守 2, 于 是 从 G'CB(G) 及 [1G:6'] 一 产 得 : 

=[G:G'] >[G:O(0)] = pp 

不 得 不 有 4 一 2， [1C:9(C)] = p', 故 只 能 是 6 一 $B(G)， 即 (ii 
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获 证 。 又 若 of(Z(G)) > p， 则 必 有 ofZ(G)) 之 刀 ， 因 而 ofG/ 
ZKGC)) 志 pr!, 即 c(G/Z(G)) 志 pp 一 2( 上 册 第 二 章 35 定理 1 
的 推论 ), 故 作 G/Z(G) = G/Z.(G) 之 上 中 心 列 时 ,至 第 p-2 项 必 
达到 原 群 , 即 必 有 Zs-,(6) 一 G, 这 又 说 明 ec(C) 所 pp 一 1, 与 (1) 
相 了 矛盾 故 of2《G)) = ps 即 《iii) 歼 证 .证 完 . 

再 将 定义 4 中 所 介绍 的 Qi 与 54 联系 到 正则 pgp~ 群 的 措 位 子 构 
造 及 宕 构 造 与 中 心 列 的 关系 , 则 有 下 面 的 

定理 10 设 G 为 一 正则 p- 群 , 且 M4G, NG 则 有 下 列 的 
诸 事 项 : 

0) [OM), 6.(N)] 一 D+([M,N]), 故 特有 [0,(G)， 

D(G)] = .4(0"), 
(i) EK(5,(G)) = 6,(K(G)). 
(ii) [GM), N,N] 一 OLM,N,…，N1), 夏 特有 


大 十 炙 个 
(所 (i)) [5,C0), G, | G] pd K(D.(G)). 
《一 1 和 渤 


(Civ) KG)EOLCG) 与 (CC)EZIG) 等 价 . 

(LU GI]EA(G) 与 [M, BAG)]= 1 等 价 ， 

(vi) [0Q,(06), 5. (0)]E9,,(0), 但 当 所 0 时 定义 Qi GC)= 

1. 
{Cvii) 对 任 x，y& G 及 任何 自然 数 mm， 恒 有 i， ECG 使 
《zy ?2 XP yb, 

证 明 CD [56,(M), BN)] = {fx?, y" lx My yEN}. 
因 [zy 于 1(mod 5,+([M, N])), 故 据 定理 6 的 (ii) 得 [x7， 
N]) 


言 , 因 之 有 [65,(M), 0,(N)]SCox([M, N]). 
另 方面, 由 [xz 六] 开 1 (mod [0,(M), 5.(N)1》 及 定理 6 
的 《ii) 得 
[x, y]t = 1(mod [5(M) ON)]); 
但 因 [M,N] = {lx ylzceM EN 故 [M,N]/[5,(M), 
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DAN)] 是 由 阶 至 多 为 +: 之 元 生成 之 ,因而 据 正则 性 而 由 定理 5 
的 0), 则 知 [M,N]/L65,(M), 5《N)] 中 的 元 之 阶 至 多 等 于 p'+'， 
即 BUY， NDSIICM)， 06.(N)]，(i) 获 证 , 
(i) 当 j 一 1 工时 显然 成 立 。 今 妇 纳 地 假定 j 成立, 于 是 据 () 
得 知 
Ks(OAG)) 一 [KAOLG) BC) = [OA(K(G)), 0,(G)] 
Oi [KG), G]) | Cnr Kn GY)). (ii) 获 证 . 
Ci) 当 龙 一 1 时 , 左 端 =[0,(M), N]=L0,(M), oo(N)] 一 
ee OD([M, NJ]) 《根据 (i)), 右 端 BE MM, N]), 即 证 明了 不 二 
1 是 成 立 的 . 今 妇 钠 地 假定 时 成 并 ,于 是 就 有 
[OAM)s Ny-s Ns N= [OC(M), Ns,**-, N], WN] 


《三 -二 多 个 
[5,([M, N, es ND), N] [CTM， N, --», NJ])SN)] 
上 由 个 天 十 


= OO([[M, N, NIN])= DO([M, RN N]). 
页 全 (多 汪 和 个 
天 (过 ) 由 归纳 法 完全 获 证 . 
(iv) Km(G)EQ,(G) 与 OK G)) mm 等 价 , 而 
GKinl G)) = 
又 据 (Cii) 是 与 [5,(G), CC Cj 一 1 等 价 的 ;但 


一 一 
[6,(G), G,.…., G] = 1 
i 个 
又 显 与 5,(G) 对 Z(G) 等 价 、 故 (iv) 获 证 。 
(Y) 据 (i) 得 知 [M，G]SQ.(G) 是 与 
l= 6G,([G, MI) = [6,C6), BoM)] = {5,(G), M] 
等 价 的 。 玖 云 . 

QD 因 0(G)4G, 故 [28.(6), G] 空 2(G)， 于 是 令 对 一 
9G:(G) 而 据 (v) 就 有 1 一 [5.《G), 89,(6)]. 这 证 明了 在 +==s 时 (Yi) 
的 确 是 成 立 的 . 

当 + > 时 ,我 们 有 末 证 明 

QO(G/Q (06)) = QO) /QA(O): 
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事 详 上 , (x19:(G))*' = 8 (G6) 与 x?€ 09,-,《G), 即 
(xpyp 一 一 xz 一 1 
等 价 , 鲁 x” 二 1 又 与 x+€ 0,(0) 等 价 , 随 而 与 +8Q,-(G)€ 90)/ 
Q.-(0) 等 价 . 艾 讶 明了 BC 0c)) 一 2.(6)/0,_,(G). 
于 是 将 刚 证 过 了 + = ;的 场合 应 用 在 群 G6/9,-,(G) 上 ， 就 得 
到 
[QOG) /0 0G 50G)2 AG /9, (GY)] 
= [QO0/Q,~(06)), OAG/Q.(G)1 = 1, 
即 [2,CG), BG)1 人 0A(G)， 丰 7 之 ;5 时 (vi) 亦 成 立 。 
| 最 后 ; 若 r 和， 则 
[8,(6), G,(G) ELQ(G6), 5CcJ] — 1. 
故 (vi) 完全 获 证 ， 
(vii) 当 六 一 1 时 , 由 G 之 正则 性 可 知 (xy)8 一 xpyP 。 Il d? 
4Q1€ {x，y}SG'。 因 6G' 正则 , 歼 据 定理 5 的 Gi) 知 必 有 :EG 使 
[Te 一 ,于 是 (xy)? 一 x?y?2?, 说 明了 (wi) 在 峰 一 1 时 成 立 。 
今 归纳 地 假定 w 时 成 立 , 即 有 一 seE G' 使 
(29) oe ro ye se 
于 是 ,由 6 之 正则 性 ,就 有 
Ay) em (Cry) oo CrP yp Ts 入 


十 m+ pty 
i (x "yp™ psp 1 ， II ch 赤 x y? 攻 
可 


lI ef Pmt 。 1] <， 
式 中 下" € mn(G'), 故 据 (i) 就 得 到 
cr€ {rr ys YEIOD OG BAG = Ol OIESOnn(G') 


及 
ee {ry EI 6G), OCIIEOnnCO'). 
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因而 开光 2” -TI cf 《mr《G'), 故 复 所 定理 5 的 (i), 应 


有 II estm I c te 0'), ET 
+ i 
(xy Ye™ 2 ET 


这 说 明了 用 归纳 法 完全 证 明了 (vii). 

定理 10 至 此 完全 解决 了 ， 

最 后 , 谈 这 样 一 个 问题 , 即 正则 p- 群 的 直 积 不 必 再 为 正则 的 
《定理 4), 故 欲 保 证 直 积 仍 为 正则 的 , 直 积 因子 必须 加 以 若干 限制 ， 
今 向 对 直 积 因子 附加 怎样 的 限制 才能 保证 直 积 为 正则 马 ? 有 下 面 
的 

定理 11 着 G, 与 G, 部 是 正则 p 姓 , 则 当 G, 之 的 你 于 全 
则 的 . 《文献 [27]) 

证 明 CC, 的 元 统 用 5 二 表示， 即 用 小 梢 拉丁 字母 ， 1， 
xz 等 等 并 附 以 右 下 踊 标 :表示 G; 的 元 ， 

首先 注意 6G 天 G X Ga 的 每 个 换 位 元 恒 为 C, 的 一 个 换 位 元 
与 C: 的 一 个 换 位 元 之 积 . 

事实 上 , 当 x 一 mo y= hi 了 时, 则 [>x， ?一 [5， tt2] = [ss;, 
ta] [sss tl [Esssss #1],t3] = [5s, fa] ss, t2s 53][s2s72][ $53s t1][ sis2s tis 
ty] 到 [ss ta ls BE ss #3 S23) [ss ts ts ts sal[sss t], #2 
一 [5 tds 和 = [ss Es #2] . 政 云 > 

于 是 , 取 G 之 任 二 元 * 一 fpay y 一 1 了 时 ,利用 G 之 正则 性 及 
Gas 之 假设 :得 知 : 有 “ce lo na 使 

xy) = Cos) ee (CNH) = Ca) (sa)? 

mc 

然而 因 令 五 一 人 rz yy 时， 则 已 一 1Lzyy]*， [zy yj [rs y]}, 


1) 当然 ， 还 可 用 妆 纳 法 证 明 六 xs(KG) 的 每 个 后 或 元 Er ea xx， 为 
天 .《G1) 之 一 此 成 元 与 Ka《G4) 之 一 生成 元 的 积 ， 而 实际 .上 等 于 【xi 


«i"’] [za， xz, i EL 
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而 [x, “一 [fr ns f= [5 4 2 , 同 理 有 fx， ye 
[ss [ss #2, (Lr, py])? = (Ls, £1)?, (Lx, y=—([s, 
.JD?， 于 是 从 ceE tan 一 人 ao] Tao 二] 【5 4 得 知 
< 可 写 为 if de fx yy 因而 有 (zy 六 一 xc x?y?d?，, 说 明 
了 G ~ G1 X G 是 正则 的 . 证 完 . 

由 这 定理 11, 即 得 下 面 的 两 个 推论 . 

推论 1 手 则 p- 避 与 奖 染 疡 涪 的 章 积 是 下 用 -和 

例如 定理 11 中 的 G; 为 交换 时 , 则 Gi 一 1. 

推论 2 当 G, 与 G, 两 9- 嫩 的 等 军 类 都 小 于 ?时 ， 风 章 隐 
G 一 Gu x 6 为 在 则 的 ， 

便 实 上 , 握 定 理 11 中 的 脚注 1), 可 知 K,(G) 二 Ky《GWKe( G2) = 
1, 即 <(G) 过 pg， 故 田 定理 2 之 (i) 知 G 正 则 ， 

本 章 到 此 结束 . 

问题 1 设 G 为 正则 pg~ 群 ; 则 

[OO QA GY] = [OG) OCG)]. 

问题 2 yp- 群 G 为 正则 的 充 要 条 件 是 由 G 中 任 二 元 生成 的 
半 群 为 正则 的 ， 

问题 3 设 x,y 为 正则 yp- 群 GC 之 二 元 , 且 o 《Ilx,y]) = p"， 
则 当 wm 十 办 之 < 时 ， 2 与 ye 为 资 换 可 能 的 ; 若 二 oa < cs 
则 oCTx:, #7]) 一 部 

闲 题 4 设 p 之 2 且 由 pp- 群 6 中 任 二 元 生成 的 子 群 之 换 位 闻 
群 是 循环 群 . 试 证 G 为 正则 的 . 

问题 5 设 p- 群 6G 中 元 之 最 高 阶 为 pr， 则 GAO-KG) 是 正 
则 的 。 
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第 八 章 传输 理论 


传输 理论 古 研 究 群 的 一 个 重要 工具 或 方法 ,借助 它 能 解决 有 
限 群 中 的 许多 重要 问题 。 例 如 在 什么 情况 下 有 限 群 G 上 其 有 一 个 正 
规 于 群 其 指数 恰 等 于 G 中西 洛 子 群 的 阶 ， 又 如 有 限 单 群 的 阶 之 素 
因数 究竟 为 怎样 的 形状 ， 以 及 决定 有 限 群 恒 为 循环 、 变 换 或 车 零 
时 其 阶 应 为 怎样 形状 的 数 之 充 要 条 件 ， 这 些 问题 的 解决 都 有 赖 于 
传输 理论 . 


$ 1. 有 限 群 到 子 群 内 的 传输 


设 4 是 有 限 群 G 的 一 子 群 。 考 虑 G 关 于 4 的 一 种 左 障 集 分 解 
C 一 > ag 当 >EGC 时 , 令 gix 一 Gizg po? 8 per) 为 Ba B23 i 
a en 


属于 不 同 的 陪 集 , 故 交 2 兰 疙 0， 于 是 对 每 *xEG 就 产生 了 m 个 数 
字 1,2，… ,7 上 的 一 个 排列 (置换 ) 


1 2 -… 7 
P(x) 一 人 | a EC 2Pt+) i i 
应 注意 4 中 元 素 IT 2 ™ 本 BX8 Ex) 不 仅 与 G 之 元 * 有 
了 一 工 =1 


关 ， 而 且 还 要 与 障 集 分 解 一 > 4g, 之 同一 组 代表 元 系 gs 8 

,8 的 排列 次 序 紧密 相关 ， 故 当 _ 组 代表 元 系 Eye 中 
给 定之 后 ,给 使 4 中 元 素 了 gyxgi 与 1, egn 之 排列 的 
先后 次 序 无 关 , 而 只 是 由 元 < 唯一 地 确定 ,就 只 有 在 4 为 交换 群 时 
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才能 是 这 样 .于 是 , 若 4 为 非 交 换 群 时 , 就 考虑 交换 群 4/4', 式 中 
4 一 [4，A], 因为 交换 群 4/4 中 的 元 


4( Le) 4 (Nereis,) 
的 确 是 与 gy， gi;，………*'， 8。 之 排列 的 顺序 无 关 而 只 与 元 * 有 关 。 我 


们 把 这 个 仅 与 元 * 有 关 而 与 gl g2，*""; ga 之 先后 顺序 无 关 的 交 
换 群 4/ 4 中 的 元 


A' (HI dw} A’ (I gixgAte)) 
用 符号 Ve。sl%) 来 表示 , 即 
Ves = 4 (Te) ~ (TT easto) 0) 


这 样 就 得 到 了 G 在 交换 群 A* 一 4/ 4” 内 的 一 个 且 射 (19, 即 x 一 
Voral*), 

在 上 面 一 段 中 说 过 : 当 G 关 于 子 群 4 之 陪 集 的 一 组 代表 元 系 
gt gz gs 确定 后 ,就 得 到 了 Gc 在 474 内 的 一 个 映射 

> Vowalx), 

这 了 映射 仅 与 元 * 有关 ， 而 与 g， 82，'……，, 8g。 之 排列 的 先后 次 序 无 
关 ， 说 确切 些 ， 当 代表 元 系 gi， B82 “> En 已 给 定时 ， 上映 庙 x 一 
Va.a(x) 也 确定 了 ;这 也 是 说 上 映射 x 一 Vesatx) 从 现象 上 看 还 要 与 
代表 元 茶 my g2，'“*， gr 之 选择 有 关 ( 昌 已 知道 当代 表 系 选 定 后 而 
与 其 排列 之 先后 次 序 无 关 )，。 但 实质 上 究竟 怎样 昵 ? 我 们 可 以 肯 
定 地 说 映射 + 下 Ve.atx) 与 代表 元 系 如， B82，"…*， 8s 之 选择 是 没 
有 关系 的 。 即 有 下 画 的 


定理 1 映射 x 一 Fo-i(z) 与 障 集 分 解 6 一 >? dg 中 代表 
i=1 
元 系 Bis F239 “ “3 En 之 选择 无 关 ， 


证 明 设 6G 一 》) /Ag; 为 另 一 种 《 左 ) 陪 集 分 解 ， gi 一 aig;， 
1=1 
aig 4 并 令 gix * ixB ixjs 于 是 ， 


e313e 


， a bi) ee d,s gs), 
SI es eu Qi eli) 
故 不 得 不 有 QCx) 一 P(x), 随 而 ds 一 siatsa 有 tm 。 改 以 代表 系 
gl B29 “3 gs 言 ;(1) 式 应 变 为 
Vora(%) 一 4 (1a) -A (TT gixg’zt) 
但 利用 4/4 之 交换 性 ,又 容易 知道 


a (I i 一 4 (Talemeio)ain) 
-4 (0) (endo) 4 (Ho) 
= 4 (To): 4 (I ees) 4 (Te) 

) 


i=1 
A 刁 区 Ex) 


即 证 明了 定理 1. 
从 上 面 的 叙述 ,得 知 : 给 了 G 的 任 一 子 群 4 后 , 兢 有 G 在 4/ 
A' 内 的 一 个 确定 的 映射 


K€ 0) > Voi) (4 Has 4 I eas), 


式 中 GCG 5 Agis Bi = xz er)® 钢 射 Vora 还 可 以 证 明 是 周 
态 的 , 即 
定理 2 有 瞎 射 x*->Vewal*) 为 G 在 4/4 内 的 同 术 映射， 


事实 上 ， 由 定理 1 已 知 Vs) 与 陪 集 分 解 之 代表 元 系 的 选择 
无 关 ， 所 以 今后 干 脐 以 &13823 ”8n 为 代表 元 系 , 即 C 到 这 48r 
于 是 利用 474 之 交换 和 性, 则 有 


Veral*) * Voraly) 一 A (TI gz 二 4(II giyeikn) 
F fi 二 4 


» 514 。 


Lo 一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 一 


和 
ml 


bd 更 

-= A (II BiXE Rn) gg 二 一 信人 I BiXB Ez) g pey Eeneo) 
i 二 1 1 二 1 

md (II gyg oe ); 


一 上 


但 由 gix 一 Qiarg p(x) 得 (gix )y es aia 8 pe) = Bined Ps), pis)pey)» 
以 及 又 有 (gr)y— gi (xy) Ss QinryB ptzy)? 故 Ag pen”™ A8 row, 因 


而 据 代表 元 系 的 意义 就 不 得 不 有 2 人 中 一 让 53， 期 Pxy) 一 
P(x)Ply); 由 是 代 人 上 式 中 得 


Verat*) Vos = A (I gj(zy)8 污 cn 本 Vesal xy), 
期 证 明了 x 一 Vowslx) 为 6 在 4/4 内 的 则 态 映 射 。 定理 2 证 


ee 
wiv 


由 定理 2 即 得 下 面 的 
推论 1 Ve-sG) 一 4 但 G 一 [ICc,Gj， 人 一 [4, 4]. 
这 也 就 是 说 映射 Ve 使 G 一 [G6 之 元 变 为 4/ 4 之 单位 元 ， 


和 


PE] 


“事实 上 ,区 > 一 0 是 G 在 A414 内 的 出 态 驳 身 ， 故 若 令 
这 局 态 的 核 为 必 ， 就 有 G/KH*EA4* 一 4/4'， 随 而 G/K 为 交 
换 群 , 因 之 有 GE 及 。 改 云 。 


推论 2 由 G 一 Sv 得 gir = ti, s& p(x) 所 产生 的 G 在 ” 


=1 


次 对 称 嫩 6。 内 的 映射 = -> PCz 为 同 态 映 刘 . 

事实 上 ， 在 定理 2 的 证 明 过 程 中 已 经 证 明了 Plxy) = P(x)Pty), 
故 x 一 P(x) 确 为 同 态 有 映射 (G 在 5, 内 )。 证 完 。 

注意 由 4* 一 4/4' 之 子 群 H* 的 形成 方法 (上 推论 1 中 的 )， 
容易 知道 H* 一 Ves(G)/A'， 我 们 叫 Ve.s(G)》 为 群 G 到 子 群 4 
的 传输 群 ,而 叫 同 访 当 射 + 一 cv 人 xz) 为 G 到 子 群 寺内 的 侍 输 ， 

传输 具有 传递 律 的 性 质 , 即 


* 5TS 。 


定理 3 设 BGASGSG, 则 Vowsls) = Vrs Vesalx)), 


证 明 令 G4dg, 4 一 沪 ) 8, 寺 是 


G— 3 (P85) em DY Biig 
i=1l “i=1 Et f=1 
若 令 Bi me Adi xi (4,4 € A), dia 人 已 Ta (a € A, bi,a E 8), 则 有 
Vaal a) 一 s"(JI Be); (2) 
EE 


自 因 (hjgi)x 一 hiaisge = be 3 故 又 有 


Jecakz) 一 8 JI UH i C3) 


另 方面 ,从 yesy(x) 一 4'(II oo 及 Vics(4') 一 B8'( 定 理 


i=] 


2 的 推论 1), 以 及 a 一 了 sa) 为 同 态 映射 的 道理 ,又 知道 
FL- 民 ckfs)) 一 Vi (4 I a ) 


i=] 


— Val4): TT vasa) — 8° Ta (To,,) 


i 二 1 t=1 i=l1 
(利用 了 (2) 式 ) = BT TI 6 ~ Vos(s) 
fel =1 
(利用 了 (3) 式 )、 证 完了 定理 3 
特 当 4 dG 时 ,又 有 
定理 4 着 446; 则 Ve.xG)dG， 


事实 上 , 据 定义 已 知 Vo.dG) 之 元 是 且 只 能 是 a * ][ gixg 翅 。 


f= 


Ca'€A'，xEG), 但 6G 一 分 , ‘18;， 由 于 4<G, 知道 对 任 g€G 


i=1 


s516。 


时 ;有 一 88i 0 一 1 2， 2) 也 是 @G 关 于 4 之 堪 陪 集 分 解 的 一 组 
代表 元 系 ， 这 是 因为 4E; 到 4 而 即 488: 一 4rzi 与 ggi8718 EA 等 
价 , 随 而 也 与 gig7! € g~14g 一 4 等 价 的 绿 放 .因而 就 有 G== >, 48 


可 天 1 


ga gE€ 4。 因 之 ， 


g 各 JT gixgiin) 8 一 《gag-D [| Cegi)xCgg po) 
i i=1 
= (ga'g™'): I Caixais)) 
i 二 1 


即 为 属于 4'- ]] Bx 六 之 元 ,但 所 定理 1 又 知 


FE=} 
好 了 Pa _- A I Bixg rz) = Vos.al*), 
i=1 = 


这 就 证 明了 8 ， Fe-kd(G) .8 一 Tec)， 即 VesatG)ddG， 证 
完 ， 1 
较 定 理 4 尚 有 更 广泛 的 结果 , 即 下 面 的 

定理 5 设 4 是 9- 群 G 的 容许 子 群 ,而 8 为 G 之 某 些 自 同 均 


Ss Ss $+ 


所 成 的 集合 全 , 则 Vo,al 6) 也 是 6 的 容许 子 群 . 

特 当 器 = 1(6) 时。4<IG， 这 时 定理 5 之 结论 为 ra-a(G) 鲜 G、 即 定理 
4 实际 上 为 定理 5 的 一 个 特例 . 

证 明 若 o€ 9， 则 因 o€ A4(G) 和 且 A 叉 是 6G 之 容许 子 群 ， 故 
从 G 一 >; Ag; 就 得 到 


fiml 
C= -0 > dst ~ To Ag?, 
即 示 gf， 8g， g5 亦 为 G 关于 《之 友 陪 案 分 解 中 的 一 组 代表 元 
系 ， 然 而 4 一 4 及 gg € A(G) 又 说 明了 5 为 4 的 一 个 自 同 构 , 故 
从 和 一 [dy djqqzd 得 4 一 1 即 人 一 [4 Aj 为 6 之 容许 
517 。 


子 群 。 于 是 , 当 e'€ 人 一 [4 4 时 ,可 知 


(2 II gg 及 人 了 grx( grr) 
i =1 上 
中 2 €4°, 且 则 BiX Ai,rg per) 得 有 本 QsB Px) 后 又 知 


Vena) — 4 TT xermn), 
于 是 
( I gg ) 一 a” I Bx (gopix)) €E Vosal x’), 
即 证 明了 [Vo.s( CG)]"SVocs(G)， 或 Vo.s(G) 是 容许 子 群 ， 证 


tp 
AID。 


注意 上 述 的 证 明 过 程 ,已 知 
(4 | ix 一 人 er 


即 Vesalx)’—Vo,ax"), 故 特 当 0Q=1(G), 即 4 本 G 时 , 则 c 得 视 
为 由 6 之 元 & 所 诱导 的 同 构 , 即 8 4 ， Vowslx) 8 一 7c- 人 8 xg). 
但 据 定 理 4 的 证 明 方 靶 又 知 
8 Vealx) “有 十 cedkx)。 
改 结果 得 知 : 当 4oG 时 ，, 确 有 
VossAtr) = g cvd(z) “gg = Veralg rg). 

即 又 证 得 下 面 的 

推论 当 A<d6G 时 ， 则 Veralr) 一 Vowalg xg). 这 就 是 说 
6G 中 凡 属 同一 具 思 类 的 元 开 熙 坑 于 郡 内 的 传 给 全 为 相等 的 ， 

如 若 G 是 交换 群 ， 则 4 一 [4,4] 一 1, 故 x* 一 Veral*) 即 
为 CG 在 4 内 的 同 态 映射 ; 且 再 利用 G 之 交换 性 得 


Vesalt) 一 IT iT8 了 (xz) = -(I Bo) a (Te x? 


于 是 又 证 得 了 下 面 的 
定理 6 设 有 限 认 染 嫩 C 之子 登 4 的 天 数 为 "， 即 1G:41 一 


a S51l8e 


”" 则 G 在 4 内 的 传输 = 一 Veealx) 就 是 G 的 自 同 态 x* x" 

这 定理 6 说 明了 : 当 CG 为 交换 群 时 ， 和 欲求 G 在 子 群 4 内 的 伟 
输 , 特 别 简单 ， 即 使 G 之 每 元 * 对 应 于 它 的 = 乘 老 阅 之 CG 的 直 同 
态 ,但 "一 [C:4]， 于 是 就 问 : 当 G 非 交 换 群 时 ， 又 怎样 实际 去 
计算 传输 呢 ?》 实 际 计算 的 方法 如 下 。 

先 确定 陪 集 的 一 组 代表 元 系 , 如 G 一 48i。 因为 对 任 


区 的 C， 已 经 知道 Bit (fz = 1 ， a n) 亦 为 另 一 组 代表 元 系 ， 故 
Agi\ /Ag Li 4 
(0 (os Agax *** ax ,) 
是 了 个 陪 集 Ag1» 182, i “Lp 上 的 一 个 置 换 . 
再 将 置换 (“5 “) 分 解 为 任 环 之 积 , 且 使 任 二 个 循环 因子 无 公 


共 元 , 因为 轩 换 ( 72. ) 是 用 元 x 去 有 和 各 辽 集 而 得 , 故 将 (5) 


ey 每 个 循环 头子 必 是 《48) 
Agix， 4d8ixa Li) 的 形状 〈f 项 循环 )， 于 是 可 假定 置换 


(9 ) 已 分 解 成 "个体 环 之 积 且 第 :个体 环 是 项 勿 环 ,如 


Agi 
( 是 ) ~ II CAiss Atix» La ***, Atix!i!), 
‘Bix irl 


由 是 显然 有 > fi 一 27， 因 Aiixii 一 Atis 而 在 之 和 时， Aix* 半 
A4i, 故 使 iixt7n 之 最 低 次 窟 属于 4 的 其 者 等 于 【6xz 打 1 六 一 4iajz17 1 
因而 lolx)， 县 显然 又 知 4 Dx 有 8 2 
r) 这 5 个 元 得 为 G 关 于 4 之 左 陪 集 分 解 的 一 组 代表 元 ， 

最 后 , 依 定 理 1 可 取 二 ixs fx， zt = 1, 2:,，…7) 
为 代表 元 来 计算 Fevdktz)。， 如 令 符 号 re x"- 表示 元 索 nx xx 所 
在 之 陪 集 Agi 中 的 代表 元 1 ; 则 办 
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: ot- 1 : 
msm 3 Mu 所 GC— 1 上 时， 
fi» 站 ax 一 庆 一 1 时 ， 


下 a r 
Voralx) = A II 11 fix i A II 和 


Et «=0 jul 
(4) 
这 就 是 一 般 汁 算 Vosalx) 的 方 兴 或 公式 
例 1 设 G 一 中 一 长 123)， (124), C125)} 为 五 次 交 < 代 群 ， 
4 一 如一 {C123), (124》} 为 四 次 交代 群 . 试 求 pcs(z)。 但 :一 
《12345 )。 
解 CC 一 -444152) 二 好 (153) 十 A(154) 十 A(14325)， 


而 时 换 ( “) 可 写 为 


E AC152) AC153) A(154) AC14325) 
AC12345) AC345Y} AC23)(45) A(234) 4A(C152) 
二 C AC152) AC153) A(154) | 
AC14325) AC153) A(154) A A(152) 
w= (CA, AC14325), A(152), A(153), A(154)), 


说 明了 这 时 公式 (外 中 + 一 1, 而 f= 二 有 一 5, 但 因 四 次 交代 群 4 
的 换 位 子 群 4 一 多 为 克 莱 菌 四 元 群 ， 故 知 cskzy = 网。 
《12345 六 一 8 为 4/4' 之 单位 元 。 
附注 ” 上面 叙述 这 例 1 的 方法 不 过 是 想 借 计算 传输 的 公式 (4) 
来 说 明 的 .实际 上 ,对 这 例 1 言 ,还 有 较 简 单 的 方法 来 计算 Ve.a(*), 
述 于 下 。 因 为 G 是 单 群 , 故 从 4/AD)<60， 可 知 6 在 4/4 内 的 同 
态 只 能 是 垣 等 同 态 , 即 C 之 每 元 恒 对 应 于 4/ 4 的 单位 元 * 故 当然 有 
Fc-4Kxz) 一 只 ,由 是 可 小 出 计算 传输 的 公式 44) 只 能 供 作 参 考 , 对 具 
体 问题 在 某 些 场合 可 能 有 更 简单 的 计算 方法 ;不 可 拘泥 于 公式 (4)。 
办 2 试 求 G 二 {a, 2&} 在 子 群 El ee 


解 因 na 下 1, b>, 
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Bb’, +-: “》 Br! 为 一 组 代表 元 . 令 x um gp" € ea 则 因 
1 、 这 at br, 
pF Cbarp—l)brt!l a= gitll~p"™t) 。 brtt, 
2 。yY oe {B22b-?) b+ 一 XI 一 ip 一 4) , brr?, 


br—!l “+= Cb? lab Pote™! i Arti~{p—DPs™tl bte—!, 


故 直 接 据 定 义 得 
ce(xz7 到 《1 .zx Ee)(b x. bl) 
。 (5? x. bP). 2 和 五 一 一 ?二 1) 
mm 一 上 1 。 xh-r+l,.. , xb:tl 


‘p+D | 
< 过 ] 一 a ?, 


= (CxO (ab) 到 prar ?+ 
这 同时 也 说 明了 传输 + 一 Veslx) 得 使 6G ~ 4e?} 一 Z(G), 它 实 
际 上 是 使 G 之 元 a*6* 映射 为 a*? 而 得 ， 

另 一 种 方法 : 再 按 公 式 (4) 来 计算 Vowalx), 因 4G, 故 当 
x 一 gb 中 0mod Pp) 了 时, x € 4 bt xced4a 于 是 这 了 时 公式 
(4) 中 + 一 pp, 每 j==1, 故 Ves(x) 二 Vowa(a) 二 A x: brb!*: 
Dro BrbT3 bro NA =A(ab) = Aa = 
at， 再 若 虑 (ps 8) 一 1, 这 时 因 45 x 4B+tx， 且 有 
A Ab + Ab! 

Ab: AbrTl ce, Abatpl 
即 《4) 中 > 一 1 一 太一 bb 故 (4) 式 就 变 为 

Vesalx) = A xtll om dx 一 (an 

oo] 一 a, 


) mn (A,Ab’, ABbir, AD, “yAb?—L), 


me_— pr 
由 这 例 2 也 看 出 利用 公式 《47) 去 计算 ， 反 而 麻烦 些 ， 所 以 公 
式 《4) 只 不 过 是 说 明 可 利用 来 计算 传输 ， 但 一 般 地 说 它 不 是 计算 
传输 的 最 好 的 方法 ， 
问题 ! 间 x 一 Vowelx) 是 G 之 怎样 的 同 态 映 射 ? 又 x 一 
Venlx) 是 什么 样 的 同 态 映射 ? 
问题 2 间 VoseG') 与 G6” 有 什么 关系 ? 但 6 一 [G,G]， 
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$2 单项 表现 


上 节 我 们 直接 引入 了 传输 概念 ， 但 较 传输 概念 意义 更 广 的 是 
单项 表现 的 概念 . 


仍 令 4 为 有 限 群 6G 的 一 子 群 ,其 左 陪 集 分 解 为 6 一 之 ， Apgis 


式 中 > 一 [G:4]。 
今 设 Nd4, 并 用 记号 跑 表示 G 关 于 双 之 所 有 左 陪 集 为 元 之 


集 ,还 特地 令 
Kr Ngr (R= 1s2,.*, 1), 


于 是 pg p> Ln 当然 是 骂 中 的 个 元 (被 此 互 蜡 》. 
又 听 中 的 每 元 之 形状 为 
A Ng ™w Nag: = aNgi om dti(g ™ agis a € A); 
但 因 从 ai 一 aatij 得 aNg; 一 a2N8i;s 48i 一 48i 不 得 不 有 i 一 j， 
改 wN = dN a mn dz (mod N)， 这 说 明了 
i j, 
a me a3 (mod N), 
和 是 则 知 党 0 的 每 元 只 能 用 唯一 的 方法 写 为 x 一 a 的 形状 ， 
即 # 得 唯一 地 决定 了 数码 i 与 商 群 4* = 4/N 中 的 代表 元 a(4 & 
A). 
于 是 令 gig 一 aig8ircp 6 4gipto 时 ,就 有 
2 = Ngig ™ Nai,egiptp) ™ GeN8iP(D ™ ai,gHP(n)s 


如 pi 一 qektipla(i 一 1，2，"…， n), 《1) 
再 将 (1) 式 中 “个 式 子 具体 地 写 出 ,就 是 


Hf Pug pg) 


A on| 


= a 
Hag welt pig) 


Teens 
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因 之 ， 若 将 群 G 之 元 8 形式 地 看 做 以 pg， 42，“……， ps 为 基底 的 形 
式 空 间 中 的 线性 变换 , 则 (I) 中 个 式 子 表 示 著 这 样 的 管 义 , 即 相 
应 于 每 g€ G 就 有 一 个 确定 的 ”级 矩阵 
Me 一 《arz)s 
使 Ms 之 第 i 行 第 站 看 列 交叉 处 的 元 为 aig (i 一 1， 2， -70)， 而 
其 他 位 置 的 元 全 为 零 、 换 言 之 ， 先 将 # 级 单位 矩阵 En 的 第 1, 2， 
…， 汪 列 顺 次 换 为 第 15， 272 ,nr 列 , 再 将 所 得 的 排列 矩 
阵 中 的 i Xi? 个 处 的 1 换 汶 46,6. 
因为 pl(g8 )=(pi8)8 = (Canal peg) 一 apeairm Lp)Pe’ 3 
且 由 (1) 式 直接 又 有 p88') 一 osertnzers 天 据 表示 法 之 唯一 
性 , 必 有 
ee IP (j= 1 2 1 ) 3 
aign jp aisg (mod N). 
这 说 明了 PCg)P(g’) = P(gg') 一 一 这 早 在 $1 定理 2 的 推论 2 中 
就 证 过 ; 并 说 明了 短 阵 Mrr 一 《aigg') 的 第 i X P22 7 处 的 元 为 
qzieait(),e《mod N)， 然 而 Ms 之 第 i 行 是 
C0, ,0, airy 0 ***, 0), 
而 Me 的 第 iure 一 iree 列 是 
0 


0 


于 是 根据 矩阵 之 通常 的 魏 法 规则 去 实行 MeMw， 可 知 MoM py 的 
第 = X Fe 处 的 元 为 12 PC 故 证 明了 M gp == MiMsg', 这 


是 说 映射 g 一 M， 为 群 G6 的 一 个 表现 ,叫做 6 的 单项 训 现 . 
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因为 这 单项 表现 中 每 个 矩阵 Ms 之 元 或 为 零 或 为 商 群 4* 一 
A/N 的 元 (用 陪 集 之 代表 元 代替 之 )， 故 有 时 为 清楚 起 见 就 将 M 
记 为 M 失 ， 即 M 扫 一 Me 而 将 这 样 一 些 答 阵 所 成 的 集合 记 为 
Me 一 1 加 ,于 足 有 

G ~ ME = Mo, 
这 个 同 态 的 核 玉 是 由 CG 中 这 样 一 些 元 素 8 组 成 的 , 即使 Ms = 
王 必 mod N), 因而 共 充 要 条 件 是 置换 


1 2 a Ee 
(es 2F(2) mr ) 
为 恒 同 置换 主 且 每 个 we €E N， 与 它 等 价 的 条 件 是 gig € Ng;， 即 
Eg EgTiNgi (i 1,2,.…… ,1H), 故 核 玉 一 门 grovgi。 
i=1 


于 是 证 得 了 下 面 的 
定理 1 设 在 限 合 G 关于 邯 从 4 的 车 陪 集 分 解 为 


CG-= > Agi. 
若 NN<A, 并 令 pi 一 Ngi Ci 一 1, 2，，…*，#)， 随 而 从 8:8 二 4i,s8 i 
得 pig 一 esp rm? 那么 G 之 每 元 8 可 对 应 于 一 个 = 级 每 阵 M2*， 


使 它 的 第 x rw? 处 的 元 为 ois (mod N) Ci 一 1 5) 而 其 他 
位 壮 的 元 使 是 0， 上 且 昧 身 
ea 


和  0 


及 一 下， g7'Ng;。 简 记 这 同 态 关系 为 G ~ M8*(=Me). 


这 里 应 注意 的 是 : 定理 1 内 单项 表现 中 的 每 个 矩阵 Ms 不 仅 
是 与 6 之 元 8 有关， 而 且 还 与 G 关 于 4 之 左 陪 集 分 解 中 的 代表 元 
系 gs gu，*“*， gs 的 选择 有 关 ， 于 是 问 : 当代 表 元 系 不 同时 ,属于 
各 个 代表 系 的 单项 表现 间 的 关系 怎样 昵 ? 

今 设 gs 23 ey Ba 是 另 一 组 代表 系 , 即 8; 2 aii ( =— 1,2, 
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“ai € A4, 夫 而 dg 一 Agi,G = >, 4g:。 再 仿照 上 面 说 


的 那样 ,又 可 作 形 式 空 间 对 的 另 一 组 形式 基底 1， mw，***…， 2s， 即 
p= Ng (f= 1,2, ,7),.. 于 是 , vy; = Ng; = Naigi o diNgi = 
astts 即 新 旧 形 式 基底 间 的 关系 是 
vi aui(i = 1, 2, :1)s (2) 
但 gj; 可 取 为 陪 集 aiN 一 Ya 中 的 任何 元 . 
由 是 ,如 作 变 换 和 矩阵 了 一 diag (el ea， as) 时 , 则 (2) 式 
可 以 形式 地 表 写 为 矩阵 的 形状 ,如 1 


切 Lr 
» 了 
Dr Hs 
又 (1) 式 也 可 形式 地 写 为 知 阵 之 形 , 如 
Fb 如 1 
128 | 一 | 心 并 
Ling ln 
故 荐 令 对 新 形式 基底 wm 4 一 1， 2，。 言 ，G 的 单项 表现 为 
g 说 租 ,, 则 间 样 有 
mg 


YE | 

wa) \y, 2 
因 之 ， Sd et 山 ， 并 令 Tm diag (ai'， 
a7! 3 A 1) Cmod N), 就 得 到 


J yD 
Hc- 了 T lm 一 和 MT 一 :| 
Dy Ju 


于 是 再 据 表 示 的 唯一 就 不 付 不 有 
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en de Par ne ein ei 


,= TMT (mod N). 
故 又 证 得 了 下 面 的 


二 和 二 i=1 


Agi= Agi, 随 而 8 六 一 bis85)， 政令 5 一 Ng 时 则 有 3 一 Orepiete， 
那 么 所 得 到 的 G 之 另 一 个 单项 表现 
gr > AM, = 一 《4 ss 


ss TM eT™! (mod wy 

同样 ,当代 表 系 fl 82，……, gs 昌 男 定 ,但 先后 次 序 更 改 了 , 例 
如 说 一 gh 一 Bb" gn 一 gtr; 其 中 多 ,如 是]1， 
2,…， 的 一 个 排列 ,那么 这 时 (2) 式 就 变 为 ww 一 pews 随 而 这 时 
令 了 表示 这 样 的 矩阵 , 即 其 元 全 为 0, 除了 第 1: xX; 处 可 为 N 之 任 
意 元 ii 外 Gi 一 1;2,-…,#), 则 7 表示 在 第 大; X 处 的 元 为 
z 而 其 他 位 置 全 为 0, 也 有 类 似 定理 2 的 结果 , 即 

推论 和 1 和 人 a 代表 下 脂 B13 Es Te 


® 


证 明 的 详细 推导 就 留 给 读者 . 

单项 表现 的 意义 既 明 ， 下 面 就 间 六 一 工 以 及 丸 一 4 时 所 成 
的 两 个 特殊 单项 表现 究竟 是 什么 表现 ?并 讨论 它们 与 一 般 单项 表 
现 的 关系 . 


当 N 一 4 时 ,由 G 二 >》 Agi; 即 知 台 含有 # 个 元 ,为 二 Agi 
i=1 
Gi m= 1, 2， 人 n)s 因而 Hig 人 一 & rp? 改 这 时 Ms 即 为 


排列 矩 降 ,也 就 是 Ms 为 将 单位 矩阵 5, 的 第 i 列 (i 一 1,2,……， 
#) 调换 成 为 第 志清 列 后 所 成 的 矩阵 。 所 以 这 时 的 单项 表现 就 像 
上 册 第 三 章 $6 里 面 所 说 的 正则 表现 相 类 似 ， 不 过 要 注意 它 不 是 
一 群 的 正则 表现 ,因为 3 不 成 群 ( 因 A 非 G 之 正规 子 
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一 一 -一 -一 一 一 一 一 -一 一 一 -一 一 -一 一 人 


群 ) 且 wg 一 Hp(a) 中 的 8 又 不 为 其 px 的 绿 政 ， 
至 于 在 N11 时, g 一 Mf 二 (qj,s)》 中 4 之 元 qi 是 这 样 得 


来 的 ; 即 从 G 一 > 4 而 对 和 gcG 令 88 一 airgipzl 就 得 到 .4 


中 由 & 所 唯一 确定 的 元 . 由 定理 1, 知道 这 时 间 态 的 核 天 一 1, 故 
单项 表现 5 一 ME 是 同 构 表 现 , 即 G 守 ME. 

有 开局 则 三 的 生生 证 W 本 

用 下 述 的 方法 去 求 得 : 即 只 将 ME 一 《ass) 中 各 元 are 换 为 陪 集 
Na 一 apps 的 任何 代表 元 就 得 到 单项 表现 g 一 M 纪 . 

例 1 设 G== {qa, boa = 1 b =a, bab 还 a-1《 即 G 为 

四 元 数 群 ),4 一 {a}sN 一 Z(G) 一 {9}， 试 求 ME 及 MY*。 并 
求 Mt 1. 

” 解 因 G 一 4+ 44 说 明了 1, 5 为 陪 集 分 解 的 一 组 代表 元 ， 
今 用 B13 B82 分 别 表示 lb, 又 因 G 之 元 8 或 为 人 形 或 为 a* 上 5 形 ,和 而 
ee 

Sf 到 8220 ba 一 qh—=a gy, glb— bab=a b= a Tg, 


故 M&( 之 G) 中 分 别 与 G 之 八 个 元 对 应 的 矩阵 为 
a a a™! 
1(。 小 “一 人 (。 ,小 “(0 2 oo 。) 
so (1) 0) 2 (0 "). 


于 是 将 a? 换 为 1(… Ne 一 NN) 即 得 MEN 之 各 元 为 


Ne 
0 1 0 «a 


0 人 0 
A (d,s 
Mb ~(。 | Me 一 人， ， 
Mg 一 小 MA ): 
[24 
MAD = (， > Mr 人 
1 0 a 0 


527 。 


于 是 ， M2 之 各 元 为 


用 MLA J MA4 ms MA en 


A A me MIATA sm NMA AN mr AIN 0 1 ， 
MIA me MA mm MA a MA 和 , ) 
例 2 设 6G 一 5, 为 3 次 对 称 群 ,4 一 {(12)} 为 G 之 二 阶 德 
环 子 群 . 试 求 ME 及 Mg4. 
解 因 G 4+4， 0 (23), a 
2, 3); 


8 人 12) 一 (12)》 gs g2°C12)=(12) .easy Ba(127) 一 《12)，82; 
gi*(13)=1. g,, g2C13)=—1 + gi gC13) = (12) pg; 
g1'(23)=1 + g,, g2°(23)=(12). gy ga°(23)= 1. gi; 
g1°€123)=€12) * g, B2123)=1. g;, g3°(123)={12) . gs 
g1°(132)—=(12) + gs g2°C132)=(C12)- B13 g3°(132) 一 1 g; 


收 M 系 宇 G) 之 六 个 元 为 


1 0 0 (12) 0 0 
“| 1 中 wo- 0 0 on) 
1 


0 0 0 (12) 0 


0 1 0 0 0 1 
ME = 1 0 他 $ Més = 0 (12) 0 9 
0 0 (12) 1 0 0 


0 {12) 0 0 0 (12) 
we -| 0 0 ea -cts 0 0 | 


(12) 0 0 0 1 0 
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又 Mi 4 之 各 元 为 


0 0 

M4= 0 |， ME 一 ，M 桔 一 | 
0 

1 0 

M 人 0 |， 人 -MM 的 -=| 1 
0 0 


下 一 个 问题 是 癌 单项 表现 与 传输 究竟 有 人 怎样 的 联系 ? 

我 们 知道 : 建立 单项 表现 的 概念 是 取 G 之 子 群 4 的 任意 正规 
子 群 N 为 基础 的 。 这 时 ， 虽 然 建 立 了 矩阵 M 纪 的 意义 ， 但 由 于 
47N 一 般 不 是 交换 群 ， 故 不 能 像 通常 一 样 可 从 矩阵 Mf 去 建立 
行列 式 的 概念 。 若 取 NN 一 二 一 EL 4] 为 4 之 换 位 子 群 , 则 47 
N 一 4/4' 就 是 交换 群 了 , 因 之 这 时 的 单项 表现 Mg8 4 一 Mc 中 每 
算 阵 M 之 元 或 为 0 或 为 交换 群 4* 一 4/4 之 元 ( 即 4 关于 4 之 
陪 集 的 代表 元 ) 于 是 能 像 通 常 一样 由 Me 可 引进 行列 式 det Ms 的 
意义 ,只 是 这 时 不 需要 冠 以 正 负 号 ;例如 当 


0 a 0 
0 09 As 


时 ,就 定义 detM 4 二 a19z20;。 因为 Ms 中 的 元 a 能 用 陪 集 4'4j 一 
ad 的 任何 元 替换 之 , 故 实际 上 应 定义 
detM i 岂 A aaza9 《为 商 群 4/4' 之 元 )。 (3) 
由 这 定义 ， 易 知 det Mg, = det Mo Me, = det Msg, * det Mg,s 
故 映 射 g 一 det Mr 为 群 G 在 交换 群 4* _ 4/4 内 的 一 个 同 态 映 
射 ,因而 有 


吕 OF 
Lm 
DOD DO ” 
DD 
a 
a Bd 


I 
0 
0 
0 
0 
1 


DO ODT ~ 
上 OO ”~ 


G ~ HEA* = 4/A'. 
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这 个 同 态 的 核 是 凡 由 det Ms = 4' 的 G 之 元 8 所 组 成 ， 
然而 g 一 det Ms 究竟 是 怎样 的 同 杰 映射 呢 ? 这 就 要 闪 寂 到 MM。 
之 形成 的 方法 .我 们 知道 : 当 6 = 访 ) 4g; 时 , 若 令 gig 一 Greg pay 


就 有 Ms == (1,8) PB] 阶 矩阵 Meg 的 第 ixX ir(E) 处 之 元 为 Mig 
《mod 4') (i 一 1, 2, …,#) 而 其 他 位 置 之 元 为 0， 于是， 由 (3) 


式 知 det Me 一 他 To 一 人 了 egg 恰 与 $1 的 (1) 式 
i 二 1 timw]1l 


中 的 Vozlg8) 一 致 ， 这 是 说 此 时 的 上 映射 g 一 det M6 就 变 成 了 $1 
的 传输 g 一 Vc.x(g)， 这 就 训 明 了 单项 表现 与 传输 的 关系 . 

问题 ! 利用 单项 表现 ,重新 给 出 $1 定理 1 的 一 个 简捷 的 证 
朋 . 

问题 2 若 4 二 1， 则 G 在 4 上 的 单项 表现 Mé# 为 正则 天 
现 . 

问题 3 试 从 右 陪 集 分 解 的 观点 重新 建立 单项 表现 随 而 传 
输 的 概念 . | 


$ 3. 传输 的 简单 应 用 


这 一 节 是 传输 理论 的 一 个 简单 的 应 用 。 主 要 是 解决 下 面 的 商 
阎 特 定理 (定理 2). 

首先 来 谈 一 谈 利 用 传输 概念 可 证 明 一 个 与 换 位 子 群 及 中 心 有 
关 的 命题 , 即 

定理 1 设 肥 为 有 限 群 6 之 子 群 . 若 ([6:H], [H:H]) = 
1, 则 HNG'NZ(COIERH., 

于 是 特 当 玉 是 襟 换 子 群 且 (LG:HI, oH)) 一 1 时 ,就 有 

HNG'NZ(G) = 1. 
为 此 , 需 先 证 明 
引 理 1 设 4<<6G,x&《2(C). 车 [G:4]=n, 则 Vewalx) 二 


证 明 设 G= >，,48， 依 ;1 定理 6 后 面 的 叙述 可 将 置换 


=1 


Ag; 
( 分 解 为 + 个 循环 之 积 使 第 :i 个 循环 为 fi 项 循环 ,如 


pg; 
， ) > ll (41 YY /Alix’, “yy ALix!'™!), 
‘pix ?21 


因而 以 Eis ixy fix tixir! (# “= 1],2,***, +) 为 陪 集 之 代表 
元 系 , 就 得 知 


Ve.alr) = A'- I 8 
i=1 


但 x€ 2(G), 故 tixfirl ~ xii, 于 是 Vewalx) 一 人 了 入 一 《ro 


证 完 . 

定理 1 的 证 明 令 xePnec'nzc). 于 是 从 x&€ Z(G) 而 由 
引 理 1 就 得 到 Vow(x) 一 二. x5 可 ,再 从 x€G' 而 据 引 1 定理 2 
的 推论 1 又 得 reals) = H, 故 :x 一 H, 中 ze ET 
但 ze 号 又 说 明了 xz 好 为 商 群 恕 /好 的 元 ,因而 (xH DW 为 商 群 
H/H 的 单位 元 , 即 xz 一 下, 茅 xIH:HN] € 五 . 改 再 据 XIG:H] € I 
及 xzta0E 本 ,以 及 ([G: 互 ]，[: 厂 ]) 一 1， 就 不 得 不 有 x EH. 
定理 在 证 完 ， 

为 了 解决 本 节 的 主要 问题 ,即席 赛 特定 理 , 先 证 明 下 面 的 

引 理 2 设 有 限 群 G 之 西 洛 p 子 群 P 的 两 个 子 集 天 与 工 在 
了 了 和 是 放风 ( 半 汪 好 双 和 x EP 恒 有 siRx K 与 ee 


恩 - 

”事实 上 ,由 题 设 已 知 PSENe(K) 及 PENe(L)。 又 据 题 设 知 有 
8EGC 使 工 一 的 天 8， 故 Nel(L) 一 8 Ne(KE) : 8g。 于 是 再 利用 
PSNelK) 可 知 

pg 'PgCg!. Ne(KE) g — NeL). 
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既然 P 与 g7Pg 都 在 Nec( 工 ) 内 : 故 它 们 当然 是 Nec( 工 ) 的 西 洛 关于 
群 , 因 之 必 有 he Ne(Z) 便 
P= ii(g Pe)h = (gh)!P(gh), 
即 gh € NeKP)， 而 这 时 又 有 
(ga) IK(gh) 一 big Reh lLh = 1L, 
即 说 明了 天 与 蕊 在 Ne(P) 内 的 共 辊 性 证 完 . 
现在 来 谈 本 节 的 主要 问题 , 即 
人 之 西 洛 Pr P .包含 在 


和 


(GD [6: 0 
C3) ?为 入 在 6 由 的 补 于 性， 


系 . 

” 证 明 PSz(NeP) 已 说 明了 P 是 交换 群 , 放 P = [P,P]= 
1( 注 意 PZ(NelP)) 当然 说 明了 当 x € Nel(P) 时 也 必 有 * 与 P 
之 各 元 可 交换 , 即 x &€ ZolP), 故 不 得 不 有 Ze(P) 一 NelP), 反之 ， 
ZolP) 二 NelP)>PGNc(P) 二 Zo(P),， 即 P 之 各 元 与 P 之 每 元 可 交 
换 , 即 中 交换 ,因而 PESZCNe(P))). 故 G~ Vaspt G) 三 P; 若 令 这 同 
态 的 核 为 并, 则 G/K 二 Vewp《G)SSP; 式 中 外 合 且 仅 含 使 Vowp(x) = 
1 的 G 之 元 x。 

如 果 能 证 明 VerplP) = P, 则 从 VorpCP)S Vorp(G) 生 P, 当 然 
应 有 Ve G) mm P, 故 再 利用 
G/K~Vewp(G) = PF, | 

就 得 到 ITC:K] 一 okP)， 间 题 就 完全 解决 了 。 所 以 今后 的 任务 是 
证 明 了 cr(CP) 一 P。 述 于 下 ， 

因 Vewrlx) 与 陪 集 分 解 之 代表 元 系 的 选择 无 关 ， 改 当 *6EP 


时 ,从 陪 集 分 解 G 一 了 ) Pgi 得 另 一 陪 集 分 解 G 一 了 Pgiz 后 ,如 
i=1 t=l 
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同 在 $1 定理 6 后 面 亿 述 的 那样 可 把 置换 (= 8 ) 写 为 循环 表示 ， 


Pe 
如 (， 8 )- I Ge Pixs Pin, *, Piix!i™!), 
Pg;x 


部 等 于 > 个 循环 之 积 ， 而 第 ; 个 循环 因子 是 项 的 循环 ， 由 是 
Verplx) 一 ] az， 但 因 xiiz71E P) 与 x!KE 了 ) 在 G 内 共 圈 ， 
县 电 P 之 交换 性 又 知 它们 在 P 内 当然 是 正规 的 ， 故 据 引 理 2 得 知 
tex 站 1 与 x! 在 Ne(P) 内 共 氏 , 即 有 卢 E NeCP) 使 xtitrl 二 hx 
然而 从 PSZCNcCP)) 又 知 zi hixiihp， 因 而 ixii17! 一 内 ， 即 
Vorp(x) = TT 下 H 2 1 但 (LG: Pl], 
olP)) 一 1， 故 当 * 胞 遍 已 时 ，xtc 涪 一 x* 也 胸 遍 P, 于 是 等 式 
Vesp(x) 呈 x"?《 当 x* 有 跑 壳 了 时) 就 是 够 说 明 VosrlP)》 一 P， 故 定理 
2 证 完 . 

得 赛 特 定理 说 明了 : 设 P 为 群 G 之 西 洛 pF 子 群 ， 当 P 刁 
ZCNcP)) 时 (或 与 之 等 价 的 是 Zc LP) 一 Ne(P))，G 必 有 一 正规 
子 群 NN 使 指数 [G:N] 等 于 of(P)。 为 今后 叙述 简洁 起 抑 就 叫 这 六 
为 G 之 正规 p- 补 ， 于 是 P 己 ZCNelP)) 是 GC 有 正规 pp- 补 的 充分 灯 
件 ， 注 意 PSZCNe(P)) 决 不 是 G 有 正规 p 补 的 必要 条 件 , 例 如 第 
零 群 必 有 正规 p- 补 ,但 西 洛 p- 子 群 不 必 为 交换 的 ， 

既然 知道 PS ZCNelP)) 就 能 保证 G 有 正规 p- 补 ,于 是 欲 间 G 
是 否 有 正规 z- 补 ， 就 自然 会 问 是 否 有 P 己 ZCNelP)).。 所 以 决定 
PSZ(NeLP)) 是 否 成 立 的 条 件 是 一 个 非常 重要 的 问题 ,定理 3 解 
次 了 这 个 问题 , 即 

定理 3 设 P 是 有 限 群 6 之 西 洛 p 子 群 , 则 PSCZCNeCP)) 的 
充 要 条 件 是 (oCG' )， p) 一 1， 但 G: 一 [G，G1]. 

证 明 当 PSZCVe(P)) 时 , 据 定 理 2 有 4dG, 使 fc:4] = 
oP), 好 G AP 且 ANMP 二 1, 故 G/4 之 P, 因而 从 P 之 交换 性 知 
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G/4 交换 ,而 应 有 G' 一 [G, CjS4， 故 ofc')lo(4)， 由 是 再 握 
(ol4), p) 一 1 得 (olG'), Pp) 一 1, 即 条 件 的 必要 性 获 证 . 
反之 ,车 (ol G6’), py=1, 则 G 门 P 一 1， 故 当 1 ENcCP) 时 ,只 
要 >xEp 就 及 ixrEpP: x-ttrt €E P， 因 而 不 得 不 有 xrwi€ 0 站 
P= 1 xt 一 x， 郊 PCZCNo(P)), 证 明了 条 件 的 充分 性 ， 证 完 . 
推论 。 若 p1o《G) 县 (olG'),p) 一 1, 则 G 必 有 正规 p- 补 . 
利用 斑 赛 特定 理 ， 可 以 得 到 一 系列 的 结果 。 例 如 判断 有 根 群 
是 否 为 单 群 , 则 有 


CD 队 或 能 铬 12 整除 

Ci》 芥 或 能 于 字 的 最 小 素 轩 数 的 立方 所 才 除 . 

证 明 设 单 群 G 之 阶 oCG) 为 合成 数 , 因而 G 不 是 交换 群 . 今 
令 p 是 olG) 之 最 小 素 因数 ， 假 定 p 冲 oC6) 的 6 二 2， 我 们 的 目 
的 就 是 娶 江 明 p = 二 2 且 121o(G)， 

事实 上 , 取 G 之 一 西 洛 p- 子 群 P; 则 因 oCP) 二 p: 中 的 3 所 2; 故 
P 为 交换 的 ,因而 由 6G 之 单纯 性 提交 赛 特定 理 则 知 PZCNelP))， 
即 有 :€ NoelP) 使 1 不 能 与 P 之 每 元 都 可 交换 ,于 是 从 tIPt=P 可 
知 上 能 诱导 出 了 的 一 个 非 恒 局 自 疝 构 ， 也 就 是 说 对 任 xeP， 上 映射 
xz 一 妈 一 扩 ir 为 了 之 非 恒 同 自 同 构 , 吧 ez 交工 

因 己 是 we(CP) 中 唯一 的 一 个 西 洛 p- 子 群 ,; 故 NelP) 中 凡 阶 为 
p? 短 的 元 必 在 P 内 ， 因 而 从 :EP 得 知 olz) 一 至 少 含 一 个 素 因 
数 所 p( 当 然 ,m 中 任何 非 p 的 素 因 数 都 大 于 p), 故 mm 一 ol#) 一 
Pim 式 中 力 委 4 委 8 委 2 175 症 1 且 mi 之 任何 案 因 数 都 大 于 p. 
由 是 ,从 oCG"m) = p* 知 1™EP, 故 由 P 之 交换 性 即 知 由 zw 所 诱导 
的 P 之 自 同 构 为 1, 即 om 一 1, 或 对 任 x 《PP 有 xz” 一 mtrl 一 

今 能 断言 了 不 是 循环 群 . 因 若 忆 循 环 , 则 oC 4(P))= pCp*)]p: 
(Pp 一 上 DDC.WB8 寺 2), 故 or?9-D 一 1; 又 因 sm 的 任何 素 因 数 大 于 yp， 
若 《ms plp 一 1)) 一 1, 于 是 从 om" 一 1 一 o?9-1) 即 得 go 玫 1 而 
与 c 兰 1 荆 相 了 矛盾 ， 不 可 .所 以 说 了 不 是 循环 群 ， 由 是 必 有 5 一 2 
且 P 了 是 户 阶 初等 交换 群 ， 因 而 o 《4(P)) 一 (p' 一 1)(p’' 一 pp) 二 
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plp a 1}Cp 十 1)， 就 有 Ce2 人 mt 一 1 . 
又 可 断言 p 一 2. 因 若 p 之 2, 则 从 2 二 1 一 . 2 即 得 二 :< 


p， 可 知 p 十 1 不 能 被 大 于 的 素数 整除 ,因而 (pCp 一 1 Xp 十 1)， 
zi) 二 1, 故 由 om 一 1 及 of-DWtD 一 1 得 o = 1, 显 非 所 许 . 所 
以 说 必 有 p = 2， 

于 是 ,十 1 一 3, 政令 of(c) 一 大 时 , 则 从 《la 及 iplp 一 
1)*Cp 十 1) 一 6 以 及 这 时 的 (mw PP) 《ms 2) 一 1《 因 之 mi 是 
奇数 )， 就 知道 必 是 不 一 3， 妈 NeC2) 有 阶 可 被 3 整除 的 元 素 1， 
因 之 27,.3 一 121o(Nc(P))， 故 121o《G), 证 完 . 

利 几 革 交管 是 于 下 引 下 加 

证 明 假定 oCG) pt (因为 "< 
时 ,G 当然 是 可 解 的 )。 今 归纳 地 假定 : 当 群 之 阶 的 不 同 素 因数 之 
个 数 不 超 过 + 一 1 时 ,我 们 的 定理 是 成 了 的 . 

设 p 是 o(G) 之 最 小 素 因 数 . 取 G 之 一 西 沼 扩 子 群 忆 . 由 上 其 
第 一 章 $ 9 定理 5, 已 知 NeCP)/ZeCP)IS4CP)， 因 而 有 oCNekP)/ 
ZelP)) ol ACP)). 

设 o(P) 一 p"， 则 了 之 循环 性 保证 了 oC(4(P)) 一 (9) 一 
p”(p 一 ] )s 以 及 PEZe(P) 因而 就 必 有 (oCNe(P)》/ZAP)),p) 二 1， 
故 结果 有 

ol NeCP)/ZeP)) NCp — 1). (1) 
因 乡 是 oCG) 的 一 个 最 小 素 因 数 ， 故 欲 (1) 成 立 ， 只 能 是 
Ne(P) = ZelP), 因而 PSEZCVeCp))， 据 斑 赛 特定 理 知 有 使 
KE<dP,G= KP, KNP=! 
之 太 存 在， 又 操 妇 纳 法 的 假设 得 知 K 为 可 解 群 , 因 而 从 G/K 守 P 
即 得 G 之 可 解 狂 ， 证 完 ， 
由 这 定理 5, 即 得 直面 的 
推论 考 有 限 吾 之 阶 o(G) 无 平方 因子 ( 即 %(G) 等 于 不 局 
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利用 斑 赛 特定 理 ， 固 然 解 决 了 凡 西 洛 子 群 均 为 循环 的 有 限 群 
必 是 可 解 的 ,也 这 样 可 解 群 的 构造 究 竞 怎 梯 呢 ? 为 此 , 先 证 明 两 个 
引 理 . 

引 理 3 在 群 C 之 换 位 子 群 的 序列 


共生 ' 忆 CowDD. 。 .二 GDGurbctttD 
中 着 6 716“ 与 67GA 部 是 舌 环 的 (之 1), 则 党 有 


GEtD ee GA 
《G 有 限 无 限 均 可 )》 
证 明 令 日 ~ GD/GK1D [KK 一 1 时 GD 一 G], 于 是 ， 
=- [HBH, HI] 让 GOODAGIE+D， H’' -= [HY', 五 "] a CHIDA CCkt2)， 
因 假 定 了 WH” 是 循环 , 故 可 令 H” 一 {ej， 于 是 
Za(H"') = Nn(a). 
然而 NaC )/ZpCH”) 二 5 40CH”") (上册 第 一 章 $9 定理 5), 故 
从 H' 一 {a} 之 循环 性 知 4CH") 交换 ,因而 Na(H”)/ZalH”) 交 
换 , 故 
[NACH”), Na(H”)IEZaH") ~ Nala). 
但 FAR 已 保证 了 Na (H') = 日， 故 上 起 则 表明 了 HH 一 [万 ， 
日 ISENn《a)， 即 H 之 每 元 部 与 a 可 交换 , 因 之 下 之 每 元 得 与 H” 
的 各 元 可 交换 , 故 由 HH"SH 就 不 得 不 有 H”"SZ(H). 于 是 
H/Z(H) 一 (CAE Z(H YH", 
因而 再 由 HY/H” = GWY/GUtD 之 循环 性 又 知 H'/Z(H') 是 循环 
的 ; 故 H =<[H, 五 ] 必 为 交换 群 (上 册 第 一 章 57 的 定理 10), 于 是 
有 H" 王 1, 即 CetD 一 CH 证 完 . 
引 理 4 车 存 限 流 之 本 次 于 悦 部 是 第 环 悦 ， 则 换 位 子 群 6” 


和 


证 明 “首先 应 注意 的 是 ， 当 C 之 西 洛 子 群 孝 是 循环 群 时 ， 屠 
未 c 之 任何 子 群 的 西 洛 子 群 也 都 是 循环 的 ， 又 G 之 任何 商 群 的 西 
洛 圭 群 也 都 是 循环 的 。 这 些 都 容易 理解 。 

若 G 交 换 ， 则 G 为 西 洛 子 群 的 直 积 ， 因 而 掘 西 洛 子 群 的 循环 
性 可 知 G 此 时 必 为 循环 群 ， 故 6' 与 G/G' 为 循环 自明 (实际 上 有 
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G'=1 及 G/G = 0). 

若 G 非 交 换 , 则 因 G6/G’ 之 西 洛 子 群 均 为 循环 的 ，、 获 由 G/G 
之 交换 性 即 得 G/G” 必 是 循环 的 。 于 是 剩 下 只 要 解决 G' 是 循环 
的 就 行 了 . 

事实 上 ,由 GG/G"” 与 6"/G” 之 交换 性 ,以 及 它们 的 西 洛 子 群 
”都 是 循环 的 , 即 知 G'/G” 与 G”/G” 都 必 是 循环 的 , 故 由 引 理 3 则 
得 G”=G”。 歼 再 据 定理 5 即 G 之 可 解 性 就 不 得 不 有 G” ”==G" 一 

-一 1 因而 C>G> Ga1, 于 是 G /6G” = GG’ 之 交 锅 性 以 

及 其 西 洛 子 群 的 循环 性 ,就 保证 了 G' 是 循环 的 。 证 完 ， 

反之 , 当 G 与 G/G' 都 为 循环 群 时 , 则 G 之 西 洛 子 群 怎样 , 沿 
未 完全 解决 ;但 车? 为 oC(G2 之 最 小 素 因 数 , 则 西 洛 p- 子 群 确 为 血 
环 的 ， 读 者 如 感 需要 ,可 参看 Amer, Math. Monthiy (1977), No.7 
(Cp. 577). 

由 引 理 3 与 引 理 4, 就 可 以 解决 西 洛 子 群 全 为 循环 的 有 限 群 
之 构造 , 即 下 面 的 
{e， 6} 且 具 害 义 关系 | 

Ki》 a ls, braml, binb — q's 

(Gi) nm — olG); 

(iiy (#3 Cr Oo 1m) 1; 

(iv) rr” em 1 Cmodn). 

证 明 先 假定 6G 之 西 洛 子 群 都 是 循环 的 .由 引 理 4 知 G' 与 
G/G' 都 是 循环 的 ， 故 可 令 G 一 {a} 及 G/G’ 一 {15G]， 即 G 一 
{a，5} 为 G' 被 循环 群 6/G’ 之 扩张 。 故 车 oCa) 一 ofG71G ) 一 


| 即 7 = A’, 并 令 blab w= 04”, 则 所 管 尔 特定 理 知 olG) 人 


且 r” 亚 1 (modw), 即 (ii) 与 (iv7 成 立 ， 
因 C 一 {a, 5} 之 每 元 可 窟 为 a*b* 形 , 且 因 
Garon) arb) (abe aug) 
= (bahbe emma pap ) 
= (bhigT ub (Cor bt (Bralbr: ) 
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FE f 一 外 
为 整数 , 故 G 中 每 个 换 位 元 都 中 ea 一 的 需 ， 因 之 G' 中 每 元 也 等 于 
ar 一 的 宕 ,因而 当然 有 a 一 oe 路, 不 得 不 有 (+r 一 1)4 二 1 (mod 72)， 
随 而 (+ 一 1, ”>) 一 1; 故 再 由 起 尔 特定 理 得 xr 一 1) 0 (mod 7) 
后 就 应 有 6 (mod >)， 即 如一 1 证 明了 (0). 


最 后 , 若 有 一 素数 p 使 bjn 及 plm， 刚 令 zx 一品 , y 一 妈 时 ， 


就 有 一 1 一 ?yxy 一 im (rm 一 洛 ), 故 据 告 尔 特定 理 知 昌 一 
{x,y} 为 G 的 产 阶 子 群 《vf 一 1” 有 1 (modp))， 因 之 理 是 交 
换 的 而 有 xy = yx, 于 是 日 中 每 元 ( 志 1) 的 阶 为 p， 即 妃 不 是 循环 
的 ,与 题 设 矛盾 了 ,不 可 . 故 必 有 (wm) 二 1, 因而 (ay (7 一 1)mm) 一 
1, 即 《ii 为 真 。 证 明了 必要 条 件 ， 

再 假定 群 G 一 {a, 5b} 满足 定义 关系 (i), (i,《 进 ), Civ). 条 
侍 《i) 说明 G 为 mn 阶 的 ， 故 再 由 条 件 Ci) 与 (iv) 而 据 专 尔 特定 
理 知 4 阶 循 环 群 {a} <G, 且 G/14a} 为 m 阶 循环 群 。 由 于 

[a Bb] = oblab 一 ALEG "mG, G], 

且 据 条 件 (i) 知 有 (7 一 1,w) 一 1, 即 {a} = {aSG'; 但 从 
G/1a} 之 交换 性 又 有 CS{e}。 改 结果 得 知 6' 一 {4}, 随 而 G/G” 
《之 {42}) 亦 循环 。 

由 于 otG) 一 mn 及 (n,m) 呈 1 可知 当 案 数 pin 时,G 中 每 
个 西 洛 p- 子 群 P 必 为 6 一 a} 的 子 群 ， 因 而 是 循环 的 ; 若 站 | 和 
则 G 中 每 个 西 洛 p- 于 群 P 与 G 一 {x} 除 单位 元 外 再 无 公共 元 ， 
因而 从 G/G 之 循环 性 及 关系 式 

G/G'GP/G’ 全 PenPwP 

又 知 了 为 循环 的 ， 条 件 的 充分 性 也 获 证 ， 

这 一 节 的 主要 问题 是 辛 赛 特定 理 ( 定 理 2), 利用 它 已 得 到 上 
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述 的 定理 4， 5, 6， 斑 赛 特定 理 的 结论 是 涪 有 限 群 G 有 正规 刀 补 . 
由 是 可 知 有 正规 p- 补 的 有 限 群 的 重要 性 , 因此 对 这 样 的 群 特 给 以 
命名 , 叫做 p~ 畴 零 群 。 下面 我 们 还 要 对 p- 窜 零 群 作 深入 地 探索 ， 
本 节 到 此 结束 . 

问 症 1 设 偶 阶 群 G 之 西 洛 2- 子 群 是 循环 群 、 试 证 G 一 [1C， 
GJ] 之 阶 为 奇数 , 且 G 不 为 单 群 . 

问题 2 比 问题 1 更 广 的 结果 : 设 ” 是 有 限 群 G 之 阶 的 最 小 
素 因 数 , 且 G 之 西 洛 p- 子 群 为 循环 群 ; 试 证 o(LCG，C]) 与 互 素 ， 

问题 3 车 对 of(G) 之 每 个 素 因 数 让 G 之 西 洛 p- 于 群 P 常 有 
PSGZ(CNe(P)), 试 证 G 是 交换 群 . 

问题 4 引 理 4 中 (otG'), oCG/G')) 一 1, 且 ok(G') 为 奇数 . 

问题 5 设 G 为 有 限 非 交 换 单 群 。 试 证 对 G 之 任何 交换 子 群 
4, 恒 有 Ve G) -= 1, 

问题 6 设 G 一 人 ,为 四 次 对 称 群 ;4 一 名 为 克 莱 黄 四 元 群 ， 
试 求 Ve.nC*). 

问题 7 设 G 一 5, 为 1,2,3,4 上 的 四 次 对 称 群 ， A 一 后 : 为 
1, 2, 3 上 的 三 次 对 称 群 . 求 V6.x(G)， 

问题 8 设 6 一 {e, 5) 为 广义 四 元 数 群 : ez” 一 1 天 一 oa ， 
bab = 令 4 一 fa 求 了 ovKG)。 


§ 4. p- 换 位 子 群 3 zp- 正 规 ? -第 零 


传输 理论 的 应 用 远 不 止 $ 3 中 所 说 的 讽 赛 特定 理 ， 它 有 葛 深 
刻 的 应 用 ,如 下 节 中 要 讨论 的 格律 恩 《Grin)》 定理 .为 此 , 先 铬 述 
P- 换 位 子 群 与 p- 正 规 群 两 个 重要 概念 , 为 下 节 讲 格律 恩 定理 做 淮 
备 . 同时 也 将 前 节 未 所 提 到 的 p- 突 零 群 作 进 一 步 地 探索 ， 

我 们 已 经 知道 : 凡 使 商 群 G/N。 为 交换 群 的 G 中 一 著 这 样 的 


正规 子 群 N。 之 交 门 Ns, 是 6G 之 换 位 子 群 G' 一 [G、G]， 或 与 之 
等 价 的 足 : 使 商 群 G/N。 为 交换 群 的 6 中 一 切 这 祥 正 规 子 群 入 。 
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之 最 小 的 等 于 G 一 1JG，CG]. 

与 换 位 子 群 的 概念 根 对 照 , 有 p- 换 位 子 群 这 个 报信 ， 即 下 面 
的 

定义 1 设 G 是 有 限 群 .着 N,, N;,*** 是 G 中 一 切 这 样 的 
正规 子 群 ， 即 以 之 为 模 的 每 个 高 群 G/N, 名 是 多 群 ， 则 这 些 


Ni 的 交 和 Ni 叫做 G 的 p- 扫 位 子 群 ， 表 为 G'(p); 即 6G'(p) 一 
门 Ni 淹 每 6/N; 为 变换 六合 
因 每 NiG, 故 GCp) = 门 Ni4G; 又 从 G/N, 为 交换 p- 群 


以 及 6G/G'(p) 一 6G/ 由 NiSG/N, Xx G/N; x 《上 册 第 一 章 


$ 11 定理 9) 即 得 G6/G'(p) 也 是 交换 p~- 群 。 故 G'SO (lp) , 而 得 
定理 1 设 G 为 有 限 群 , 则 有 有 : 
(i) G 一 [G,G]SGCp); 
(i G/G'(p) 是 交换 p 属 , 因 之 G'(p) 是 使 G 之 商 群 
G/G’(p) 为 交换 p- 群 的 G 中 一 个 最 小 正规 子 群 
再 设 o(G) 一 = pf:pss* 2 为 素 因数 分 解 . 据 定理 1, 已 知 6' = 
一 ICG,G]1SG(p) 人 一 1,2， -nz)， 故 
G = [G, G]EG’(p,) 站 Ga) 和 … NG'(p,) = D， 
说 明了 G/D 之 交换 性 。 
反之 ,由 G/G5' 之 交换 性 得 知 
G/G’ AG X AxfG’ XX AnlG's 
但 4;/G” 为 交换 pj- 群 ,于 是 
/Ha ~ (6G/G )/(I4e’) ~ Ai/G 
为 交换 p; - 群 ,因而 据 定义 应 有 DSG*p)S [AD 2，……， 


#), 故 GEGDCST 4iC = 1;2,，……,#), 又 得 到 


jj 
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CDIG'EANG XXX 4-VAG X 4HAG Xe XK Ar/O'; 
但 石 端的 阶 与 p; 互 素 , 故 
(of CDIGY),p) =1 (=1,2,., 7), 
于 是 就 有 《ol(G'D/G”), oCG)).== 1， 不 得 不 有 o(G'D/G') 二 1， 
即 oe 一 G', 与 之 等 价 的 是 DECG.. 
合 上 述 的 两 自 ， 就 有 DD 一 Ss Ba 


本 和 四 和 


GG ne 《pf NG Cp 

此 外 , 尚 有 

定理 3 6/G’ GG/G'(p) X G/G'{p1) X -XO/G (pn). 

证 明 因 G/G'(pi) 为 (交换 ) pi~ 群 ; 故 Gp;) 的 阶 必 为 
oCG (pi)) 一 pir pHipr tt perpfis pi Sailim ,2, -+*, 7) 
形 ， 于 是 ，G"p;), Gp3)，……，G'(ps》 在 6G 内 的 指数 分 别 等 于 
pi pf, eg pa in, 而 为 两 两 互 素 ,由 之 可 知 

B,~ GpDmnG 人 pn 站 CCp) 
的 阶 等 于 
o(B,) = (ol GCp3)) oC Gp3)), ,oO (pn))) 
一 pr:peph* * pen, 


同 理 可 知 G" 一 AN G'(pi) 的 阶 为 
‘o@’ ) = pliphiphs "pare 
ol B/C) 一 他。 
局 理 ,着 令 Bi 一 a G'(pi), 又 有 


由 是 就 有 


(BAG = pri (i 1 2, ++ n). 
但 B/G’ 是 交换 群 G/G' 的 子 群 ， 故 BMG G1/G', 于 是 至 
由 于 Bi/G” (Cf 一 1: 2 n) 的 阶 两 两 瑟 素 ,就 有 直 积 
B/G’ Xx B/C xX -… XIG 
其 阶 等 于 名 一 42 一 2 pn 拾 为 CCG7G 不 得 不 有 
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.一 = 一 一 -…= 一 一 mT 


GCG/G'= B/G’' x BAG XXX BAG 
另 方 面 , 因 [G:G'(p.)]=prrh 与 [G:B.] = ps HE 8 
pn 互 素 : 故 G 一 G(p) B,， 由 是 就 有 


G7AG (pb 一 也 Bi 站 GCCp) 一 Bf 门 G’'(pi) -= B/G', 
x=1 


同 理 义 有 
G/CCp2) ~ B/G', G/G(p3) ~ Bi GO °C/G (ps) B/G’. 
于 是 再 与 (1) 式 比较 即 得 定理 3, 证 完 . 

注意 定理 1 说 明了 G/G'(yp) 是 交换 p 群 ， 且 它 的 阶 又 不 小 
于 G 中 任何 交换 p- 商 群 G/N 的 阶 , 因而 叫 G/G'(p) 为 下 之 最 大 
交换 P 商 群 ， 于 是 若 视 同 构 的 赂 为 相等 的 , 则 定理 3 的 意义 就 是 
说 有 限 群 6 的 横 位 商 群 G/G’ 等 于 它 的 所 有 最 大 交换 六 商 群 的 直 
积 .又 6G 之 每 个 最 大 交换 p- 商 群 与 G 之 西 洛 p- 了 于 群 的 关系 体现 在 
定理 4 中, 即 

定理 4 G/G'(p) > Sp/S5p NG’, Sp 为 G 之 西 洛 六 子 群 ， 

证 明 因 [G;G'(p)] 为 * 的 窜 , 故 (LG: G'(p)], [G:50])= 
1, 于 是 Gm G'(p)* 5@， 随 而 有 

G/G' lp) ~ Sp/ Spf OG’ (Pp). (2) 

因 Sp 门 G'(p) 为 G' (C2) 之 西 洛 p- 子 和 群 ， 政 如 令 p = p;， 则 所 
定理 3 中 证 明 方法 得 知 ol5s 站 GCp)) =p$; 又 因 S66G 为 G' 之 
西 洛 p- 子 群 ， 故 同 理 又 知 o(Sp 门 G') = pi; 于 是 o 《55 站 6G”) 一 
ol5p 们 G Cp)), 但 从 GEG (Cp) 已 保证 了 5p 人 |G S$Sp 门 G'(《p), 故 
不 得 不 有 SoncG' 一 Sp 们 Gp), 以 之 代 和 人 (2) 式 即 得 定理 4, 

在 证 明定 理 4 的 过 程 中 还 附带 地 解决 了 下 面 的 

推论 对 。(G) 之 任 一 个 素 因 数 ? 与 6 之 任 一 个 西 洛 p 于 
群 s, 便 有 $nG' 一 SnG'Cp) 之 关系 . 

定义 1 是 从 有 限 群 G 之 商 群 为 交换 p- 群 来 着 手 的 ， 若 对 “ 交 
换 ” 二 字 置 之 不 理 , 只 考虑 商 群 为 p- 群 ,多 有 下 面 的 

定义 2 译 0 是 存 限 登 。 若 久 ，N,，-… 是 G 之 一 切 这 和 的 
下 汉子 全 ,时 以 之 为 和 的 每 个 南 嫩 C/N, 都 是 六 群 ， 于 未 这 此 
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的 交 们 N, 叫做 G 的 六 模子 群 , 表 以 Dr(G),， 即 De(c) 一 个 和 


与 证 定理 1 完全 类 似 ,可 证 下 面 的 

定理 5 设 为 有 限 群 , 则 有 : 

G) D,(G)<6; 

(ii) /pao) 为 pr 妖 , 轨 之 模子 群 DG》 虹 使 商 群 G/ 

定理 5 说 明了 dey 为 2 且 它 的 阶 又 不 小 于 G 中 任 
何 p- 商 群 G/N 的 阶 , 因 之 叫 C/DG) 为 G 之 最 大 p- 商 群 , 即 G 
之 p 商 群 中 阶 最 大 者 为 6/Dp( 6). 

关于 p- 模 子 群 D,(G)， 有 一 个 重要 性 质 , 即 

定理 6 设 G 为 有 限 群 , 则 DsCD,(G)) ~ Ds(G). 

证 明 先 说 明 Ds(G)4 OO 事实 上 ， 车 Ns Fa 为 
G 之 所 有 这 样 的 正规 子 群 , 即 每 G/N; 为 p- 群 ,; 则 De(G) 一 们 Ni 


因 之 , 当 ze 4(G) 时 , NT， Ns， ,Nf 也 必 有 两 两 互 异 , 且 由 于 N? 
在 G"(==G) 内 之 关系 正如 Ni 在 G 内 之 关系 又 知 G6"/N? 一 G/N? 
为 pv- 群 , 改 Ni, N23 * Rb ma 的 一 个 排列 ， 即 


DG) ~ 人 N N7 一 人 六 一 Di(C), 证 明了 Dr(CG) 久 OoG。 


于 是 ， 根据 同样 的 道理 又 胡 Di(DrCG7 访 可可 DGcG)， 因 而 

De(D,(G)) < 4G，, 而 有 商 群 G/Dp(Do(G)); 由 是 从 
G/De( Ds(G))/ DG)/ DDG)) > G/Do(G) 

以 及 G/Dp(G) 与 Ds(G)/Ds(Do《(G)) 均 为 p- 群 (定理 5 之 《ii))， 
即 得 G/DpCDe(G)) 也 必 为 p 群 ， 随 而 据 定义 就 必 有 De(G) 王 
DeCDelG)), 因 之 只 能 是 Do( DGCG)) ee De(G), 证 完 ， 

除了 pg- 换 位 子 群 6'(p) 这 个 重要 概念 以 外 , 还 有 另 一 个 重要 
概念 Cr 内 下 面 的 
二 o> 了 总 信 有 从 20 得 Z(P) 一 ZC》 中 
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关系 ,就 叫 G 是 扩 正 规 玫 ， 

定义 3 的 要 求 是 说 先 有 一 个 固定 的 P, 但 实际 上 有 下 面 的 

定理 7 有 有余 6 为 六 于 规 的 亦 要 条 件 是 对 6 之 任 二 个 本 
洛 p 子 群 8 与 R, 从 Z(O)ER 全 得 2(0)》 一 ZC(R). 

证 明 先 设 G 为 六 正规 的 。 于 是 如 定义 3 中 的 西 洛 p- 子 群 
P 必 存在 . 因 有 reC 使 DO 一 ripr, 故 Z(9) 一 zx ZCP) xy， 
于 是 题 设 2(9)SR 变 为 *!Z(P)zSGR， 即 Z(P)ExRr 一 ， 故 再 
握 正规 的 定义 就 应 该 有 2Z(P) 一 Z(xzRx-0 一 xDZKRJz-:， 即 
Z(R) 一 x-1Z(P)x， 也 就 是 Z(R) 一 Z(Q)， 证 明了 条 件 的 必要 
性 . 

至 于 条 件 的 充分 性 自明 , 因为 这 时 可 取 任 一 个 西 洛 p- 子 群 充 
当 定 义 3 中 的 P. 证 完 . 

仅 用 有 限 群 G 的 一 个 两 洛 p- 子 群 来 判定 6G 是 否 为 p 正 规 的 ， 
则 有 
海 p- 于 群 9 言 ; 认 x1. Z(0) td zc0) v0 
[时 x ENAZCO0))). 

证 明 先 设 C 是 p 正 规 的 , 因 从 x'Z(9)zSoO 而 有 Z(9)E 
xDx-b 故 据 定理 7 则 得 Z(0) 一 Z(*Dx-0) 二 +* Z(0). x-!, 证 
明了 条 件 的 必要 性 . 

反之 ,假定 对 G 之 任 一 个 西 洛 p- 于 群 0, 从 x+Z(9)x 和 0 便 
得 x~1Z(0)r 一 Z(9)。 这 时 , 再 取 G 之 一 个 西 洛 p~- 子 群 RR， 则 
因 有 geG 使 gmRg 一 D,， 故 若 Z(9)SR， 就 有 8-IZ(9)8S 
smLR8 开 0, 因而 由 假定 知 "'Z(0)g 王 Z00); 男方 面 ,有 . 

Z(0) 一 ZK8-IR8) 一 8ZCR)5 
故 g-!Z(0)g 一 和 2Z(R)g， 即 Z(8) 一 ZCR)， 于 是 据 定理 7 得 
知 G 是 p- 正 规 的 .证 完 ， 

G 为 p 正 视 的 定义 是 从 Z(P)SP 应 有 Z(P) 一 Z(P,), 式 中 
P 与 P, 都 是 G 之 西 洛 六 子 群 .ZK(P) 一 Z(P,) 的 要 求 太 严 ， 事 实 
上 可 将 它 改 为 Z(P) 44P,, 即 有 
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ZCP) dP 但 P 与 P 是 C 之 还 洛 产 于 群 。 

证 明 条件 的 必要 性 自明 , 因为 当 G 为 p- 正 规 时 ， 据 定义 已 
知 从 Z(P)SP, 得 Z(P) 一 Z(P) 4P,， 因 之 下 面 只 需 证 条 件 的 充 
分 性: 事实 上 ， 若 从 ZCP)SP, 人 恒 得 2Z(P) <P， 则 因 有 x€EG 使 
P= x-!Pr, 玻 rt-1Z(P)x 一 Z(P,), 于 是 由 $3 的 引 理 2 知 必 有 元 
IE NelP,) 使 Z(P,) bad IZ(P)x. 但 Z(P)< <P， 与 PNelP,), 
故 有 Z(P;) NelP), 不 得 不 有 

Z(P) ~ 12(P)i”! ~ ZCP), 
即 G 为 2 正规 的 ， 证 完 . 

再 从 群 妈 的 阶 这 个 定量 关系 来 叙述 一 个 为 以 后 要 引用 的 判断 
G 为 扩 正 规 的 充分 条 件 , 即 

定理 10 设 p"lo(G), z 为 素数 .车 (olG), 和 ) 一 1, 式 中 
各 一 (所 一 1 一 一 1 一 1 一 1 则 G 必 是 p- 正 规 
的 . 

” 定理 10 的 证 明 有 赖 于 下 面 的 

引 理 1 设 G 是 有 限 群 ,P? 是 6G 的 一 个 p- 子 群 .假定 6 中 有 
西江 p- 子 群 含 P 为 其 正规 子 群 ， 也 有 西 洛 p- 于 群 最 含 P 但 不 以 P 
誉 9 的 形 为 0 的 一 个 和 向 板 ,关上 这 个 和 同 构 欣 阶 4a > 1) 是 与 
p 互 素 的 (注意 x Ne(0)). 

证 明 ” 既 已 假定 了 G 中 有 这 样 的 西 洛 p- 子 群 ， 即 它 包 含 P: 为 
子 群 , 但 P 非 其 正规 子 群 ， 于 是 在 这 样 一 些 西 洛 p 子 类 中 总 可 以 
选择 一 个 ,如 5, 使 上 共有 下 述 的 三 个 性 质 : 

(说 P<65; 

《ii) ”PP 不 是 全 的 正规 子 群 ; 

(ii) 交 D 一 SNNe(P) 为 最 大 0. 


1 交口 三 GNNeal 直 最 大 之 意义 是 这 样 的 , 旭 C 中 若 又 有 西 洛 p- 于 群 仿 使 修 < 
信 且 PP 在 息肉 非 正规 ; 那 未 PD= NN NeCP)F TN Ne(lP). 
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故 刀 一 与 几 Nc(P) 一 NoelP), 且 有 PDR 及 P<D. 

因 DD<S(D 一 6 后 和 Ne(P) 全 PdS， 不 可 )， 故 到 呈 二 
Ne(D)ENc(D)， 于 是 从 

P<Ne(P) 一 站 一 NeCD)ISENcCD)， 

可 知 P 不 是 Ne(D) 的 正规 子 群 , 因 而 P 亦 非 Ne(D) 的 正规 子 群 。 
由 是 , 若 令 P(=P), Ps***» P, 为 P 在 NoCD) 内 的 所 有 共 斩 子 群 ， 
就 应 有 上 > 1. 

因为 用 Ne(D) 的 元 变 D 的 形 会 产生 吃 的 一 个 自 同 构 , 故 由 于 
有 xr; ENeclD) 使 P; 一 xi'Px;,， 就 得 到 P; 一 xi!lPxr; riiDxi; = D， 
因而 

中 一 PP :PAD < ND), 
式 中 人 显然 也 是 六 群 , 据 上 册 第 一 章 $ 7 定理 4, 又 有 本 NecfCD)， 
故 Ne(DJSNe(9) 因 之 PP 在 Ne(C2) 内 的 共 思 子 群 除 上 述 的 
已 (人 一 一 )， P,.**,P, 外 可 能 还 有 其 他 的 ， 于 是 得 令 叫 ( 一 P)， 
PP PP 为 P 在 Nel 0) 内 的 一 切 共 辊 子 群 《+ 闵 了 人 > 
1). 但 因 用 Ne(9) 之 元 变 吕 的 形 得 产生 @ 的 一 个 自 同 构 , 故 由 于 
P< 0OSD 及 PdD 可知 P<d0, 因而 有 yeNe(9) 使 
P=— yrPy. yn'Qy: = 0, 

即 每 P; < 0, 不 得 林 有 8 = P,P:… P,P,. 

然而 由 DENe(D) 首 NoelP)，, 得 知 使 DCSP*CNACD) NNe(P) 
成 立 的 NoCD) 败 Ne(P) 之 西 洛 p- 子 群 P* 存在 , 故 又 有 适合 关系 式 

P< DEP*CACNP) 

的 Ne(P) 之 西 洛 p- 子 群 4, 因而 P44. 据 题 设 ,有 GC 之 西 洛 p- 子 
群 5 使 Pd5, 政 P 之 SCNelP), 部 3 也 是 NelP) 的 西 洛 p- 子 群 ， 
因而 4 为 6 的 西 洛 p- 子 群 , 于 是 D < 二 4, 随 之 有 D < Ny(D) = 
ANN(D). 

但 P*CNeAD)N ANe(D)NMMNe(P) 及 P* 在 Nol(D)NNelP》 
内 的 西 洛 性 就 保证 了 P* 是 NelDD) 中 4 的 西 洛 p- 子 群 ， 不 得 不 有 
Pr 一 NeCD)In4 ~ NA(D), 故 得 DD 过 ND) = P*, 

然而 不 等 式 
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Ne(D)NNe(P)ENe( ONNePIE Ne OIEG 
又 保证 了 它们 的 西 洛 p- 子 群 间 的 不 等 式 为 
P+*CPECHES, 
于 是 Pr*CNelP) 站 纠 , 故 D 达 NeCP) 门 第 , 由 是 再 据 选 择 各 的 意义 
就 不 得 不 有 P<, 因 之 $ENe(CP)， 当 然 就 有 SNelP). 
再 从 22ENe(B) 及 多 CNe(0) 可 知 
PENe( OQ) NNelP) = Nueco lp), 
不 得 不 有 PP 一 多 , 因 之 得 到 
([NeC OQ): NwcioNP)]J, p) 一 上 
但 [Nel OQ):NycoCP)] 二 +,， (+， p) -= | 
今 令 [Nywcwo(P):I]=ph, (ks p)=1, 则 [Ne(O):1]= pkr, 
(krs3P) 一 1 且 Rr 之 1, 改 Ne(8) 有 阶 为 有 r 的 因数 的 元 素 . 如 时 
NeC9) 中 凡 阶 为 kr 之 因数 的 元 素 全 在 NyecoytP) 内 面 , 则 对 + 的 
每 个 素 因 数 pi, No(08) 之 每 个 西 洛 p.- 子 群 爹 禄 包含 在 Nweco)(P) 
内 面 ,因而 kri[Nwetoy《P?):1], 故 
zkr| ENwecoKP):1] = ph, 
不 得 不 有 + 一 1, 而 与 上 述 的 + > 1 相 矛 盾 , 不 可 . 
这 就 证 明了 必 有 一 元 x 《Ne(0), (olx), Pp) 于 1 且 
xENwao (PI = NC ON NEP)). 
由 是 ， x-'Px 关 P, 故 用 元 素 * 去 变 8 的 形 就 产生 了 0 的 一 个 自 同 
构 , 它 的 阶 为 9 汪 >1 且 有 (gs, p) 一 1. 
引 理 1 于 是 完全 获 证 . 
有 了 这 个 引 理 ,定理 10 的 证 明 就 容易 了 . 
事实 上 ,在 定理 10 的 假设 条 件 下 如 果 G 不 是 p 正 规 的 , 那 来 
取 了 G 的 一 个 西 治 p- 子 群 P 以后， 就 必 有 另 一 个 西 洛 p- 于 群 P,， 
使 得 虽 有 Z(P)SP, 但 Z(P) 不 是 P 的 正规 半 群 (定理 9); 因 之 
再 根据 上 和 面 的 引 理 1, 就 知道 有 元 x《 G 及 G 的 一 个 p- 子 群 8( 导 
Z(P)), 使 得 用 * 变 0 的 形 为 2 之 一 自 同 构 且 其 阶 9 关 1) 是 与 了 
互 素 的 ,十 是 再 据 上 册 第 五 章 $4 定理 4， 必 得 9g|s; 但 9g1o(*)， 
故 4910(G)， 因而 有 41 (oCG), ks) 二 1, 得 9 一 1， 又 与 94 盖 1 相 
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久 盾 ,不 可 ， 所 以 说 定理 10 中 的 G 必 是 p- 正 规 的 .证 完 . 

有 了 疡 换 位 子 群 G'(p), p- 模 子 群 Dp(G), 以 及 pp 正规 群 的 
概念 ,就 对 前 节 末 所 提 到 的 p- 罕 零 群 可 作 深 和 人 地 探索 了 . 

注意 : 所 请 有 限 群 6 是 p- 窒 和 零 的 , 指 的 是 G 有 正规 p- 补 , 即 
有 N<G 使 G = NP, NNP 一 1, 但 P 为 G 之 西 洛 p~ 子 群 ， 因 而 
G/N 之 P, 不 得 不 有 Ds(G)SN; 但 这 时 若 D,(G) 过 NN, 则 olG/ 
Dp(G)) > [G:N]= o(P), 说 明了 G/D,《G) 非 p 群 ,不 可 ; 故 必 
有 Ds(G) = N, 反之 ， 当 oCG/Di(G)) = o(P) 时 ， 又 显然 可 知 
Ds(G) 为 G 之 正规 p- 补 . 说 明了 G 为 p- 守 者 的 充 要 条 件 是 六 异 
子 群 Dp(G) 为 G 之 正规 p- 补 ， 

下 面 我 们 来 探索 六 宕 零 群 究竟 有 些 什 么 性 质 . 不 难 证 明王 
面 的 两 个 引 理 . 

引 理 2 p- 军 等 群 的 于 汰 及 商 郡 也 都 是 p- 符 零 的 ， 

事实 上 , 设 C 为 六 辕 零 的 , 若 HSG, 则 因 Dp(G) 为 G 之 正规 
一 补 ; 政 从 矿 作 Dp(G)<H 有 

oH : De(G)/D(G)) = oH/HNDG(G)), 

以 及 (oC(HNDp(G)),p) 二 1 与 o(H'Dp(G)/ DiC GN) | oC GI/Do( GO)), 
就 得 知 oCH/HN Ds(G)) 为 的 寄 ， 因 而 五 几 DG) 为 互 的 正规 
~ 补 ,证 明了 互 是 2 和 寡 零 的 . 

其 次 , 设 六 WCG. 于 是 ，DeCGJ ' N/N G/N, 且 有 [G/N: 
DAG) N/AN] ~ [G:DeCG) .NJI{G:Do《G)] 即 说 明了 

(G/N)/(Dp(G)N/N) 为 p- 群 ， 

以 及 oCDs(G)】: N/N) = o(Ds(G)/Ds(G) 作 N) 与 # 互 素 ,这 就 
证 明了 DpCG)》: N/N 为 G/N 的 正规 p- 补 , 即 G/N 为 p- 替 零 的 。 
引 理 2 证 完 ， 


事实 上 ,由 于 Dp(G) 为 G 之 正规 p- 补 , 数 有 外 oCDo(G)), 再 
据 pjoCN) 就 知道 DG) NN 二 NWN， 于 是 由 NN 在 G 内 的 极 小 正规 
性 得 DCG)NN = 一 1， 因 而 [De) N]SDp(C)NN 一 1， 故 
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co) 一 oON DG)DIG7) 为 之 才 。 今 令 P 为 G 的 一 西 
洛 p- 子 糙 ， 则 从 Y<dG 可 知 对 任 xcG 恒 有 xz 一 N， 且 又 有 
G 之 西 洛 p- 子 群 Pl 使 NGP, 以 及 有 元 x&G 使 x!Pix ~ P， 政 结 
果 就 知道 NN = x-iNxCx Pr 一 了 P, 因 之 1 志 N dP, 由 之 又 得 ! 过 
NNMZCP). 再 由 [DpC(G6), N] 一 1 可知 NNMZ(P)<DAG):P= 
G, 于 是 由 NN 在 G 内 的 极 小 正规 性 就 不 得 不 有 N 间 2(P) 一 NN, 即 
NSZ(P), 故 N 之 每 元 与 P 之 备 元 可 交换 ;再 因 [Do(G), N] 一] 
也 说 明了 入 之 每 元 与 Dp《(G) 之 各 元 可 交换 ,于 是 结果 则 知 N 之 每 
元 与 Ds(G) -P= G 之 各 元 亦 必 可 交换 , 即 NEZ(G)- 引 理 3 获 
证 . 

注意 震 零 群 是 p 罕 零 群 的 一 个 特例 ， 因 易 知 有 限 群 6G 为 避 零 
的 充 要 条 件 是 对 oCG) 之 每 个 素 因数 p，G 都 是 p 竹 零 的 ， 判定 
有 限 群 6G 是否 为 窗 零 ， 其 特征 就 是 利用 它 的 中 心 列 《上 册 第 二 章 
$4).。 有 了 引 理 2 与 引 理 3, 就 如 司 利 用 中 心 列 的 特征 来 判断 知 零 
性 那样 ,我 们 可 用 主 群 列 的 特征 来 判断 六 寡 零 性 ,实际 上 有 下 面 的 

定理 11 设 G 为 有 限 群 ; 则 下 列 三 性 质 是 等 价 的 : 

4) 6 为 六 守 夫 的 ， 

b) 若 1=Ce<G< cc 和 <G 一 G 为 G 之 主 群 列 , 则 从 
站 ofGiAGi-) 恒 得 G;/Gi 丑 Z(G/Gi). 

<) 6G 有 一 个 主 玫 列 

1 一 G<G 一 G 一 … 一 G 一 G 

具有 性 质 寻 o(GVG-) 或 G/G-:SZ(9/G) 对 每 二 言 都 成 立 ， 

证 明 za) 全 b)- 

事实 上 , 引 理 2 已 保证 了 G/Gi 是 p- 窜 零 的 ， 因 而 由 于 Gis/ 
Gi 为 G/ Gi 之 极 小 正规 子 群 ， 据 引 理 3 即 得 Gj/Gi 守 ZCG1 
Gi-i). 故 由 a) 得 b). 

b) 之 c)， 

事实 上 ; 若 b) 为 真 , 则 对 G 之 任 一 个 主 群 列 1 一 GG < 之 6G; 达 
0 一 G， 因 或 pho(G;/Gi) 或 plolGi VGi-， 二 者 必 有 
一 , 故 据 b) 可 知 在 外 ofGiG-) 时 必 有 CA/Gi-SZ(CG7G,-), 这 
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就 是 说 c) 为 真 , 则 由 b) 得 c)， 

c)=>a). 

设 G 有 满足 条 件 c) 的 主 群 列 1 二 Go 过 6G, 之 :之 G6, 二 G，、 而 
来 考虑 商 群 0 gt G/G. 令 Oi; = Gi/G, Ci = 1,2,..*, r+), 则 易 
知 1= 8 过 9; 二 …<0, 二 9 为 0 之 一 主 群 列 , 由 题 设 知 对 每 : 
言 或 pte(Gi/G,-1) 或 G1/Gi-1SZ(G/Gi-1)， 因而 或 pol 9i/ 9i) 
或 0i/9i 亿 ZL(0/9 志 ), 即 群 吕 满 中 条件 <), 于 是 由 于 o(8) 二 
o(G) 而 据 群 阶 用 妇 纳 法 就 知道 CG 是 p- 罕 零 的 ， 故 8 一 G/G, 有 
正规 p- 补 , 邻 为 L/G,s BB LAGE o(G/ 荆 ) 为 P 之 窒 、 而 (0 (Lj 
G1)，, p) = 1; 

若 ptoCG), 则 ptoCZL), 故 工 如是 G 的 正规 六 补 ， 

车 po《G,)， 则 在 条 件 c) 成 立 之 假设 下 就 有 GE ZKCG)， 因 
而 G1 的 任何 子 群 都 是 G 之 正规 子 群 ， 故 由 Gi 在 G 内 的 极 小 正规 
性 就 知道 G, 没有 除 1 外 的 真子 群 ; 故 这 时 G, 必 为 中 阶 循环 群 , 当 
然 o(GCD) 一 p. 但 (olL/GD),P) 一 1， 故 G, 在 工 内 有 补 子 群 RR， 
即 工 一 GIR 而 有 GN 人 NR=1。 于 是 再 由 6G, 夺 Z2(6) 可 推 知 
RAGJR 一 工 , 因而 工 一 G X R, (olR),p) 一 1, 故 得 R 寺 L; 由 
是 从 LG 得 R4G, 且 还 有 oCG/R) 一 oC(G)/(ov(L)/0(6)) 一 
o(G/L) -0(G1) 一 polG/L) 为 ?之 究 , 即 R 为 G 之 正规 p- 补 ， 
风 G 是 p- 窒 零 的 ， 故 证 明了 由 <c) 得 a). 

关于 pp- 窜 零 与 p- 正 规 的 联系 ,还 有 下 面 的 

定理 12 设 6 为 p- -只 零 的 ， 则 G 也 必定 是 -正规 的 ， 

证 明 G 之 六 祖 零 性 说 明了 有 NdG， 且 NnP 一 1 及 G 一 
NP, 但 P 为 的 西 洛 p- 子 群 。 由 是 ,可 证 
Z(G/N) = Z(P) . N/N. 

种 实 上 , 若 gNE€ ZCG/N), 则 对 CG 之 任 元 x* 有 [g,x] EN; 王 
是 令 g 一 rar 一 rs (ri r € N; ss s EP 了 ), 则 得 

N3[g, x = [rs res] = Trs, se: rss rb 

一 [ri 了]2[ sl[rs ro r]?， 

且 由 六 qG 知 [rr [rr [oayrl 都 在 六 内 , 故 [asr]eN、 


55D。 


因而 [s1» s] ENNMNP= 1, BJ 了 得 与 P 之 任何 元 了 可 交换 ， 因而 
HE Z(P), g oe fis EZ(P) : RN 反之 9EZCP) 时，8N 一 Tory 一 
nN 与 G/N 之 任 元 xy 一 rsvy 一 5V 可 交换 易 明 . 帮 Z(G/N) 一 
ZfP) . NAN. 
于 是 河 知 ; 对 于 G 之 每 元 g， 怀 有 
Z(P)N = g (ZCPIN)g = gg 'Z(P)g* N, 
故 当 g “2Z(P)gSP 时 ,就 得 到 
gr Z(P) : gECPNNg TZ(P)Ye :N= PNZ(P):N 
= Z(P): (PNN) = Z(P), 
据 定 理 8 可 知 6 为 pg- 正规 的 .证 完 ， 

问题 1 有 限 群 6 为 交换 的 充 要 条 件 是， 对 o(G) 之 每 个 秦 
因数 p, 昼 有 (ColG Cp)), 1G:G'(p)])==1 及 G'(p) 二 6. 同样 ,6 
为 蛤 稚 的 充 要 条 件 是 ;对 oCG) 之 每 个 素 因 数 pm, 恒 有 《cfCDa(CG)， 
[G;DrCG)]) 一 1 及 了 DG)<G， 

问题 2 2m 阶 群 G (m 为 奇数 ) 中 DG) 与 G'(2) 有 什么 关 
系 ? 

间 题 3 若 G 有 一 西 洛 p- 子 群 P 合 PNG = 1， 则 G 为 p- 宫 
零 的 . 由 是 推 知 对 任何 西 阁 p- 子 群 P 言 也 恒 有 PNG' 一 1 且 西 洛 
二子 群 为 交换 的 。 办 而 当 西 洛 p- 子 群 非 交 换 时 , 必 有 PNN6 关 1. 

问题 4 西 洛 p- 子 群 为 交换 的 有 有限 群 一 定 是 p- 正 规 的 . 

问题 5 证 明 下 列 诸 事 项 : 

a) 当 DiG) 一 GOp) 时 ,有 GTp)(p) = G'(p); 

bp) 当 HEG 时 ,有 DH)EBNMD(O):; 

cj 当 N4AG6 时 ,有 Ds(G/N)EDp(GONI/N., 

间 题 6 若 有 限 群 G 为 宏 零 的， 则 对 o(G) 之 每 个 毒 因数 p， 
G 至 少 有 一 个 西 洛 产子 群 了 使 PN G'G@8(P), 实际 .上 是 PmcG 一 
pe 

问题 7 设 6 为 p- 军 零 的 ,而 x 与 x 是 6 之 西 洛 p 子 群 P 
中 的 二 元 . 若 有 元 gEG 使 拉 xg 一 2 人 即 轨 与 姑 在 G 内 共 恩 )， 
册 | 与 2 也 必 在 2 内 共 枉 ， 

。 S51 。 


$ 5. 格律 恩 (Griin) 定理 


这 一 节 讨 论 有 深刻 意义 的 格律 恩 的 哺 个 幸 要 结果 ， 这 也 是 传 
输 理 论 的 直 深 应 用 ， 

设 呈 为 有 限 群 G 的 一 个 西 阁 嫉 子 群 . 若 天 为 同 态 有 映射 > 一 
Vesp《x)(€ PYP) 的 核 , 则 

G/K > Ves GP SEP/P’', (1) 

县 天 是 由 且 仪 由 GG 中 具 性 质 Vesptx) 二 P' 的 一 切 元 素 x 所 成 . 

因 PKkK/K 是 G/K 的 西 洛 p- 子 群 ， 据 (1) 式 又 知 G/K 为 六 
群 ; 故 不 得 不 有 G = PK, 因而 


G/KE ~ P/D, (2) 
式 中 DD 一 PNK.， 
这 节 的 任务 就 是 要 把 KK 与 D 具体 地 表示 出 , 即 要 证 朋 
D(C=PNK) = PNG’, . (3) 
与 
K = G’(p), C4) 


而 问题 的 关键 是 在 (3) 式 : 因为 若 (3) 式 成 立 , 则 由 (1), (2) 两 
式 就 有 
G/K ~ Vess( GN/P(EP/P) >P/D = P/PNG,, 
于 是 再 由 G/G tp) 之 PP 站 G《 前 节 的 定理 4), 则 知 
olK) = 0C(G'(p)); 

由 (1) 式 又 知 G/K 为 交换 p- 群 、 因 而 6G'(p)CK， 故 必用 一 
G'(p); 即 (4) 式 成 立 ， 

所 以 今后 的 任务 就 在 证 明 (3) 式 . 

首先 要 注意 的 是 G/K 之 交换 性 保证 了 G'SCSK， 故 PNG'GS 
PNK=D. 

由 是 , PnVe(CP) SPnG'ED。 又 从 Ne(P) 人 Ne(P) 得 

Ne(CP) SP : Ne(P)' SNoeCP))， 

因而 得 PN NelPY 4r. 
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又 当 * &P 了 时 ,因为 

x{PNiPtT zr = xPx™ Nf (Cr)P (ri = PN (x)P'(xt)! 
说 明了 

PN(Cx)P'(rt) SPN p's 
在 王 内 共 斩 : 疏 若 令 
G=Pit+ Pat Pyt :Tt Pi 
为 G 关 于 P 的 左 陪 集 分 解 ( 式 中 1 一 1), 则 
I PN Gai)™ 

为 PNaPi7 在 P 内 的 一 切 共 罗 子 群 的 积 , 二 之 所 上 册 第 一 - 章 $7 
的 定理 4, 可 知 


T[ PN Cz)P ri) dP, 


XEP 
故 
所 一 】 
II PNzP':-t = 1} 本 PN {x )P'(zrt)! AP, 
1EG i EP 


于 是 再 与 上 面 的 Ne oP 合 并 就 得 到 
A= {PNNeCPY]I: I Pende. 
EG 
再 将 PTIP1T'SPNzG*1 一 PNG'CPNK ~ D 与 已 证 过 了 
的 PNNoelPYSD 合并 , 则 知 4SD, 故 当然 也 有 4 <4D. 
今 用 反 证 法 , 假定 4 二 D. 令 Y 是 台中 不 属于 4 且 有 最 小 阶 
的 一 个 元 素 ， 对 这 个 元 y》 言 , 若 有 外 之 0 使 ty EP, 则 因 
Pesty2 Tt) 一 Vosplt) » Vespl yt ) ， Vosplt)™! om Vespl yr) 
及 y*E DK, 故 
Vespleyr tT!) Vesnly?') 王 已 
为 P/P 之 单位 元 (利用 核 KK 的 意义 ), 于 是 iy**t"1t KK， 因 之 
:yr1€ED; 但 ty?*~! 与 y 人 有 相同 的 阶 ,因而 小 于 > 的 阶 ,收据 7 
之 假设 条 件 应 有 27” 46 4， 这 证 明了 
tyP 1 E PCR > 0) yl € 4. (5) 
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再 把 了 在 内 的 :个 陪 集 Pz; (i 一 0, 1，……,s 一 1) 当 作 置 
换 的 文字 ,于 是 当 x€ G 时 ,就 产生 了 :个 文 宁 ( 陪 集 ) Pt; G 二 0， 
1，，…,s 一 1) 上 的 一 个 置换 


( Pr; ) (C2 Pts Pia -Pi ) 
mz 3 
Piix Piox , Prix, Pi,r, “+y Pi x 


Pr; 
Le CC i 

为 6 的 同 态 映射 , 故 当 x 跑 遍 P 时 ,就 得 到 了 P 了 之 同 杰 映射 , 但 以 
G 童 ， 易 知 =* 所 成 的 置换 群 是 可 迁 的 《例如 Pro 一 P 可 被 置换 为 
P2 当 取 x 一 上 时) 一 一 上 册 第 一 章 $ 12; 可 是 对 子 群 了 P 言 ,与 P 成 
朵 态 的 诸 x 所 成 之 集合 〈 群 ) Ap 又 的 确 不 是 可 迁 的 (这 是 因为 当 
x EP 时 总 是 有 关系 式 Plor 一 Pto). 

于 是 , 取 定 Po (i 二 0, 1，…-…，s 一 1) 中 任 一 个 如 Pri 以 后 ， 
如 凡 由 Ap 之 置换 使 Pii, 发 生变 化 所 得 到 的 诸 陪 集 Pt4,, Pii,,*……， 
Pt 中 的 ww 二 s。 但 因 Ap 成 群 ， 故 当 Ar 中 有 使 Pii, 变 成 Pias 之 
置换 以 及 又 有 使 Pi 变 成 Pii; 之 置换 时 ， 那 末 As 中 也 必 含 有 使 
Pti, 变 为 Perj 之 置换 , 因 之 Ar 中 的 置换 只 能 使 # 个 陪 集 Prk , Pzi,， 
-…， pri 在 它们 自身 间 互 相 置换 之 ， 而 决 不 能 使 其 中 任 一 变 为 不 
属于 这 * 个 中 之 陪 集 ， 用 这 样 的 方 东 ,就 可 以 把 * 个 陪 集 Pz; 《一 
0、 1 一 1) 分 类 ,使 属于 同类 中 二 陪 集 得 能 用 Ar 的 置换 使 
互相 变化 ， 而 任何 一 类 中 某 陪 集 决 不 能 用 As 之 置换 变 为 他 类 中 
的 陪 集 。 象 这 样 的 每 一 个 类 中 所 含 的 诸 陪 集 呀 做 关于 Ar 的 可 还 
系 . 

因 之 在 关系 式 P ~ Ar 的 非 迁 置换 群 Ar 中 , 被 施行 置换 的 文 
字 ( 即 5 个 陪 集 Pro Ptiy … Pis) 可 分 成 若干 个 可 迁 系 ,如 2 
而 令 为 mr …，rkt* 使 得 用 P 的 元 右 乘 一 可 迁 系 75 中 诸 陪 集 所 
得 之 结果 仍 为 zi 中 诸 陪 集 的 一 个 排列 , 且 * 中 每 陪 集 得 用 了 之 适 
当 的 元 去 右 乘 使 变 为 mr 中 的 任 一 陪 集 。 注意 对 之 2， 

因为 Ar 之 每 置换 x:(x € P》 可 表 写 为 
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且 映 射 


eT oi 


rs 一 a elk) 
形 , 式 中 7 仅 为 属于 可 还 系 mm 之 陪 集 上 的 置换 ， 故 当 x EP 时 ， 
再 令 
Xe 一 CN "xy kr?), 
由 于 于 与 所 (i 守门 无 公共 文字 ( 陪 集 ), 故 应 有 
Wag! 和 xi 二 (I ~ (xk Cr *")), 
即 x 一 = 和 如 也 是 P 的 向 态 映 射 , 这 说 明了 仅 由 区 尺 + 《了 ) 所 成 之 
集 也 是 置换 群 , 令 为 Ag 且 Ag 是 可 迁 的 ,并 有 
P ~ Ag 
由 人 A$ 之 可 迁 性 , 则 知 含 在 可 迁 系 7; 内 陪 集 的 个 数 等 于 A8? 
之 阶 的 因数 , 因 之 也 必 为 etP) 之 因数 , 故 必 是 入 的 形状 . 
对 于 可 迁 系 己 所 含 的 p* 个 陪 集 如 用 (5) 式 中 所 说 的 元 素 > 
去 右 徘 ; 其 结果 当然 是 这 p*i 个 陪 集 间 的 排列 , 故 它 可 以 写 为 无 公 
共 文 字 的 某 些 循环 的 积 ， 且 每 个 循环 所 含 陪 集 的 个 数 为 该 循环 的 
阶 , 因而 是 这 置换 的 阶 之 因数 ;然而 这 置换 的 阶 又 是 oly) 之 因数 ， 
ee ? 之 究 . 于 是 得 以 后 人 人 人 之 特定 元 7 


册 卫 下 公交 衣 向 "项 、 项 bm 贡 的 一 旦 区 二 拘 各 ， 因 
之 ,pm 十 pm 十 十 pm pi (mi 一 0 的 可 能 性 是 允许 的 》 

今 从 Tt; 中 选 一 个 陪 集 Pt 使 之 属于 上 述 有 最 小 长 pr 的 循环 里 
面 ， 因 Pr 属于 可 迁 系 Tt; 内 ， 故 区 中 pi 个 陪 集 都 是 Pra 的 形状 
(a EP)， 下 分 1 &€ Ne(P) 与 zENe(P) 两 款 来 讨论 ， 

《一 ) fENc(P).。 这 时 ， 至 少 有 一 元 a EP 使 tat"'EP， 因 之 
Pia 声 Pl, 故 p*i 之 1, 即 和 本 >>0. 于 是 这 时 若 令 约 项 循环 (1 一 1， 

,1) 为 

(Pzajs Prasy» Piaiy2 ***, Pta;yt 1)， 

BP Prasy?”i = Pi4;, 则 与 陪 集 之 代表 元 iajy AjYy “**s say* i! 相 
应 的 Vo.p ly) 之 传输 因子 应 为 

[ta 》 Cappy) ray yo Ceay ] [reg y 

(1a) 1] = 101° 1201) € PF. 
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但 由 选取 Pt 之 意义 又 知 ke 筷 m;， 同 理 , 由 循环 
CPi, Pry, Piy’s *** » Pry*'™!) 
相应 之 陪 集 的 代表 元 1 砂 ，52， 1y? 所 产生 的 co) 之 
传输 因子 是 
| 
— 1y?'/" EP, 
由 是 就 有 2 后 开 Cy? 让) EP, 故 忆 之 元 
rope i Cy = 天 2 
一 4 [ar!l, y-?"i] ,#1 tP'¢™, 
因 之 有 
1asy? (fa) Cyr iil) le PNIP CA, 
vaya) me fy!" i (mod A) (i = 1, 2, +**, 1). 
于 是 , 若 令 镶 于 zr; 之 诸 障 集 的 代表 元 系 相应 的 Ve.zly) 之 传 
输 因 子 为 a.;， 则 a,; EP 且 实 际 上 有 
Br = I tay* i (#9)) 1 = J[ 1y? mmod A), 
i=1 


半 j=1 
1 
pf 一 1 
I py "ris! i we 内 a tyr "is™!, 故 
人 avi = tyr is (mod A). 
然而 从 fyr”iz-t€E P 可 知 1yr "iE P, 因而 所 (5) 式 则 有 1yp ris-1€ A， 
故 结果 就 不 得 不 有 ae A. 
(二 ) t€ Ac(P)， 这 时 ， 因 zi-leE P, 数 Pry 一 Pt; 且 对 任 
4a€ 了 也 仍然 有 Pia = 一斑， 这 就 是 说 可 迁 系 m 只 含有 一 个 陪 集 , 故 
Pi 1 风 4; 一 0。 由 是 在 Vc.ply) 中 相应 于 ri 的 传输 因子 这 时 
应 为 1y 沾 (4 为 ti; 内 唯一 个 陪 集 Pi 的 代表 元 )、 然而 由 1€ NdP) 
及 yE€ PCNe(P) 又 可 知 
yy = [mm, yi € [Nel(P), Ne(P)] 一 NelP)’; 
以 及 由 ym1EP 与 1ytm1€ PP 又 得 zytTiy-iE P, 故 
tyi™ly~i€ PNNe(PY EA, 
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BB 1y:T! = y(tmod A). 

总 结 上 述 的 (一 ), (二) 两 款 , 可 知 : s 一 [G:P1 个 陪 集 当 分 艇 
成 盛 个 可 迁 系 mr rz ;Yk 以 后 (对 置换 群 Ar 言 )， 再 令 每 可 
迁 系 中 选取 如 上 面 所 说 的 那样 的 陪 集 ( 即 用 y 右 雪 所 产生 的 ) 而 
令 为 PP， 且 中 所 含 陪 集 之 个 数 令 为 pr 上 当然 有 za 十 pm 十 
+p 一:]， 那 末 : 中 ?EE Ne(P) 的 充 要 条 件 是 4; 一 0( 或 7 仅 
含 一 个 陪 集 ). 为 简单 计 , 设 2 一 …… 一 1 一 0, 4ndmprr "Xt 革 0， 
于 是 PV,，…… ,Ptm) 各 为 让， rw 中 的 唯一 个 陪 集 , 即 19,………， 
i" 都 在 Ne《P) 内， 而 twtrs “Tw 中 之 陪 集 的 代表 元 :人 ?都 不 
在 NolP) 内 . 改 不 得 不 有 

NelP) 一 Pt? + PD + -+ Pr, 


即 [Ne(P):P] 一 mm, 因 之 (tm, p) 一 1. 
据 ( 一 ) 与 (二 ) 两 款 ， 还 知道 drm rots “站 ri E 4 > 8DyzD 到 
ys 2 yr es y, ++, zm yem) = y{mod 4), 故 


tyti a y" (mod A), 


uy 


ww 
用 
一 


98 二 yINGIP):P] (mod A). 


即 
但 因 PCPN NelP》C4, 故 从 


a 


I 


; :1 
Ve.rly) "Pp. rm rm “人 “ I 2 yd 3 


即 得 

yc-pk = Pay"(a€ 4,PCEA). (6) 

然而 oly) 二 pr'(e > 0)， 获 由 lm, p) 一 1 得 知 有 二 个 整数 

vt 使 vm 十 wp' 1, 因而 

yy me Cpr) Cy) Cy™), 
于 是 从 y4 有 ym"&é4, 故 据 (6) 式 得 Vorly) PP， 但 另 一 方面 ， 
由 y€D 二 PNKCK 而 据 K 之 意义 又 知 Verply) 一 P。 这 两 个 
互相 矛盾 的 结论 是 根据 4 二 D 得 来 的 .所 蓉 不 得 不 是 4 一 D， 出 
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D= 4= [PNNAPY]: TlPN see 


IEG 

再 因 Noel(P》ESG ,PCtG' 人 I 开 G'， 睦 从 4 的 构造 即 得 
4CPN G', 因而 DSPNMG'. 于 是 再 从 上 面 已 证 得 了 的 PN G'SD 
合并 ;就 有 DD = PN G', 即 证 明了 (3) 式 , 随 而 (4) 式 也 真 . 

合并 (1), (2), (3), 《4), 就 证 得 了 下 面 的 

定理 1( 格 律 恩 第 一 定理 ) 有 限 群 G 到 西 洛 p- 子 群 P 内 
的 传输 群 Vo-zCG) 关 于 P 之 商 群 Vo.xCG)/P 是 与 P 关 于 模 PN 
G' 的 商 群 P/PN G' 成 周 构 的 ,而 

PNG’ 一 [PNc(CP) TT PNsp'e, 


+ EC 
因 之 G/G'(P) ~ ene(GJ/P ~P/PNG. 
附注 ”和 赂 律 恩 第 定理 是 文献 【28] 内 的 Sarz 9, 下 面 的 格律 
轧 第 二 定理 则 是 文献 [28] 内 的 Satz 5， 人 得 现行 的 群 论 书 中 都 已 
分 别 叫 做 格律 轧 第 一 定理 与 格律 恩 第 二 定理 , 倍 例如 文献 [2]， [141, 
[29] 里 面 都 是 这 样 记载 的 。 不 过 在 所 列举 的 这 些 文献 里 面 都 写 为 


Vesr(G)TP/PNG, 而 PNG’ =[rNnNelP)]. HT PnNisP't', 而 
ECG 


我 们 在 这 里 改写 Fa-efc) 为 rc-rfG)/P， 这 是 由 于 我 们 规定 了 
Yc-s(G) 的 意义 不 同 , 这 都 不 是 本 质 上 的 差异 ， 
注意 上 述 定 理 1 的 证 明 是 说 G 在 交换 群 P/P 内 的 同 态 映射 
xx 一 Tecvrpke)y 之 核 天 一 Gt， 故 由 了 ce(K) 一 『 了 ceCGC (Cp))=P 
以 及 G 二 G'(p) -了 就 得 知 
VerpCG) = Vocp(G’(p)* P) = Vesp( OG’ (Cp)) * VosplP), 
即 Vewe(G) 二 Vowp(P)。 故 得 下 面 的 
推论 。 设 为 有 限 妖 的 本 次 p- 子 群 , 则 
VeseC 6) = Veo.p(P). 
下 面 再 讨论 6 为 pg- 正规 时 的 格律 恩 第 二 定理 , 即 
和 理 2( 必 入 思 第 一 宅 理 六 下 入 党 6 怕 天 本 家 加 关 认 了 
它 的 西 洛 p— 子 群 P 之 中 心 的 正规 化 于 的 最 大 交 换 之 一 商 群 成 
向 
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G/G Ci NelZ{(P))/Ne( 2Z(P)) (p). 
证 明 注意 PENc(Z(P))， 可 知 P 也 是 Ne(Z(P)) 的 西 洛 
产子 群 。 于是, 据 $4 的 定理 4, 就 有 G/G'(p) 之 P/PNG' 及 
NeCZ(P))/Noe ZCP))Y (p) ~ PI/PN NeCZ(P)Y. 
于 是 我 们 只 需 证 明 PN 站 GP 站 Ne(lZ(P)Y 就 行 了 ,但 Ne(Z(P)Y'S 
G” 显然 就 有 PN Ne(Z(P)》ESPNG'。 所 以 下 面 的 尾 务 就 只 要 证 


明 PN GSPNNe(2(P))., 
由 定理 1, 已 知 
PNG’ ~ [PN NoelPY1: flPN Pe (7) 
xz 


从 Z(P)d dP 及 PqNe(P) 得 Z(P)<dNelP), 政 有 Ne(P)S 
NelZ(P))。 所 以 PN NelPYGPN Nel(2Z(P)); 于 是 ， 若 能 证 明 
PNtPiT1CPNNek2Z《P)》, 则 从 (7) 式 就 得 到 
PIG SPNNe(Z(P)). 
故 今后 的 任务 是 在 证 明 
PNiP EPN Ne( ZCP)Y. (8) 
令 C=PNPe!, 因 CEPriGipeT!, 故 ZOPr I etZCP)! 
与 C 之 元 素 间 两 两 可 交换 , 即 得 Z(zPr') 一 1Z(P)"'GCNe(C); 同 
理 ; 由 CSP 又 得 Z(P)SNe(C)。 由 是 使 
Z(PEOECNAC) RZ SO EN(C) 
成 立 的 Ne(C) 中 两 个 西 洛 p 子 群 及 9, 存在 , 故 有 5 Ne(C) 使 
Yi 一 吕 , 因 之 
(C32) ZCPY :C0 sli ZCP) EC 
= OSCG, 
式 中 5 为 G 的 西 咨 p- 子 群 ， 因 Z(P)SEOS3 以 及 #4* Z(P)， 
(41)71S5, 故 由 G 之 正规 性 而 据 $4 的 定理 7? 即 得 到 
Z(P) = 2Z(5) = (st)2Z(P) 《0 一。 
因而 有 st€ Ne(Z(P))， 于 是 再 从 
C sO! she NN GOP CECCIYP CY! 
及 
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PENe(Z(P)), 

就 得 到 

CECGOP OE NeZP)Y : (11) = Ne(Z (PY) 
因而 就 有 

PNiP/' = CEPN Ne(Z CP))Y, 

即 (8) 式 获 证 。 定 理 2 证 完 ， 

dal 

PNG’ — ee 

又 因为 西 洛 p~ 子 群 是 交换 群 的 群 必 为 p- 正规 的 《前 节 的 问 

题 4)， 故 由 推论 1 又 有 
一 个 西 洛 于 科 了 全 有 关 末 并 PNG' ~— ee 

当 C 是 三 正规 时 ， 定 理 2 解决 了 G/G'(p) = N/N'(p), 但 
RN 一 NeCZ(P)), 而 了 为 G 之 西 洛 p- 子 群 .由 于 PEN=Ne(Z(P))， 
则 知 P 也 是 N 的 西 洛 六 子 群 , 故 据 定理 1 又 有 

G1G'(p) Vos GW/P 与 MAN Op) 一 weCN)AP。 
于 是 当 G 为 六 正规 时 就 必 有 
Te-r(G)/RP ~ TvwvCND/P， 

因 之 Vejp(G) 与 了 wzf(N) 有 相等 的 阶 ; 但 又 因 Vos G) = 
VwsrlVesw(0) SVew(G)EN, i 故 Vecp( CG)=Vyspt Veen( ONS 
Var CN); 不 得 不 有 yc-e(G) 一 0 这 就 证 明了 下 面 的 
VwspCN) 之 关系 , 式 中 味 忆 Z Ze) 

下 面 再 来 讨论 格律 恩 第 一 ,二 湖 定 理 的 一 些 应 用 . 

利用 斑 赛 特定 理 及 格律 胃 第 一 定理 可 证 下 面 的 

定理 3 设 有 限 群 C 中 西 洛 2- 子 群 P 为 第 五 章 $ 3 定理 10 

a C2 则 G 必 为 2- 军委 的 ,00 DAG)NP 一 1。 《文献 

[30]) 
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证 明 因 1a, 8] 一 a”'， 且 由 计算 知 [o', ex 一 sa 及 
[ay ar 一 ao 才 忆 一 [PP 一 {e 一 为 2 阶 循环 群 。 
并 易 验 证 P 中 阶 2 的 元 仅 有 2， a “及 a” 共 三 个 . 

(a) 我 们 先 解决 4CP) 为 2- 群 . 

事实 上 , 当 ee 4(P) 时 , 因 (45")-arb* 一 (o< 和 7 ， 且 由 


[m+ et 20] 


(Cab)” ms bar 
又 知 olab) 一 ofa) 一 2" 的 充 要 条 件 是 4 所 0 (mod 2)， 因 而 或 
有 一 0 或 二 a 中 而 (x 2) 一 T 故 不 论 e 一 az 或 一 455， 总 
不 可 能 出 现 如 一 a”*; 于 是 对 任 ee 4(P)， 只 有 如 一 或 "= 
az 5 仅 这 二 个 可 能 ， 

又 易 知 凡 使 > 一 5 的 4) 中 一 切 这 样 的 “所 成 之 集 了 为 
4(P) 的 子 群 ,有 是 容 易 检验 使 br 一 a 及 a" 二 4 之 映射 cE 4(P) 
(因而 0? 一 1), 政 了 为 4(P) 之 真子 群 ; 因而 又 当 o, re 4CP) 且 
EV 时, 由 于 如 一 0 及 8 一 a 中) 就 必 有 如 一 (7 一 
《ar 一 5 说 明了 crE7 即 Ve 一 Vr, 这 证 明了 【ACPY: 
V] 一 2. 但 在 a€ V 时 ( 即 5r* 一 58), 因 或 有 


4d =a, (x, 2)= 1, 


或 有 
ar = gb, (x 2) 一 1， 

且 所 有 这 样 的 映射 < 又 的 确 是 P 的 自 局 构 , 故 otV) 一 2 2 生 一 
2 因 之 oCA(P)) 一 2", 即 4(LP) 为 2- 群 。 

《b) 再 证 明 Ne(P) 一 Px D《( 直 积 ), 

事实 上 , 四 P 人 Ne(P) 是 《[NelP):P], olP)) 一 1， 故 据 上 贡 
第 四 章 $6 定理 1( 舒 尔 ), 知 了 在 NelP) 内 有 补 子 群 , 即 NeCP) 一 
PD, PND 一 1, 有 2+toCD), 但 从 PANe(lP) 可 知 任 元 4E 得 诱 
导 P 了 的 一 个 自 同 构 , 即 对 任 s€ 了 『 乙 有 a1zd 二 zs PT 而 ou€ AD), 
故 由 ol4) 一 下 (下 为 奇数 ) 得 吐 一 1 另 方面 ,are 4(CP) 而 所 (a) 
又 知道 o(es) 一 2 所 #), 于 是 of 一 1. 因 之 ,由 于 (2 要 一 1 
”得 知 va 天 1， 即 dizd = z 对 任 d€ DD 及 任 z&€P 杠 成 立 , 故 Dd 
NelP) 而 有 Ne(CP) 一 PXDD， 
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《c) 再 证 明 PICcSEQ(P) 一 (co ,bj 
事实 上 , 据 格律 恩 第 一 定理 ,有 


PNG’ = [PNNeCP)Y]: TT PnP 
[A 


然而 NelP》 一 已 (由 fb) 可 知 ) 可 保证 (利用 狄 氏 律 》 
PNNeAPY ~ PNPD’ ~ PPND)=P, 
且 因 olP) 一 2 以 及 P 中 阶 2 的 元 全 部 在 
QP)= {gr bm ta” X {pb} 

内 , 故 PNNePY = PG9.(P)， 同 理 , 由 于 PNzPi7! 中 的 元 也 是 
卫 中 阶 2 的 元 : 故 PnPrIEQCP). 故 PnGSE9(CP)， 即 为 所 求 。 

《d) 再 令 oCG/G) 王 2 天 时 《KK 2) 一 1 则 zw 守 一 2. 

事实 上 ， o(P)=2° 及 oO.(P))=4 保证 了 of P/Q.(P)=2°™, 
而 据 (c) 有 PNG'SSQ.(P), 因 之 oCP/9.(P))=2”|o(P/PN G6")= 
olPG'/G'), 故 再 四 oCPG'/1G' ol(G/G )= 二 2m4， 就 得 到 2212"k， 
如 守 # 一 2. 

(e) 再 证 G 有 子 群 5 使 [G6:S] 一 2( 因 而 S546) 自 PN5= 
{9,5} — {a} x {16}. 

事实 上 , 据 (d) 知 G/G' 为 2mX 阶 (为 家 数 ) 的 交换 群 ， 故 
G/G' 有 一 个 阶 克 之 子 群 了 /6G’', 因而 G' 生 TSG。 今 敢 断 言 PN 
了 一 PnG'， 这 是 因为 从 olT) 一 oC6') .处 得 知之 西 洛 2- 子 
和 群 PP 站 7 与 G' 之 西 洛 2- 子 群 PPnG” 有 相等 的 阶 ， 且 又 显然 有 
PN G'SPNT 的 绿 故 ， 于 是 再 令 5 一 (a', 5} .了 时 ,利用 狄 氏 律 
得 到 PNS 一 PN{a, BIT = {a?, 2 CPNT) = [ez 5} * (PAN 
G') 一 fa 2}。 因 而 只 需 解决 [G:S] 一 2: 

因 {a,5} :了 T/T 为 G/T 之 西 洛 2- 子 群 , 而 oCG/T) 一 2"， 
故 2 ot{a, 5b} . T/TY =“™0 ({a, b}/{a, bb} T) Ee 2*/o (la, 
b}NT), Bol{a, BHNT) 一 ofPNT) = 2°", ol PN G’)=2""; 
得 PSG’ 又 说 明了 PEPNMG’, 21olP 站 CG, 故 xz 一 mm 之 1, 于 是 
再 与 (d) 合并 可 知 n 一 1 之 攻 实 4 一 2, 随 而 加 ==7 一 1 或 二 n 一 
2, 只 这 二 个 可 能 。 
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当 六 一 2 一 1 时 ，o(PmnT) 一 2 一 o(P): 但 PEPNY, 故 
不 得 不 有 PnT= 户 一 [ar Eto, NTEPNT ~ P~{a"'), 


Bh TP Tl Ml ,Co aD 2 


一 2 ofT); 而 这 时 的 o(0) 一 2". ol(T) 一 2?71. olT), 族 
[IC:5] = 2. 

当 嫩 一 关 一 2 时 ,得 ofPn7) 一 27 一 2 但 上 面 又 已 证 得 
P 站 Sm [Ta ,ph 故 otP 站 5S) 王 2*- 因而 以 2 < 二 # 一 1 < 二 #， 不 得 
不 有 T <S<G， 又 GES7T 保 证 了 SG， 因 而 Sp/8 之 P/PNS 
之 阶 为 27/2" 一 2; 然而 SP 一 加 一 {a2 fo 567T 一 {o， 

1 0 2 2° of 2 oO7 oo。 

Ds 2 2 
ofT) 一 2 of7) 一 ofG)， 故 SP 一 G, 因 之 [6:3] 一 2 

《ft) 再 证 S$ 有 一 个 指数 为 2"~! 的 正规 子 群 N, 凤 N45S 且 
[S:N] 一 2°7. 

事实 上 , 据 (ce) 已 知 2 一 :of3)， 而 3 一 Te 了 中 offo>， 
站) 一 2 故 {a 四 一 {o X {8} 为 5 的 西 洛 2~ 子 群 . 又 交换 
2- 群 {4?, 5b} 之 自 同 构 群 4(01e， 8) 的 阶 等 于 2" 环 一 ol {a7}， 
{人}): 这 可 仿照 (a) 款 证 ol A(P)) 一 2* 类 似 地 证 之 。 事实 上 ， 
B= {ob} 一 (a7) X (2 中 阶 2 之 元 仅 为 5a az 5 共 三 个 ; 
又 ce463) 了 时， 只 能 是 《ez7 一 ao 或 一 ax6。 但 (x,2)==1, 说 明 
了 (ea:)" 共有 2" 个 可 能 性 ; 然而 在 《ez 一 oz 时 ，(zy， 2) 一 1 
令 姑 一 加 或 如 一 ao 5 之 可 又 了 确 为 巨 之 自 同 构 , 即 ce 4(B), 而 
(0 一 oa” 及 下 一 a 之 oE4(B) 显然 ;至 于 在 Ca?)"=a*b 时 ， 
Cx;2) 一 1, 也 可 检验 8 5 或 一 ob 之 a€ 4(B), 而 (a) 一 
435 及 5 or 之 aedfB)， 这 是 由 于 BE{fe*6, az 的 绿 改 . 
所 以 o(A(BD)) 一 2 中 十 27 二 211 no({a?} X {85})。 于 是 再 
据 [G:5] 一 2 得 2"iiloC5) 可 知 B= 二 {a7, 5} 为 5 的 西 洛 2- 子 群 ， 
且 由 8 之 交换 性 知 8 全 ZB)， 因 而 IN,《(8):ZA《B)] 与 2 互 素 ; 
然而 IN,CB):Z 必 B)J|o(4《B8)) 一 2"《 上 册 第 一 章 59 定理 5)， 
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故 不 得 不 有 N83) 一 7.(B8)， 于 是 探 诬 赛 特定 理 《§ 3 定理 2) 知 
S 为 2- 替 和 苓 的 ; 即 有 NN 5 使 5 一 NB 及 NN B=1, 故 [S:N]= 
of 有 ) = 251. 

(g)》 最 后 可 证 6G 是 2- 宕 下 的 . 

事实 上 ,由 (外 知 N 为 5 的 止 基 2- 补 , 即 和 N 二 D2x(5), 故 N44 
$5， 而 据 (ce) 有 5<dG， 政 NdG， 因 之 再 由 [G:N] == LG:S]LS: 
N] = 2" 一 o(P) 即 知 NN 一 Dx G)， 定 理 3 证 完 . 

利用 格律 恩 第 二 定理 可 证 下 面 的 

定理 4( 弗 罗 扁 尼斯 定理 ) 设 p"io(G), 《ol(G),) 一 1， 
假如 一 人 拓 一 1 一 站 ( 基 一 DG 一 1), 则 G 之 最 大 六 
喜悦 G/Dr(G) ~ P, 但 为 G 之 西 洛 姑 子 属 , 即 C 是 姑 罕 地 的 ， 

证 明 当 >” 一 1 时，o(C) 一 pm，(p, m) 二 1。 由 于 这 时 
o{fP) = p; 则 知 olA(P)) = p 一 1; 因而 当 x& NalP) 时 ， 由 于 映 
射 y 一 y” 型 x-!yx 为 P 之 自 闻 构 ， 知 必 有 of 二 1, 又 x* 叶 1 
也 导 册 5" 一 1、 故 利用 1 一 (of(G)，A) 一 (ofG) TD) 一 (of(G)， 
P 一 1) 就 得 到 cc 一 1 即 xy 一 yry* 或 PSZCNe(P)) 因而 据 斑 赛 
特定 理 知 G 为 p~ 窒 零 的 , 即 有 M 4G, 使 G/M 二 P, 说 明 在 ”一 
1 有 时 定理 4 成 立 . 

再 用 归纳 莽 假 定 定理 4 对 于 西 洛 pg- 子 群 的 阶 小 于 六 的 群 确 
成 立 ,; 而 来 考虑 G 中 西 沼 p- 子 群 P 的 阶 为 p? 的 场合 

这 时 , 若 P 交 换 , 则 当 令 陪 集 分 解 为 

NelP) = P+ Pr 二 Pry [Ne(P):PI = 4 

时 ,由 于 P 了 是 Ne(P) 的 玲 一 个 西 洛 p- 子 群 ,可 不 损 普 遍 性 能 假定 
ofzi) 一 四 与 如 王 素 , 即 《ni,p) 二 1， 因 上 映射 yy 一 yi 一 x71yxi(y€P) 
为 P 的 自 同 构 (cre 4(P))， 故 of 加 一 1 一 一 n(n 一 1) (上 册 
第 五 章 $4 定理 4); 另 方面， 由 otxi) 二 wi 又 知 oFi 一 1; 于 是 从 
ni|o(G), (ov( 6), AD) 一 及 (ns p)=1 得 知 (zi piRa) 一 1, 故 不 
得 不 有 一 1， 即 当 y€ PP 时 但 有 yxj 二 xiy， 因 而 由 了 之 交换 性 得 
PG ZCNo(P)), 而 据 玫 赛 特定 理 知 G 是 p- 宪 零 的 , 即 G/De(CC) 一 
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P, 说 明 在 了 为 交换 时 定理 4 确 成 六 (这 时 不 需 用 归纳 法 ). 

当 P 非 交换 时 ， 有 1 < ZCP) < P， 收 令 p” joCNe(Z(P))/ 
Z(《P)) 时 就 必 有 ww 过 4.。 今 令 o(Ne(Z(P)/2(P)) 一 上 5， 由 于 
hloCG), kar | ks 改 从 (ol G), Ks) 一 ] 得 (#p， ka’) 一 1， 因 之 据 归 
纳 法 的 假设 可 知 Ne(ZLP))》/Z(P) 为 z 赛 零 的 ， 即 有 一 个 指数 为 
p” 的 正规 子 群 M/Z(P)， 故 oC(Ne(Z(P))/M) 一 如。 然而 从 
Z(P) < PSNcCZ(CP)) 又 知 n 守 1, 凤 Nel(2Z(P)) > M， 于 是 当 
令 主 一 Noe(2Z(P)) 时 ,由 于 入 /MM( 竺 1) 为 p- 群 , 知 有 4 使 4A/M < 
N/M 及 4dIN, 有 (N/M)/(4/1M) (之 N/A4) 是 交换 群 ， 故 N (pp) < 
N, 即 N/N'(p) 是 交换 p- 群 且 异 于 1; 因 之 据 G 之 p- 正 规 性 ($4 
的 定理 10) 而 由 格律 恩 第 二 定理 ， 就 得 到 G/G'(p) 之 N/N'(p)， 
由 是 可 知 C (Go 过 G， 随 而 也 必 有 Dp(G) 一 G， 

今 能 断言 phoCDo(G))。 为 什么 昵 ? 若 ploCDslG))， 则 从 
of G ) 一 pn (my pb) 一 1 可知 ofDiG)) = pm, 人 但 1 < 委 m 到 
n; 于 是 从 和 js 及 (of(cGjyf) 一 1 知 (o(DoCcG)7)， ,) == 1, 收 
再 据 归 纳 法 的 假定 ;可 知 Dp(G) 为 扩 宕 零 的 , 即 

DetG)/DsCDp(G)) 二 阶 p"”'， 的 群 ， 
因而 DA(G) < Dp(Do(G)), 这 显 非 所 许 ($ 4 的 定理 6)， 所 以 说 
ptoCDe( 上 G5)), 因而 G/Dp(G) ~ P, 即 6 为 p- 窜 等 的 .证 完 . 

格律 恩 第 二 定理 奉 涉 到 有 限 群 G 为 p- 正 规 的 概念 , 然而 西 洛 
p- 了 群 为 交换 的 有 限 群 G 叉 确 为 p- 正规 的 (前 节 的 问题 4), 象 这 
样 的 特殊 六 正规 群 除 上 面 已 论述 过 的 以 外 ， 尚 有 下 列 的 一 些 结 
果 首 先 有 ， 

定理 5 设 G 之 西 洛 p- 子 群 P 是 交 妆 的 ， 则 当 P4G 时 ,有 有 
P= (PNG) xX (PNZ(G)) 1 Vosp(G) = PNZ(G). 

证 明 因 P=[P,P] 一 1l, 故 G~ Vesr《G)SP; 若 令 这 同 
态 的 核 为 天 ， 则 G/K ~ Fee(G)SP， 故 5G: 天 |o(P)， 不 得 不 
([G:K], [G:P]) 一 1， 因 市 CG = PK, Veo.p (G6) 一 re-pfp) 。 
Jc-p(K) 一 Veoh (Ve K)= P= 1), 

Vo.pt G) 一 Fc-efPJ) {9) 


(实际 上 ,(9) 式 早已 获知 一 定理 1 的 推论 ). 
今 令 6 关 于 之 陆 集 分 解 为 G 一 > Per， 于 是 当 xeP 时 由 
于 PP 一 1 就 有 
Vesplx) 一 I eg Bix = Qivgipto Ans € P); 
但 P dG 保证 了 glan 一 g;, 因 之 有 
Vos) ~ [| gxer', i ggr'e P(e PN); 
再 利用 P 之 交换 性 则 得 
Tc-rfkr) 一 zx， I [Cgixg7 Dx] 一 2 11 [gr x )s 


但 [gr xcEG' 又 [gr x 1]=(grg7 xm€E PP, 故 [8g5 x € 
PNG', 于 是 则 有 : 


rE PS>Vop(lx) mm x*(mod PG'), (10) 
式 中 = 一 [G:PD]. 
我 们 先 证 下 面 的 
P= (PNG’) X Top(P)， (11) 


事实 上 ,从 y€ (PNG)NVewp(P), 有 xE€P 使 jy 二 Ve,p(x)E€ 
PNG', 因而 由 《10) 式 知 x"EPNG'; 又 因 x 9 一 1， 故 从 《Co(CP)， 
n) ~ 1 知 有 二 整数 2, pg 使 24 十 golP) 二 1, 于 是 
x me rste: op) i (x?) (xo PN) (x")}€ PN G’, 

故 从 G/K 之 交换 性 得 ze PN G'SG CK, 因而 Verr(x*) 一 1; 证 
明了 

(PAN GN Tc P) es (i) 
由 (10) 式 又 知 : xE€P 了 Px” 一 s+ Vosp(x),sEPNG'， 故 有 x"€ 
《PMG ) Ver(P); 但 由 Co《P),r) 一 1 又 知 : 当 * 跑 遍 P 了 时 , x" 
也 了 史记 P, 因而 PS 站 GD) Ve,p(P), 不 得 不 

P= (PNG’) :Verr(P), 110. 《ii 
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了 之 交换 性 又 说 明了 


PNG’ AP 及 VorwelP) AP, “eee 《ii 
因 之 ,合并 (外, (让, (ii), 即 得 (11) 式 之 正确 性 . 
于 是 ,今后 的 任务 就 只 需 证 湖 
Ve.eG) = PN ZCO). (12) 


事实 于 ,由 Ver《(G) 4G (1 的 定理 4, 则 知 对 任 1€ G 与 任 
xE Vewp(G), 有 [Ti xleycnc); 但 Po-efGISEP4G 又 保证 了 
[t,x] EP 门 G'; 改 结果 可 知 

[is x]€ (PN GIN VG OG) = (PNG) Vep(P) = 1, 
即 ie 一 xt。 这 证 明了 ys-r(G) 之 每 元 与 G 之 各 元 可 交换 ， 即 
Tc-r(G) 反 ZKCG)。 故 Yec-eCG)SEPPmnZG) 另 方面 ,由 ?EPZCG) 
又 得 


by 二 
Vewrly) 一 [ge 二 一 Teygr 一 加 (Cg 
fwl ?=1 
故 


yy yt op) — yy” [Vonly) Ye Veo.pC G), 
又 证 得 了 PmnZ(G)EYcrG)， 故 (12) 成 立 , 证 完 。 

除 定理 5 外 ,还 有 下 面 的 

定理 6 设 G 之 两 洛 p- 子 嫩 P 是 交换 的 ， 则 有 Vee(6) 一 
PNZ(NeP)) ~ G/G'(p). 

证 明 由 P 之 交换 性 知 P = [P，P] 一 1， 故 由 格律 恩 第 一 
定理 得 G/G'(p) 守 Vowp(G)， 又 由 格律 态 第 二 定理 的 推论 3 有 
Tc-PCGD) 一 Vwewr) sp NeCP)); 但 P<Ne(P), 故 握 定理 5, 有 

Vyocp>r Ne(P)) = PN ZCNe(P)), 
结果 得 VeyptG) ~ PN ZCNe(P)), 证 完 。 
据 这 定理 6 及 (9) 式 即 得 下 面 的 
推论 。” 设 P 为 G 之 西 洛 p- 子 群 . 若 PSZCNeCP))， 则 
G/G'{p) TP Ve G) = Ve.p(P). 
问题 1 设 G 之 西 洛 p- 子 群 P 为 交换 的 试 证 
G/G'(p) > Ne(P)/ (NalP)) (p). 
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问题 2 设 G 之 西 洛 pr 子 群 了 为 交换 的 , 试 证 Vesp(G) 守 PYP 
NG., 

问题 3 设 @G == 95 为 五 个 文字 1,2, 3, 4, 5 上 的 交代 群 ， 多 
为 四 个 文字 1, 2，3， 4 上 的 克 莱 获 四 元 群 。 试 直接 利用 上 题 计 算 
Ve.rs(G), 

问题 4 设 4 为 有 限 群 G 之 交换 正规 子 群 ， 且 共 阶 与 指数 互 
素 ; 即 (oCA),[6:41) 一 1. 试 证 : 

Am=(ANG) xX (ANZ(GD RK Ve 6G) = ANZCG). 

问题 5 当 侦 阶 群 G 之 西 治 2- 子 群 眉 为 循环 群 时 , 试 证 

PNG 一 1 

问题 5 设 有 限 群 G 之 西 洛 关子 群 已 含有 指数 为 的 循环 
子 群 , 且 《of(C), p 土 1) 一 1。 证 明 G 是 p- 帘 零 的 , 即 CPPCC) 全 
P. 但 ”是 奇 索 数 . 


提示 : 设 名 of(G).。 一 1 时 ，ofP) 一 pp ofd4(P)) 一 pp 一 1 故 从 *6E 
efP) 所 得 y 一 六 一 yx 中 的 0€ A(P)( 任 YEP), 应 有 0?7 =1; x= 
1 也 说 明 0%9? = 1; 故 从 (of6),p 一 1) =1 知 必 有 0 =1; 风 xy = yx, PE 
ZLNo(P)), 故 由 斑 赛 特定 理 知 6 为 pz- 略 零 的 , 天 用 归 急 法 假定 对 西 洛 p- 于 
群 的 阶 小 于 六 的 群 , 定 理 为 真 。 若 P 交换 ,由 于 P 是 No(tP)=P+ Px 十 … 
十 Pxi_1 之 唯一 个 西 洛 p- 于 群 , 故 可 令 ol*%i) 一 时 与? 互 素 ; 又 因 ? 一 9 一 
x7!'yxi(y EP 了 ) 中 0;€ 4(P), 故 在 PF 为 循环 时 有 oCA(P)) = 9(p") = jp 一 
1)， 而 当 P 了 交换 并 非 箱 环 时 ， 可 完全 与 上 册 第 五 章 $ 4 问题 5 一 样 得 知 
of A(P)) [rp 一 1 (2> 2 时 )， 或 在 * = 2 时 由 了 之 初等 交换 性 有 oC(ACP))= 
Pp(p 十 1)(zp 一 1)》。 总 之 恒 有 oCA(P))jp"(p 二 1)(8 一 1》, 于 是 不 得 不 有 
9% 一 1 及 oo400 0 一 1; 因 之 再 由 wi]o(6) 可 知 (wiP(p 二 1)(p 一 1)*)= 
1 i 二 1 xiy 二 yxiy 天 从 P 之 交换 性 得 P 刁 Z(Ne(?)), 因 之 扎 辛 赛 特定 理 知 
6G 为 g- 窜 零 的 。 如果 P 非 交换 ,1<Z(P)<P, 因 之 上 Noe(Z(P))/2CP):1] 
路 <n; 再 令 oC(Ne《2(P))/2Z(P)) = 则 由 &lo(G) 得 (4#, p 士 1) 一 1 故 
据 归 纳 法 的 假定 则 知 ( 由 于 Nel2Z(P))/2(P) 的 西 洛 刀子 群 Pf1ZL(P) 含有 指数 
为 乡 的 循环 子 群 ) No(2Z(P))/2(P) 为 p- 暴 零 ， 即 如 ZCP)CEM<INa(2Z(P)) 且 
有 [Ne(Z《P)):M1 一 如 之 对 存在 ;然而 从 2Z(P?)<P?CNel2Z(P)) 又 得 7 送 
1 故 Nel(2(P))> M, 再 令 六 = NelZ(P)), 由 于 N/M 为 p- 群 ; 故 使 4/M< 
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六 /1M 县 4< 而 ( 亲 AMJA4AD) 一 站 /4 是 交换 的 4 必 丰 在 ， 因 之 入 '(p)< 
床 ， 即 访 /Np) 为 非 单位 群 的 交换 zp- 群 . 若 G 不 为 上 正规 的 , 则 G 必 有 另 
一 个 西 洛 子 群 使 2(P)CP,, 但 Z(P)41P, 故 由 $4 的 引 理 工 知 有 EC 
及 GG 的 一 个 p- 于 群 28(92> P)， 使 用 * 变 00 之 形 为 的 由 同 构 ;县 这 自 同 构 的 
阶 4>1 并 有 (gq,8) = 二 1; 然而 因 28 含 有 指数 为 训 的 循环 子 群 (上 册 第 五 
章 53 的 问题 2), 故 与 证 上 册 第 五 章 $4 间 题 5 类似: 可 得 知 of( 人 9) 名 (一 
17 因而 4j (tp 一 1》, 于 是 再 由 olx)jolG) 又 知 91olG), 故 41(o(6), (p 一 
1 六 ) = 1, 4 = 1, 得 到 了 矛盾 . 于 是 6 必 为 p- 正 规 的 , 故 由 格律 四 第 二 定理 
入] G/G"(p) 二 N/N'(p), 于 是 因 书 证 得 全 (Pp)<W, 故 G()<G, 因而 也 必 有 
D,《G)<G。 今 能 断言 pt[D;《G):11。 为 什么 呢 ? 因 从 ple (D,(G)) 及 
Co( Ds(G)), 一 1) 二 1 以 及 Ds) 之 西 洛 -于 咯 含 有 指数 为 8 的 循环 子 属 ， 
则 而 归纳 法 的 假设 可 知 D,(6) 是 #2- 冠 零 的 、 即 DjCG)/ DpCD9(G)) 与 DG) 
之 西 洛 ?= 子 群 同 构 , 砍 DA(G) 关 Do(Do《(G)), 这 显 非 所 许 。 和 既然 Pt Dy): 
1， 故 必 有 6G/ Ds(G) 二 P. 


$ 6. 群 阶 与 群 属性 的 关系 


有 限 群 的 阶 是 振 样 的 自然 数 对 于 群 的 属性 有 很 大 的 关系 ， 例 
如 了 醒 为 素数 的 群 是 循环 的 (因而 其 型 唯一 )， 又 如 阶 为 素数 之 平方 
的 群 仅 有 二 型 (一 为 循环 ,一 为 初等 交换 ), 阶 为 prg* (p,q 是 两 个 
不 同 的 素数 ) 的 群 是 可 解 的 ,等 等 。 我 们 现在 问 : ” 阶 群 欲 恒 为 循 
环 的 , 或 伍 为 交换 的 , 或 恒 为 宪 零 的 , 自然数 # 应 满足 的 充 要 条 件 
是 什么 ? 本 节 的 任务 是 利用 传输 理论 回答 这 些 问题 . 

令 一 好 8 2: 为 自然 数 二 的 素 因 数 分 解 . 设 o(C) 一 >。 

若 > 阶 群 G 恒 为 循环 的 ， 则 首先 敢 断 言 每 个 m 一 1，、 因 为 例 
如 车 m 之 2、 则 由 于 有 阶 为 pf! 的 初等 交换 群 不 (直接 作 m 个 所 
阶 循环 群 之 直 积 ), 疏 这 时 只 需 令 已: 《人 = I, °°, 2) 为 阶 pF 的 循 
环 群 , 那 末 直 积 G = 放 , Xx HH;, Xx .…， X WH, 的 阶 为 » 且 非 循环 的 ， 
这 与 我 们 的 假设 “= 阶 群 重 为 循环 ”的 前 提 相 矛盾 。 故 欲 使 " 阶 群 


恒 为 循环 的 ,就 不 得 不 有 每 个 一 1;, 即 m 一 『] pi; 因而 p(x)= 
#1 
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出 (pi — 1). 


若 《qln), nn) 交 1， 则 至 少 有 一 个 p; -1 被 某 p; 整除 ,如 令 
pzi(pi 一 1)， 所 上册 第 四 章 $ 3 中 的 电 尔 特定 理 可 知 由 定义 关系 
为 

zt 一 1 3 一 1: ry 1 但 + 半 1 (mod pp) 

所 决定 的 集 晤 一 {x,y 是 一 个 py 阶 的 非 循环 群 , 于 是 直 积 G= 
日 X HX …* XH, 之 阶 为 # 二 psp2pa''*p: 且 非 循环 的 (Hi 为 ps 
阶 御 环 群 , 一 3，，…,z), 又 与 假设 予 卓 了 ， 

故 得 : 当 阶 > 的 群 恒 为 符 环 的 ， 就 必 有 《p(n), mn) 一 1 之 关 
系 ( 这 关系 已 包含 了 每 个 w 一 1). 

反之 ,; 设 oC4G) 一 ,日 (p(n),n) 一 1。 于 是 ,这 时 每 个 % 一 


1, 即 = 一 pp …p; 无 平方 关子 ,因而 p(w) 一 II (pj; 一 1), 今 


令 Pi be 1，2， ,#1) 为 6G 的 西 洛 p 一 于 群 , 于 是 Pi 为 p; 阶 人 循环 ， 
有 ol4(P,)) 一 pj 一 1, 又 xE NelPi) 之 x 得 话 导 PP 的 一 个 自 同 构 
o, 刚 对 每 个 yE Pi 锯 和 对 yy 一 y= 二 x-!'yx 为 P 的 自 同 构 , 获 0? 站 = 
1; 但 x" = 1 又 导出 y” 一 +x”yzr" 一 y, 开 又 有 om” 一 了 .于 是 利用 
(pi 一 1, 2) 一 1 见得 oc 一 1， 邮 y 一 xyx， 说 明了 Pi 之 每 元 7 
得 与 NelPi) 之 各 元 z 可 交换 , 即 Pj 全 ZL(NelP)), 故 据 $3 的 定理 
3 就 知道 (ol 6')， pi) li 1,2,..., 2)， 因而 (0o{ @'), 2)= 
1 即 o(0 7) 一 1, G' 一 [GG] 为 单位 元 群 。 故 G 交 换 。 册 是 每 
P46, 而 得 G 一 了 PX PX… Xb, 因 之 从 PP 之 循环 性 则 知 G 
循环 ， 
于 是 证 得 了 下 面 的 


§ 


至 于 判定 阶 # 的 群 恒 为 交换 的 充 要 条 件 是 下 面 的 


1) 令 O 为 借 包 的 一 个 原 根 ， 则 22 一 二 1Cmod p.)，p* 考 1 (nod p1) 当 LA< 
可 


1 一 1 对 ; 于 是 令 r 二 p“” ， 则 这 * 即 合 平 要 求 ， 
so S70 w 


定理 2 内 阶 "一 fpf… pf 的 玖 恒 为 交换 的 部 村 条 件 是 : 
0) 每 a; 所 2 及 (ii) 对 任 i,j 常 有 (pi ?7 一 1 一 1. 

证 明 ” 先 设 阶 #2 一 prip…p?: 的 群 恒 为 交换 的 .车 有 (例如 》 
a 之 3, 则 据 堆 尔 特定 理 , 可 知 由 定义 关系 

rp em ], yh me ls yxy 一 XtHpet 
所 定之 集 互 一 {x,y} 为 一 个 阶 pr?' 的 非 交 换 群 , 因 之 取 阶 为 n/p? 
的 任 一 群 M 而 作 直 积 G= 瑟 xX M 时 ， 则 这 G 显 非 交 换 的 且 阶 
o(G) 一 #, 与 题 设 矛盾 . 故 必 有 每 a; 所 2。 如 果 条 件 《i) 不 成 立 ， 
例如 说 有 (pa ph 一 1) 于 1， 则 pz| (pf: 一 1); 今 作 阶 部 的 一 个 
初等 交换 群 N, 并 作 入 之 全 形 HCN), 于 是 由 于 
oC ACN)) = pha pF 一 1) (pi — 1)s 

以 及 oC ACN))1oCHCN)) 与 pri(pt 一 1)， 易 知 psloCHCN))， 因 
而 HCN) 有 一 个 p; 阶 子 群 4; 但 因 Zum(N) 一 N 《上 册 第 一 章 
§ 12 的 问题 5), 故 4 上 Zam(N), 即 在 4 内 至 少 有 一 元 与 之 各 元 
不 全 是 可 交换 的 ,因而 从 NAHCN) 可 知 C 一 Nd 是 一 个 阶 prip; 的 
非 交 换 群 (还 可 断言 C 不 是 窜 零 解 上 其 第 二 章 $5 的 定理 4); 
再 作 阶 *ypz 如 的 任何 群 5, 并 作 直 积 G 一 CC Xx 8，、 则 这 G 显 非 交 
换 的 是 有 o(G) = ”， 也 与 题 设 巴 盾 . 故 必 对 任 i, ;人 习 有 (pj, p?' 一 
1) 一 1. 总 之 , 当 阶 ”的 群 恒 为 交换 时 , 则 条 件 (i 与 Ci) 必 有 成立。 

反之 , 设 群 G 之 阶 z 一 pr?rp2…*pr 中 每 6; 声 2 上 且 对 任 i, 7 有 
(pj Pp8' 一 1 一 1. 取 C 之 一 个 西 滩 p.- 子 群 P, 于 是 已 为 交换 群 
(mm 所 2), 再 令 

六 一 


NeP) 一 》，Pir 一 Pxo 十 忆 m 十 … + Pr 
j=0 


为 Ne(P,) 关于 P 的 陪 集 分 解 (xo 一 1), 由 于 PP 是 Ne(PJ 的 唯一 
个 西 洛 pi 子 群 , 则 知 NelP) 中 凡 阶 为 pi 之 帘 的 元 全 在 忆 内 , 政 
可 不 失 普遍 性 能 假定 每 个 olxi) 与 p 互 素 , 凤 《oxi), P1) 一 1, 因 
对 每 y€ Ps 瞎 射 y 一 y 一 x7'yxi 是 忆 的 自 同 构 , 故 从 

ol AC(P)) ppt — Np. — 1) 
《上 册 第 五 章 54 的 定理 4) 应 有 
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ODP-D PD es 1; 

又 若 ox;) 一 m， 则 因 (m, pi) 一 ]， 故 据 假 设 条 件 Gi), 就 有 
(pCpi 一 1)(Cp, 一 1), m) 一 1, 执 而 再 从 x? 了 一 1 得 o7 = 1, 于 是 
与 上 式 比较 可 得 o 一 1 这 证 明了 >* 与 疡 的 每 元 7 可 交换 ， 故 再 
由 疡 的 交换 性 可 知 陪 集 Px; 中 每 元 都 与 只 的 各 元 可 交换 , 即 三 
Z(Nc(PD))， 故 由 $3 的 定理 3 得 (olG'), p,) 一 1， 同 理 ， 对 每 
ps 言 也 有 (ol G0"), p7) 一 上 《7 到 了， 2，， 9 站. 因 之 (ol @’'), n) 一 
1, 不 得 不 有 oC6”) 一 1, 即 G' ~ [G， 6] 为 单位 元 群 ， 故 G 是 交 
换 的 。 定理 2 证 完 . 

关于 判断 阶 = 的 群 全 为 客 零 的 则 有 

定理 3 内 阶 "一 prpf…… 六 的 群 全 为 敌 夫 的 友 要 条 个 及: 


对 任 i 与 常 有 有 (ps I[ (一 DD) 一 1 
天 一 上 
证 明 先 证 条 件 的 必要 性 , 即 假 定 凡 阶 为 # 呈 prrp2 pt 的 
群 重 为 堵 零 的 ,而 要 证 明 
0 
(If (pf — 1), i 1 (j= 1，2，-… 7)。 


事实 上 , 若 有 (了 (xi 一 D, ps) 1, 则 必 有 


prl pi: — Dp 1) (pt ~— 1)(p, — 1); 
于 是 作 一 个 阶 pr: 的 初等 交换 群 VY， 并 作为 的 全 形 HCN), 则 同 证 
定理 2 时 完全 一 样 , 可 知 HCN) 含有 p; 阶 子 群 4, 且 C 一 N4 是 
pr'p; 阶 的 非 究 零 群 。 故 当 5 为 阶 n/pr'pz 的 任 一 群 时 , 则 直 积 G 一 
C Xx 3 非 罕 零 且 有 o(G) 一 #， 而 与 几 阶 # 之 群 恒 为 短 愉 之 假定 
相 巴 盾 , 不 可 ， 闻 必 有 (了 (pi 一 1, pz) ~ 1。 同 加 ,对 凡 j= 


1 2，'… ri 之 1 了 几 有 
(iew- 一 bb 
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即 证 明了 条 任 的 必要 性 ， 
1, 2, -…, 1), 而 米 证 明 G 之 短 零 性 . 


因 忆 假定 了 ( 工 (Pp; 一 1)， 网 本 “… 2) 且 


of 人 G) 一 prips** “ps 丰 (IT (p1 — 1)， 站] 二 于 是 据 $5 的 
定理 4( 弗 罗 扁 尼斯 定理 ), 得 知 G 是 pj- 赛 零 的 ;因而 由 于 pj 可 为 
ofG) 之 任 一 素 因 数 ， 马 上 得 到 了 G 之 短 堆 性， 定理 3 证 完 . 《 文 
献 [31, 321) 

用 完全 类 似 的 方法 可 证 下 面 的 

定理 4 设 冲 lo， 则 凡 阶 = 之 群 恒 为 六 和 宕 霍 的 完 要 条 件 是 

《rn，( 产 一 1)(p 一 1)…， -(p? 一 1)(p 一 127) 一 1 

例如 证 明 条 件 的 必要 性 时 ,如 定理 3 一 样 和 有 pripz 阶 非 医 零 
群 C 一 Nd4d, 因而 C 必 非 pr- 宕 零 的 ( 因 奉 则 有 4 一 Do,《C) dC 而 
有 5C 一 NX 4, 不 可 )， 详细 的 叙述 与 推导 留 给 读 首 ， 

定理 3 与 4 的 证 明 都 有 赖 于 弗 罗 让 尼 斯 定理 (4$ 5 的 定理 4)， 
弗 罗 凯 尼 斯 定理 用 处 很 大 , 利用 它 还 可 决定 侦 阶 单 群 之 阶 的 形状 ， 
即 
数 中 的 某 一 个 所 整除 

证 明 设 单 群 G 之 阶 ofG) 一 27 天 之 1， (2， 1) 一 1。 由 
G 之 单纯 性 及 二 关 1， 根 据 $3 的 问题 站 可 知 必 有 靖 > 1 即 二 之 
2。 下 分 三 款 来 讨论 ， 

0G) “一 2 这 时 取 尹 一 2 商 有 起 一 (2 一 1 一 巧 一 3， 
于 是 由 G 之 单纯 性 及 弗 罗 扁 尼斯 定理 ,可 知 

(olG), Rs) = (ol G), 3) x 1 

医 而 31oC6), 即 得 121o(0C)、 

《ii) # 一 3。 这 时 取 二 2 而 有 和 二 (2; 一 1)GQ2: 一 1)(2 一 
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1 一 3 X 7, 仍 如 款 (i) 一 样 由 之 单纯 性 及 弗 罗 扁 尼 斯 定理 ,可 
知 (olG)， 6) 二 CoLG)，3 X 7) 二 1, 故 或 31o(G) 或 7]o(c)， 
二 者 至 少 有 一 。 在 31o(c) 时 有 24|o(G6), 在 ?71o(G) 时 有 
56|oCG)， 说 明 当 然 有 121oCG) 或 561o(G)， 

(Qi) sn 一 4， 这 时 显 有 16|ofC)。 

定理 5 证 完 

有 了 本 节 的 定理 1, 2, 3, 4 后 ， 对 于 决定 阶 为 已 知 数 的 群 究 
有 多 少 个 或 它 的 构造 怎样 ， 是 很 有 助 益 的 . 例如 在 上 册 第 四 章 $3 
的 例 1 里 说 过 pg 阶 群 (4 二 yp) 在 gj(p 一 1) 时 只 有 一 个 而 为 循 
环 群 ; 若 利 用 本 节 的 定理 1 去 解决 ， 这 结论 蜡 然 正确 ， 内 为 (pg， 
9(pg 力 一 (pg 《一 1)《9 一 1)) 一 1 的 缘故 ， 又 如 上 册 第 四 章 
$5 的 例 1 中 所 讨论 的 pq? 阶 群 C(e < p，4 与 都 是 奇 灾 数 旦 
qtCp 一 1)), 由 于 这 时 29: 确 满 足 本 节 定 理 2 的 条 件 , 故 G 必 是 交 
换 的 ,因而 G 或 循环 或 初等 交换 ,只 这 二 个 可 能 性 。 

本 章 到 此 结束 。 

os 定理 1, 2, 3 可 用 统一 的 形式 表 写 为 凡 阶 2 一 pn 
pp 的 群 恒 为 


G) 循环 的 充 要 条 件 是 (。， TI (上 ;一 一 1 及 每 @ 一 1， 
Gi》 交换 的 充 要 条 件 是 (a， J (zi 一 1)) 一 1 及 每 w 所 2， 


《ii 逢 零 的 充 要 条 件 是 (， 1] ¢:— 1)) 一 1 

问题 2 每 ml 多 2 的 奇 阶 2 一 站 2 "ptt 的 群 恒 为 可 解 的 ， 

问题 3 用 符号 NC) 表示 不 阶 群 中 互 不 同 构 之 个 数 . 设 = 一 
pps pe, WN NG) 一 HI Nfp#)》 的 充 要 条 件 是 + 阶 群 恒 为 矫 


零 群 . 
问题 4 几 阶 为 小 于 1000 之 奇数 的 单 群 必 是 素数 阶 的 , 试 证 
之 ， 
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第 九 章 ” 半 单 群 与 群 之 分 解 及 下- 性 质 


这 一 章 准备 谈 三 个 问题 (一 ) 半 单 群 ,( 二 ) 群 之 分 解 ,( 三 ) 群 
之 II- 和 性 质 . 第 一 个 问题 虽 非 近来 研究 有 限 群 之 趋势 ,但 它 与 单 群 
紧密 相关 :不 可 忽视 .第 二 ,三 两 个 问题 都 是 近年 研究 有 限 群 的 趋 
势 , 其 根源 可 以 说 是 在 可 解 群 . 


$1 半 单 群 


为 什么 要 讨论 半 单 群 电 ? 我 们 知道 ， 域 上 有 限 阶 结合 环 的 构 
造 完全 解决 了 ,事实 上 ， 域 上 有 限 阶 结合 环 尺 总 可 以 写 为 它 的 要 
鞭 《radical) N 与 一 个 半 单 环 (semi-simple sing) 5 的 直 和 ,如 民 = 
NS (当然 ,及 应 满足 某 些 附 加 条 件 )， 但 半 单 环 5 可 写 为 单 环 之 
直 和 ， 而 单 环 又 得 与 一 个 非 交 换 域 上 的 全 和 矩阵 环 同 构 。 这 说 明了 
半 单 环 的 构 进 完全 解决 了 。 关 于 李 代 数 与 约旦 代数 的 构造 亦 有 奖 
似 的 结果 .于 是 ,研究 有 限 群 也 产生 了 相应 的 问题 ， 

然而 环 之 根基 是 环 的 最 大 突 零 理想 ， 由 它 而 得 的 商 环 再 也 没 
有 和 宕 等 理想 了 , 即 商 环 为 半 单 环 ， 可 是 对 有 限 群 诗 , 由 它 的 最 大 塞 
零 正规 子 群 ( 即 费 丁子 群 ) 所 作 的 商 群 还 有 可 能 为 军 侮 的、 例如 三 
次 对 称 群 5; 之 费 丁 子 群 为 三 次 交代 群 距 ， 而 商 群 ,/L 又 是 罕 
零 的 。 故 群 之 根基 及 半 单 群 的 意义 不 能 从 寡 贸 正规 子 群 这 个 角度 
来 落 存 . 

但 有 限 群 中 ,可 解 群 大 县 地 存在 , 卫 可 解 群 的 构造 问题 大 体 上 
可 以 说 是 解决 了 的 4 即 除 等 价 者 外 只 有 唯一 的 一 组 西 洛 基 底 )， 于 
是 研究 有 限 非 可 解 群 时 ,就 来 考虑 其 中 可 解 正规 子 群 同 的 关系 , 实 
际 上 它们 之 闻 的 关系 恰好 与 某 域 上 有 限 阶 结合 环 中 只 零 理想 闻 的 
关系 相 类 似 , 说 具体 一 些 , 就 是 有 下 面 的 
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1 
证 明 ”GG 之 有 限 性 说 滔 了 GG 中 可 解 正规 子 群 之 个 数 只 有 有 限 
多 个 ， 令 它们 为 4 4 、，4A4s, 于 是 它们 的 积 A14,… A 亦 为 


G 之 可 解 正规 子 烙 日, 这 五 即 为 所 求 之 最 大 可 解 正规 子 群 。 又 若 
K/ 晶 为 G1H 之 可 解 正规 子 群 , 则 从 K/BB 及 及 之 可 解 性 得 知 K 为 
可 解 的 , 故 K& 是 G 之 可 解 正规 子 群 ,于 是 由 石 之 最 大 性 就 必 有 二 
刘 , 即 G/ 晶 没有 异 于 1 的 可 解 正规 子 群 证 完 . 

由 这 定理 上 可 引进 

定义 1 右 限 群 G 之 (唯一 的 ) 最 大 可 解 正 规 子 铬 叫做 G 的 根 
其, 记 为 RG)， 当 有 有 限 玲 G 没 有 异 二 1 的 可 解 下 加 子 群 时 , 则 中 
G 是 半音 群 

于 是 由 定理 1 可知 G 之 根基 Ri(G) 包含 C 的 一 切 可 解 正 规 
子 群 , 卫 商 群 G/RWG) 还 为 半 单 群 

容易 验证 Ri(G)d dG: 事实 上 ; 当 oe 4(G) 时 , 则 知 Ri(G)* 
应 为 G"=G 的 根基 , 故 不 得 不 有 RC)* 一 Ru(G), 即 RuCG)daq 
C。 

由 定理 1 又 易 知 下面 的 两 个 推论 ， 

推论 1 有 限 群 G 为 半音 群 的 冰 要 条 件 是 6 没有 时 于 1 的 容 
“ “证明 当 G 为 半 单 群 时 , G 没有 异 于 1 的 可 解 正 规 子 群 ,当然 
也 没有 异 于 1 的 交换 正规 子 群 . 反之 , 若 RCG) xs 1, 则 从 RoCG) 
之 可 解 性 知 RO) 的 换 位 群 列 中 倒数 第 一 项 是 交换 的 且 为 RCG) 
的 特征 子 群 ,因而 必 是 G 的 正规 子 群 ,说 明 C 有 异 于 1 的 交换 正规 
子 群 ; 故 当 G 没 有 异 于 1 的 交换 正规 子 群 时 ,就 不 得 不 有 Ru(G) 一 
1, 即 G 为 半 单 群 。 证 完 。 

推论 2 每 个 有 限 群 必 为 一 可 解 群 被 半 单 群 的 扩张 。 《文献 
[33]》 ~ 

事实 上 ， G/ RG) 之 半 单 性 就 证 明了 推论 2， 
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这 推论 2 实际 上 说 明了 研究 有 限 群 的 关键 是 可 解 群 、 半 单 群 
以 及 扩展 理论 这 样 三 个 大 问题 ， 但 有 限 可 解 群 的 构造 早 在 上 贡 第 
二 章 里 可 以 说 是 已 解决 了 的 。 即 除 等 价 着 外 有 唯一 的 一 组 西 洛 基 
底 ; 而 扩展 理论 也 曾 在 上 册 第 四 意 内 论述 过 ;于 是 剩 下 要 讨论 的 是 
半 单 群 这 个 问题 ,下 面 就 来 探索 半 单 群 . 

首先 ,有 下 面 的 

定理 2 设 有 限 侣 6 为 可 解 群 4 被 另 一 群 8 的 扩张 ， 则 为 

证 明 ”4 4G 及 4 之 可 解 性 保证 了 4 与 RG)， 故 当 4 一 
RWG) 时 ,由 G/A4 之 B 得 G/R,(G) 守 8, 了 即 证 明了 B 之 半音 性, 反 
之 ,车 8 已 为 半 单 时 , 荐 4 < RAG), 则 RoCG)/4 为 G/4 之 一 个 
异 于 1 的 可 解 正规 子 群 ,说 明了 G/4 之 8 不 是 半 单 的 ,不 可 , 故 这 
时 必 有 4 一 R(G)。 证 完 . 

由 定理 1 之 推论 2 及 定理 2 ， 可 知 任何 有 限 群 能 用 下 面 的 方 
法 求 得 : 


i Aas 4 跑 遍 一 切 非 同 构 的 有 限 可 和 解 群 ,并 放 
Bi, B,, Bs ~ 跑 注 一 切 非 同 构 的 有 限 半 单 群 ， 再 令 Go 是 


4 被 了, 的 任 一 个 扩张 ; 于 是 探 定理 1 的 推论 2 可 知 任 一 有 限 群 
确 为 某 个 Cex。 如 果 Ga Gpn, 则 当 令 Go 之 正规 子 群 4。 借 这 
同 构 关系 对 应 于 Cox 之 正规 子 群 为 4 时 ， 由 定理 2 因 已 知 4。= 
RGo), 故 4 二 Ro(Gps), 于 是 复 握 定 理 2 因 已 有 4p= RA(Gg,)， 
故 不 得 不 有 4 一 4s, 这 就 说 明了 下 面 的 诱导 关系 
Gua 之 Cp A a ONT Gen. 

因而 得 B 守 Ga/ 4A。 二 Ge/ /1s 全 B，, 不 得 不 有 4 一 pp、 这 证 明 
了 从 Cu 全 Gir 必得 上 一 器 与 1 一 天 故 当 数 偶 《as 1) 兰 数 个 
(8, 1) FI, Go 与 Gpu 决 不 能 成 同 构 . 

于 是 有 这 样 的 结论 : 让 4 跑 遍 一 切 非 周 构 的 有 限 可 解 群 ， 让 
也 跑 迎 一 切 非 同 构 的 有 限 半 单 群 ， 并 作 4 被 屯 的 一 切 非 同 构 的 扩 
张 ， 那 末 每 个 有 限 群 ( 间 构 者 认为 相等 ) 都 能 用 这 样 扩张 的 方法 只 
一 次 地 得 到 。 由 于 可 解 群 及 扩展 理论 早已 讨论 过 了 ， 故 今后 要 探 
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索 的 是 半 单 群 . 然而 半 单 群 的 实质 问题 就 是 以 非 交换 单 群 为 核心 
的 问题 ,这 在 文献 133] 里 面 曾 述 得 很 详细 ,转载 于 下 ， 

首先 问 : 怎样 的 群 是 半 单 群 呢 ? 显然 ， 非 交换 单 群 是 半 单 群 
《 因 它 没有 异 于 1 的 正规 子 群 ,所 以 当然 没有 异 于 1 的 可 解 正规 子 
群 ); 而 交换 单 群 因 必 为 素数 阶 的 循环 群 ， 故 它 自 身 就 是 托 于 1 的 
可 解 正规 子 群 ， 因 之 交换 单 群 决 不 是 半 单 群 、 这 已 揭示 了 半 单 群 
与 非 交换 单 群 之 间 的 初步 联系 .我 们 还 有 下 面 的 

3 大 限 非 交 换 单 群 之 直 积 G 也 必 为 半 单 群 《 即 没有 中 


. ”证明 若 G 不 为 半 单 群 ， - 则 G 必 有 一 交 换 正规 子 群 B81{ 定 
理 1 的 推论 1), 于 是 由 于 B 必 为 G 的 一 直 因 子 (上册 第 一 章 $11 
定理 14)， 故 这 了 时 不 得 不 有 1 志 8 一 Z(8) 和 Z(G), 而 与 6 无 中 
心 相 矛盾 ， 不 可 , 

再 问 定理 3 的 逆 定 理 怎 样 ? 我 们 说 有 限 半 单 群 昌 不 敢 保 证 等 
于 有 限 多 个 有 限 非 交换 单 群 之 直 积 ， 但 确 与 这 样 的 直 积 在 紧密 的 
联系 。 为 要 说 明 这 个 紧密 联系 是 什么 ， 有 一 些 预备 知识 需 先 说 明 
清楚 , 今 用 引 理 的 形式 述 于 下 . 

引 理 1 呈 0 有 四 大队 多 ) 宰 病人 守 金 分 避 的 县 者 下 中 


和 


和 


证 明 若 令 D= 4NB, 则 DIG, 当然 也 有 DJA4, 于 是 从 
”4 之 完全 分 裂 性 可 知 4 一 D Xx 41, 故 对 每 gEG 则 有 A=D x 
g Aig， 因 而 据 上 期 第 一 章 511 的 引 理 1, 得 A1 一 gdg ( 因 4 
无 中 心 )， 证 明了 41<4G, 且 同 时 又 知 A1 是 没有 中 心 的 完全 分 裂 
群 ， 于 是 从 4B ~ {4D, A1; B}= {41, 8}, A41{41, B}, BY 
{A418B}, 以 及 ANB 一 19, 可 知 4B w= A1XB, 故 由 4 与 8 之 
完全 分 裂 性 则 知 4B 为 完全 分 裂 的 ， 且 有 2Z(4B)= Z(A1) XX 


1》 轩 同 理 可 知 B==DXB,, 睦 着 xEADB, 则 从 xEB 得 x 一 db.(d€D, bt8.), 
堵 b1 一 zz， 于 是 从 x€ 4 三 4 知 如 E44, 因而 E6418 二 DD, 即 刀 EDN 
Bi 1, 所 以 刀 二 1 下 x=d€ AND= 1. 


9 5780 


Z(8) 一 1， 证 完 . 
据 这 引 理 1 不 难 证 明 下 面 的 
推论 pe 只 有 了 唯一 个 最 大 的 完 en 


a 
和 和 由 前 和 


“当然 ， i 全 分 型 昌 无 中 心 的 正规 子 群 日 可 能 
为 单位 元 群 ;但 在 G 为 半 单 群 时 , 却 有 下 面 的 

引 理 2 设 G 是 一 个 有 限 半 单 群 ， 则 G 之 最 大 完全 分 裂 正 规 
子 群 互 一定 没有 中 心 且 不 为 单位 元 群 . 

证 明 ”人 先 注意 这 样 一 个 事实 ， 即 有 限 半 单 群 G 之 每 个 正规 子 
群 4 也 是 半 单 的 。 这 是 因为 若 Re(47 关 1， 则 从 RA I 4 及 
4<6 知 RA4)<G, 说 明了 G 有 异 于 1 的 可 解 正规 子 群 RC4)， 
而 与 G 之 半 单 性 相对 盾 , 不 可 ， 

今 证 明 Z(H) 二 1。 事实 上 ,从 1<Z(H)<44BH 及 HAG 就 有 
1 < Z(H) 了 6, 说 明了 G 有 交换 正规 子 群 ZC8H) 送 1， 与 G 之 半 
单 狂 矛盾 了 . 故 Z() 一 1， 

再 证 日 将 1。 因 G 或 为 单 群 或 为 非 单 群 ; 只 这 二 个 可 能 ; 当 G 
为 单 群 时 , 它 的 最 大 完全 分 裂 正规 子 群 召 必 为 G 自 身 , 即 HG 天 
1; 当 G 非 单 释 时 ; 则 如 1<4<G 及 4qG 的 4 存在 ， 于 是 据 
上 述 的 注意 事项 得 知 双 为 平 单 的 ,因而 从 of 4) < ol G》 而 利用 归 
纳 法 的 假定 可 知 4 有 一 个 蜡 于 1 的 最 大 完全 分 裂 正规 子 群 也 (已 
归纳 地 假定 了 凡 阶 小 于 oCG) 的 半 单 群 具有 蜡 于 1 的 最 大 完全 分 
和 裂 正规 子 群 )， 并 据 刚 证 过 了 的 结论 又 必 知 Z(8) 一 1, 故 由 引 理 
1 的 推论 就 有 8d 4, 于 是 从 A446 又 知 BdG, 风 G 有 蜡 于 1 
的 完全 分 裂 且 无 中 心 的 正规 子 群 B、 因 而 再 由 引 理 1 之 推论 可 知 
BCH, 即 片 xe 1。 总 之 ,我 们 证 明了 信 有 如 闪 1、 证 完 ， | 

引 理 2 虽然 说 了 有 限 半 单 群 的 最 大 完全 分 裂 正 规 子 群 HX1， 
而 Z(H) 一 1; 但 Z(H)SZelH) 显然 ,我 们 还 可 断言 Ze( 呈 7) 一 1， 
其 有 下 面 的 

引 理 3 没 6 为 有 有 限 半 单 群 ， 则 G 之 最 大 完 全 分 型 正规 子 琶 
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五 之 中 心 化 子 Ze() 为 单位 元 群 , 即 Zo(H) 一 1 

证 明 令 C= Z(H), 因 H4G， 故 CG, 因 之 C 是 半 单 
的 (参看 引 理 2 之 证 明 开 头 所 说 的 注意 ). 但 CNH=2ZeIDNH= 
Z(H)= 1(5l 理 2), 故 得 {C,H}==CXxH. 

车 C1， 则 由 引 理 2 就 知道 C 之 最 大 完全 分 裂 正规 子 半 
FS1, 且 ZC(F)= 1， 故 从 引 理 1 之 推论 则 有 Fd dC， 因 之 再 
所 CdG 得 F<G， 于 是 , FH ~ F X 了 是 G 的 一 个 完全 分 效 正 
规 子 群 且 无 中 心 ,这 显然 与 豆 之 最 大 性 相 和 矛盾 , 不 可 , 故 不 得 不 有 
C 一 Zec( 忆 ) 一 1. 证 完 ， 

有 了 上 面 的 这 些 预备 知识 ,可 研究 半 单 群 的 构造 。 

设 G 是 一 个 有 限 半 单 群 . 令 五 是 G 之 最 大 完全 分 裂 正 规 子 群 。 
于 是 , 互 闪 1 且 Z(H)=1( 引 理 2 ), 故 由 引 更 1 的 推论 就 有 H44 
C， 且 五 在 G 内 是 唯一 的 并 包含 6G 之 任 一 个 完全 分 裂 且 充 中 心 的 
正规 子 群 。 再 作 如 的 自 辣 构 群 了 一 4(H)， 因 Z(H)=~=1, 故 
HIH)SET = A(HY. : 

因 态 dG， 效 用 G 之 元 # 变 日 的 形 就 产生 了 瑟 的 一 个 自 同 构 
gr; 即 h 二 sh 一 gihg( 任 ht 晶 ), 于 是 g 一 ov 为 群 在 群 7 一 
4(H) 内 的 一 个 映射 由 于 对 任 4 器 , 全 有 

PEL Th 一 Ch Dx es SEC 人 s1)g, 一 gi B81 hg1g2 = hare, 

即 gs,s, 一 cf， ace， 故 映 射 g 王 o4 为 G 在 T 内 的 同志 映射 . 又 因 
04, 一 ge 的 充 要 条 件 是 gr'hg1 一 gzW8g， 对 每 hEH 都 成 立 ， 即 
g187! € ZeAH) = 〈《 引 理 3 ), 或 如 一 &， 故 映射 soe 为 同 构 映 
射 ， 于 是 令 工 一 4(8) 中 一 切 oj fg 跑 遍 C) 而 成 之 集 为 4 时 , 则 
4 为 了 一 4(B) 之 子 群 有 全 有 
G > AET = A(7). 

因 对 每 hEH 有 Sy 故 

IH)CAC(TOGIECT 一 A(H), 
2 必 为 其 最 大 完全 分 烈 正 规 子 群 遇 之 自 同 构 
群 4(H) 的 子 群 ,并 包含 玉 之 内 自 同 构 群 为 子 群 (将 同 构 的 群 看 作 
相等 )。 说 通俗 一 点 就 是 说 G 介 于 7(F) 和 A4(8) 之 间 , 即 
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HCoGSCACH). 

反之 ,; 设 上 英 是 任 一 个 无 中 心 的 有 限 完全 分 裂 群 ,并 作 昌 的 自 同 
构 群 T= 4(H), 于 是 有 昌 TCH)STe ACH8)， 在 T= 4(CH) 
内 任 取 一 个 包含 7( 恕 ) 的 子 群 FR, 即 1(H)FCT 一 4(H). 今 
敢 断 言 : 下 是 半 单 群 , 且 KB) 已 ) 即 为 的 最 大 完全 分 裂 正规 
子 群 

事实 上 , 设 7YET==A(H). 若 ?EZrHD)), 则 对 任 h 加 EH， 
就 有 

和 
即 和 EAI 一 [ACT 可 Ar 
但 拓 如 有 # 一样 得 同时 胸 遍 吾 ; 故 上 式 说 明了 
hi (CAI) E Z(H) = 1, 

即 对 每 加 EE 玉民 有 加 各、 故 7 一 LeE4(09) 即 ZrCIG7)) 一 1。 

今 令 六 是 下 的 一 个 可 解 正 规 子 群 . 于 是 , CH) 由 KK 1(H), 目 
1(H)NK 是 可 和 解 的 , 故 由 1(H) 盖 互 之 半 单 性 [定理 3 ) 知 1(HD) 咱 
六 一 1, 因而 从 7( 召 ) 与 XK 在 Ff 内 的 正规 性 可 知 I(H)》* K=1(H)X 
KK 为 直 积 ， 不 得 不 及 所 Zr(1(H)), 因 之 利用 Zr(1CH)) 一 1 得 
知 天 天 1, 见证 有 明了 的 半音 性， 

最 后 、1(H) 衬 日 及 忆 的 完全 分 型 性 保证 了 并 号 ) 是 F 的 一 
个 完全 分 裂 正 规 子 群 。 又 因 王 的 完全 分 裂 正规 子 群 吾 如 有 关系 
式 1(H) 扫 至 SR 时 , 则 由 1CH) < 晴 可 知 1(H) 为 五 的 一 个 直 因 
子 ， 即 有 使 瑟 一 1(H) X H* 之 H* 存在 ，、 因 之 不 得 不 有 H* 忆 
Zr(ICH) 一 1, 即 H*~ 1, HH 一 1(H), 故 1CH) 是 F 的 最 大 完 
全 分 裂 正 规 子 群 . 

概括 上 述 , 就 证 得 了 
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群 ,并 且 任 一 个 有 限 半 单 群 G 都 可 用 这 类 似 的 方 靶 得 到 ( 即 C 与 适 
当地 内 取 妃 后 再 像 上 面 所 说 的 某 正成 同 构 )， 

下 面 深信 地 研究 定理 + 中 两 个 下 成 同 构 时 的 情况 ， 我 们 的 结 
论 是 : 车 


F 
Ine{ .er = A(H), 有 § F, ~ F,, 
2 


那 末 Fl 与 F, 在 T= 4( 妃 ) 内 必 互 为 共 斩 的 ， 

为 什么 呢 ? 注意 同 构 关系 鼠 一 7(H) 是 由 1-1 上 映射 44 7， 
产生 的 (46 号 756 1(H)). 故 当 Y&T 一 A4(H) 时 ,车 4 有 哆 遍 厂 ， 
则 kr 也 必 跑 遍 到 ， 因 之 Ur 跑 裔 1H), 于 是 据 吉 之 自 同 构 对 应 
< 了 1 可知 1 <1 为 1(H) 的 自 同 构 对 应 ,用 图 表 表 示 于 下 ， 

H 过 IH) 


< 一 字 站 二 如 产生 了 1 二 5 1 

由 7 一 > ,rr 
这 就 是 说 映射 1 一 7%” 二 7x 为 1(H) 的 自 同 构 ?, 网 由 BH 之 1(H)》 
得 知 

T~— ACH) >T® = 4(1(H)), 
也 就 是 说 7 二 7 一 > 了 之 TT 
但 I(H)<44(H), 而 实际 上 有 77 一 1 故 1== 

7-17( 二 74r)， 这 就 是 说 : 上 述 由 7 ET 所 产生 的 YE ro) 一 
4(I1(H) 实际 上 等 于 用 7 去 变 71) 的 形 而 得 .再 令 1-1 对 应 7 
7 中 所 得 TT 闻 的 同 构 上 映射 用 表示, 即 yy 一 7Y 中 或 了 ?一 To)， 


并 令 
Fr ~ FNCT® ~ A(1(H)), 


F? 一 FOCTOY 一 AC1(CH)), 
12 也 可 直接 证 明 于 下 ;事实 上 ， 因 为 《B47 二 二 Tr 二 Dvr 一 
1 rp 的 1 和 并且 由 1 二 19 得 1 ,+ 一 2， 故 如 一列 。 因 而 有 


一 二 ， 不 得 不 有 已 = 14,、 这 证 明了 一 下 ”一 Tar 为 LH) 的 自 局 构 ， 即 
TW ET wo LOCK 
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据 定理 4 已 知 Fi 与 F: 都 是 半 单 的 , 且 1CH) 是 Fi(i 一 1, 2) 
的 最 大 完全 分 线 正 规 子 群 。 由 假设 , 知 有 一 个 辣 构 映射 8 使 Fi 映 
到 F; 上 , 即 


于 是 ， 1 
ICH)EF,, I(CHYEF? = F,, 
1(H) 为 FF 之 后 大 完全 | 一 > 1(H) 为 Ff=F， 之 大 守 | 
分 裂 正规 子 群 ， 全 分 裂 正规 子 群 , 

故 由 唯一 性 之 理 就 知道 (HX 一 7)， 这 说 明了 Fl 到 FF， 上 的 

疝 构 映射 6 诱导 出 1( 昌 ) 的 一 个 自 同 构 , 故 有 了 《T= 4(C1(D)) 

使 得 

1 19( 任 he H). (1) 
然而 当 太 哆 遍 Fi 时 ,由 于 fj? 一 彤 以 及 对 每 hE 如 有 


I fr 1 C1), 
下 相应 地 可 知 丹 胸 亿 了 F, 一 F?, 且 有 (J9) 一 (ff)?， 并 且 还 应 
有 
190™ ~ Cf) 1 + f= 71) 
这 就 是 说 ;映射 ?一 (及) 中 可 产生 
FD ~ FP ~ (FO)®, 
既 已 知道 名 是 1(H》 的 一 个 这 样 的 自 同 构 , 即 对 每 4€ 五 党 
有 7 一 万! 1 及 ( 一 4)， 当 然 相应 地 也 知道 (1 是 TCD 
的 一 个 这 样 的 自 同 爸 , 即 对 每 4e 五 常 有 
1 oo O07 1 f=1 0). 
由 是 利用 (1) 太吉 和 
(DH Th CR Ct 4 1D ~ (1)? 
19 oe Cf we Cf9) 1 1% 
= C9) 1 fo CD02, 
但 因 熙 如 15 一 样 可 跑 遍 CH), 故 不 得 不 有 
CD 一 iF, 
* $833. 


这 等 式 对 F 之 一 切 元 六 ) 部 成 立 , 即 证 明了 了 他 与 了 由 在 了 9 内 
是 共 施 的 ,于 是 相应 地 也 知道 Fi 与 已 在 工 内 共 斩 。 
因而 又 证 得 了 下 面 的 
定理 5 有 汪 闪 寻 物 兴 的 只 性 ; 


和 


Gi) 让 训 的 白 向 构 避 T= A 
《ii 到 尖 人 关系 TCDSPEA4CND 的 了 之 一 印 于 于 F, 并 把 


六 地 丰 | | 

由 是 可 知 有 限 半 单 群 的 研究 能 归宿 为 有 限 非 交换 单 群 的 研 
究 . 但 能 各 像 一 域 上 有 波 阶 结合 环 那 样 , 说 有 限 半 单 群 恒 可 写 为 非 
交换 单 群 的 直 积 呢 ? 我 们 说 : 有 限 非 交 换 单 群 的 直 积 为 半 单 群 , 固 
早已 为 定理 3 所 揭示 ， 但 反之 却 有 有 有 限 半 单 群 不 必 常 为 有 限 非 交 
换 单 群 之 直 积 的 现象 ,这 只 要 令 定 理 5 中 的 万 一 gj (2 之 535， < 6) 
为 = 次 交代 群 即 可 看 出 。 事实 上 , 互 一 %0 之 自 同 构 群 T=4(H)= 
A() 一 S 为 ”次 对 称 群 ( 上 册 第 一 章 4 12 定理 7 )， 据 定理 5 
确 知 gE。 是 半 单 群 ; 然而 名。 一 2 - {(12)} 显然 不 能 等 于 非 交 换 
单 群 之 直 积 ， 这 是 因为 $5, 只 有 唯一 个 异 于 1 的 最 大 真正 规 子 群 
su 的 缘故 (参看 上 册 第 一 章 $ 13 末 之 例 的 证 明 方法 )。 

虽然 半 单 群 的 雪 宿 句 题 是 单 群 ， 而 它 又 不 见得 恒 能 表 写 为 单 
群 的 直 积 ， 可 是 任 一 个 有 限 半 单 群 F 确 有 唯一 个 最 天 的 完全 分 裂 
正规 子 群 吾 , 且 上 面 一段 中 的 例 全 ,二 {(12)} 又 说 明了 五 一 a， 
在 5, 内 有 补 子 群 ,于 是 会 问 : 是 不 是 任 一 个 有 限 半 单 群 恒 能 为 它 
的 最 大 完全 分 裂 正 规 子 群 的 分 离 扩张 呢 ? 又 任 一 个 有 限 群 附加 某 
些 条 忻 后 能 否 像 域 上 上 有限 阶 结合 环 那样 可 表 写 为 其 根基 与 某 半 单 
群 之 直 积 呢 ? 或 者 要 求 松 一 点 能 说 它 为 其 根基 的 分 离 扩 张 吗 ? 这 
样 一 些 问题 都 应 值得 注意 . 

问题 1 设 G 是 有 限 群 且 Nd6. 试 证 RAN) 一 NNRACO). 
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如 果 N 又 是 可 解 群 时 , 则 RAG/N)》 一 Re%(G)AN， 并 利用 之 再 证 明 
G/RAG) 是 半 单 的 ， 

问题 2 有 限 半 单 群 的 正规 子 群 也 必 是 半 单 的 ， 试 利用 问题 
1 之 结果 重新 证 明 它 ， 

问题 3 有 限 半 单 群 之 商 群 或 子 群 恒 为 半 单 的 吗 ? 

问题 4 设 G 为 有 限 群 ， 并 取 G 之 所 有 极 大 可 解 子 群 M,， 


RM， M,, 试 证 : RAG) 一 二 | M,, 
1i=1 


问题 5 设 N 为 有 限 群 G 的 次 正规 子 群 ,证明 RAN) 一 人 nn 
RG). 


$2. 群 之 分 解 


所 谓 群 之 分 解 指 的 是 有 限 群 G 可 表 写 为 它 的 某 些 子 群 的 积 . 
利用 有 限 群 G 之 各 种 不 同性 质 可 以 得 到 各 种 类 型 的 分 解 方 法 。 例 
如 当 G 为 可 解 时 ，G 得 表 写 为 它 的 西 洛 基底 之 积 ; 又 若 4<G 上 且 
ColA4), [G:4]) 一 1 时; 则 CG 可 分 解 为 G= 4B, 使 4NB 一 1; 
等 等 ， 把 有 限 群 G 分 解 为 子 群 之 积 是 研究 有 限 群 的 一 个 很 重要 的 
方法 ,因为 从 子 群 的 特性 往往 可 看 出 原 群 的 许多 性 质 , 这 方面 的 工 
作 很 多 ,在 上 册 序 言 中 列举 的 文献 [1] 与 [2] 里 叙述 较 详 ;但 所 有 
这 些 工作 都 或 多 或 少 、 或 直接 或 间接 地 与 可 解 群 之 西 洛 基底 有 联 
系 。 这 方面 的 工作 也 是 近来 研究 有 限 群 动向 之 一 . 

由 于 这 方面 的 工作 太 多 ,不 可 能 一 一 列举 ,也 无 此 必要 。. 我们 
在 这 一 节 里 只 讲 一 个 有 较 大 影响 的 工作 ， 也 就 是 要 问 可 解 群 的 分 
解 为 西 洛 基底 之 定理 能 否 为 更 广泛 一 类 之 分 解 规律 的 特例 呢 ? 换 
言 之 , 想 寻 找 有 限 群 分 解 为 它 的 某 些 特 定子 群 之 积 的 一 般 方 法 ,而 
使 可 解 群 之 西 洛 基 底 之 分 解 是 这 个 一 般 分 解 方法 的 特例 ， 这 可 能 
吗 ? 这 个 问题 年 看 起 来 似 不 可 能 ， 因 为 西 洛 基 底 之 分 解 是 群 为 可 
解 的 充 要 条 件 。 但 在 文献 [34] 与 [35] 里 利用 合成 群 列 而 引进 合 
成 块 的 概念 , 却 使 这 问题 获得 解决 。 今 介绍 这 个 工作 . 
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定义 1 设 针 是 一 些 大 于 1 的 自然 数 的 一 个 有 限 集合 , 旬 中 
he 车 %1iy 72 RY 1 然 ， 可 能 是 mm) 并 在 


特 当 《nu 1m) > 1 时 , 因 zl 与 #2 这 两 个 数 可 组 成 定义 1 中 对 
求 的 数列 , 故 吉 与 2 在 所 内 相连 .应 注意 的 是 :和 中 二 数 m 与 ms 
昌 有 《rm 9) 一 1， 但 也 不 排斥 与 因 在 多 内 为 相连 的 可 能 性 ， 
例如 当 ni 2 9-3 而 又 有 6€ 针 时 ， 则 考虑 换 中 的 数列 2, 6， 
3， 就 知道 2 与 3 在 外 内 相连 。 当然 , 中 中 二 数 m 与 mm 有 关系 
Cn13 1) 一 1 时 ,也 可 能 发 生 半 与 为 在 区 内 不 相连 的 情况 ， 又 惧 
中 任 一 数 # 由 于 (x, w)》 > 1 的 关系 也 叫做 与 它 自身 是 相连 的 ， 

于 是 ， 容 易 验 证 集合 %i 中 二 数 相连 的 概念 满足 自 反 律 、 对 称 
律 及 传递 律 。 因而 ,集合 R 可 以 分 为 若干 个 子 沁 ， 使 属于 同一 子 
集 内 的 数 都 互 为 相连 的 (在 名 内 ), 属 于 相 蜡 子 集 中 的 数 在 委 内 决 
不 相连 . 

定义 2 ”如 于 所 述 把 贰 分 成 的 诸 子 集 都 叫做 多 的 相连 类 ,而 


` 办 任 一 相连 类 和 各 数 与 男 一 档 连 关中 每 个 数 互 素 ， 故 集 合 只 
的 诸 块 两 两 互 素 。 当 然 , % 的 每 块 都 大 于 1， 

今 将 定义 1 与 定义 2 应 用 到 一 个 有 限 群 Glo(G) > 1) 的 合 
成 群 列 之 诸 指数 所 成 的 集合 上 ， 因 人 尾 二 个 合成 群 列 等 价 ， 故 有 限 
群 G 之 合成 群 列 之 诸 指 数 所 成 的 集 不 会 因 合 成 群 列 之 选取 不 同 而 
有 所 差异 ， 因 而 按 定 义 1 与 定义 2 所 定义 的 块 恒 由 群 G 自 身 唯一 
地 被 确定 ,由 是 有 

定义 3 有 限 群 G(o(G) > 1) 之 全 成 开 列 的 指数 集中 的 次 
岂 做 G 的 命 威 染 . 

. 显然 , G 之 所 有 合成 块 的 积 等 于 阶 oCG)。 又 单位 元 群 是 没有 
合成 块 的 玲 一 的 一 个 有 限 群 . 
本 节 的 目的 是 解决 这 样 一 个 问题 , 即 设 my try，。，*'， zk 为 有 
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天 
限 群 G 之 全 部 合成 块 ， 因 而 o(G) 一 [| mw:， 则 G 可 分 解 为 两 两 


交换 目 阶 分 别 等 于 mm may，.……。mhk 的 子 群 Mi M3, ,MA 
之 积 , 即 G= MiMy Mi, MiM= MM BolM) 一 
m;。 出 之 可 推导 出 有 限 可 解 群 之 西 洛 基底 分 解 定理 是 它 的 一 特 
例 . 
先 证 明 几 个 要 引用 的 结果 ,以 引 理 的 形式 来 描述 ， 
引 理 1 友 限 登 衬 每 了 嫩 ( < 1) 的 任 一 合成 块 一 定 是 G 


LE 


证 明 设 wa 0 
之 合成 群 列 , mi 二 [Git: Gs], 于 是 6 之 合成 指数 的 集 为 二 {fn1， 
n22 Hi})。 今 令 详 二 GH 则 
五 一 入 二 各 二 生 守 请 ,二 1 (1) 
为 五 的 一 次 正规 群 列 ， 一 13 广 ， 并 hi.}, 但 
名 一 [和博 ;.1: 辣 ,]， 由 于 
Hi/ = BGM ~ 6B/ GE GA Gi 
可 知 久 jn (i = 1 2, r), 
去 掉 《1) 中 的 重复 项 :就 可 得 到 五 的 一 个 无 重复 项 的 次 正规 
和 群 列 
HH>H>-.… >Hi>H-1lG<r), 0) 
其 指数 之 集 为 $5 {Fy h， 人 0] ， 但 B= [Hi: Hi]. 再 将 (2) 
加 细 到 五 的 合成 群 列 
H=H>>H> .>Hi>He=1(t 宕 ), (3) 
其 合成 指数 的 集合 为 9 一 {fh 但 后 一 [Hii1:Hi], 
因 从 外 中 去 掉 所 有 的 1 而 成 之 区 的 子 集 为 生 ， 故 如 各 -太一 
让 名- 上 且 太一 hpi [nps Cp; 之 1)。 又 集 $={hn, A A,} 具 
这 样 的 性 质 , 即 从 如 开始 顺 次 向 后 数 ， 使 某 几 个 相 邻 的 积 等 于 
宜人 4 的 积 等 于 素 。 A 
四 一 bil ns, (pi > < 1)， 
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RY 和 “ Bl np, 《za 之 27)， 


a 


Bi ttt b “hit ti h1 ns, (ps 之 :)， 
了 
式 中 扩 过 让 二-… < 之 p， 注 意 访 /ji 一 i 
i=1 


再 作 驴 的 :个 子 集 
G1 be {hs ks, bh,}, 
C= {i hi +23 ny 后 二， 
CE {ht tt Ri i 下 
设 c 一 各 和 是 互 的 一 合成 块 ， 其 各 因子 4 之 右 下 脚 标 
是 依从 小 到 大 的 顺序 来 排列 的 , 即 六 过 二 过 … < 玫 站 .于 是 ,从 膨 ， 
开始 顺 次 向 后 数 令 属 于 上 述 : 个 子 集 多 中 的 同一 子 集 内 的 诸 #4 
之 积 为 ci， 再 疾 次 向 后 推 令 同 属于 一 子 集 儿 内 的 诸 4 之 积 为 c， 
等 等 ， 一 直到 最 后 几 个 同 黑 一 子 巢 洛 内 的 诸 上 之 积 为 cx。 由 于 
下 < 到 及 后， 故 cc ci 中 各 个 所 含 因子 4 所 在 之 
子 集 名 的 右 下 脚 标 也 是 从 小 至 大 的 , 不 失 一 般 性 可 令 它们 硕 次 为 
1 i， 客 :( 为 简单 计 )。 因 而 就 有 
cilh, C2 | i ee ? cal Bas 
故 cyl pw。，ca| ap， cf np 
今 敢 断言 一 加 | 中 每 ce; 必 与 其 余 的 某 
一 ci 不 互 案 ,为 什么 呢 ?” 例 如 说 (a e2,c ed 一 1 则 之 诸 
因子 4 只 能 在 它们 互相 之 间 才 相连 ， 这 与 “ 为 及 之 合成 块 的 意义 
蔬 盾 了 ,不 可 .于 是 民 必 与 2，……*， ca 中 某 一 不 互 案 ， 为 简单 计 
不 妨 令 《a 中) 之 1，。 又 ct 5 中 也 必 有 一 个 与 cc，……，e 中 的 
某 一 如 所 不 互 素 ,理由 同上 .然后 据 同 样 道理 又 知 ci, cx， ce; 中 也 
必 有 一 个 与 非 这 三 者 之 他 一 “如 “+ 不 互 素 , 等 等 ,最 后 可 推 知 cu 
5229 “9 52-1 下 必 有 一 个 与 ck 不 互 素 ， 由 是 可 知 (25, 1,) > 1， 
而 ,与 xp, 中 又 必 有 一 与 zw, 不 互 素 ,， 又 my mp 2zp 中 也 有 一 与 
no 不 互 宗 , 等 等 , 最 后 得 知 wp， zx '…，#zp ,中 有 一 与 np, 不 互 


= S88 


案 , 这 已 足够 说 明了 ,#5 ''， py 在 并 内 是 两 两 蕊 为 相连 的 ， 
天 zf，… 7py 为 6G 之 一 合成 块 之 因子 .。 但 因 “一 ctc cj| 
2pzph "Ha， 政 证 得 了 < 为 如 之 一 合成 央 之 因子 。 又 因 G 之 任 二 
个 合成 块 互 素 , 故 < 只 能 是 G 之 一 个 合成 块 的 因数 . 引 理 1 证 完 . 
引 理 2 cy a a < G， 则 商 群 C/4 之 每 


wv oe 


证 明 ee > 合成 群 列 售 4 为 其 一 项 ， 
如 令 为 
G=G > GD GDP Of 一 4 > G1, 
并 有 合成 指数 之 集 于 一 tr mo 式 中 六 一 [GaGi]. 
因为 

G/A~G/A>G/A>.->G A>G/A=1 
是 G/4 的 含 成 群 列 , 且 

{Gif AN GI/ A) 一 CU Gi 
故 G/4 之 合成 指数 的 集 go 一 fr ; … mn} 为 名 之 子 集 9?。 因 
之 , 若 令 cm 一 pin ns 且 当 14 关 pp 时 有 
让 区 和) 为 G/A 之 一 合成 块 , 则 六 si,， -一 ,ni 中 任 二 数 在 入 内 
相连 , 故 当 然 在 3i 内 也 相连 ,这 说 明了 ec 一 pti 为 之 一 合 
成 块 的 因子 , 因而 也 只 能 是 6 中 一 个 合成 块 之 因子 。 于 是 , 引 理 2 
证 完 . 

引 理 3 人 
公约 tm > 1， 由 (oH), m) = m 1, 则 1 就 等 于 号 中 凡 能 整 
除 * 的 所有 有 合 成志 过 积 

证 明令 ,ce,,，'…, ci 为 能 整除 m 的 及 中 所 有 的 合成 块 ,我 
们 的 用 的 是 证 明和 一 clc ce, 简写 为 | 

m = [| < 


fi. 


1) 虽然 G/4 之 合成 推 数 的 集 是 C 之 合成 指数 的 集 之 于 集 , 但 可 能 G/4 之 合成 块 
之 个 数 多 于 G 之 合 威 块 之 个 数 ， 同 样 ，G 之 于 群 HH( 寺 1) 之 合成 块 之 个 数 也 可 
能 多 于 之 合成 卖 之 个 数 ， 这 些 都 应 注意 ， 
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事实 上 , 若 令 Ri Ris "Ks 是 吾 中 除 ce， … ,cr 之 外 其 余 
的 一 切合 成 岂 ， 如 olH) = clc3 cakika* "ks, 因 i 声 j 时 ， 《ci 
cj) 一 1， 且 又 每 cilm, 故 eyes*… “et 另 方面 ， 由 引 理 1 及 我 们 
的 假设 又 知 每 驴 必 能 整除 蜡 于 严 的 G 之 某 合成 块 , 故 (wm) 一 1 
公 一 1,2,，-…，2)， 因 之 有 (kka** 天 m) 一 1, 于 是 有 

1 = CoCH) sm) 一 《clca 和 了) 
wa (C162 css 10) 全 Cl1c3 "Cy, 

证 完 ， 

引 理 4 设 4<dG 有 HH (ol(G/4A),m)~m >1， 式 中 m 为 C 
之 一 含 成 块 , 则 1 ' 就 等 于 G/4 中 凡 能 整除 亚 的 一 切合 成 块 之 积 ， 


m 一 I 
所 
证 明 因 TI ci 中 每 cim, 且 i 守 ij 时 有 《ci, ci 一 1， 故 
FIMG/A 
sim 
(1, ci) lm. 


但 据 假 设 及 引 理 2 又 知 若 1 下 ey Lo 为 G/A 中 除 C1y a9" 


ci 之 外 其 余 的 一 切合 成 块 ， 就 有 每 盛 能 整除 ?中 异 于 mm | 合成 


块 , 故 (fm 一 1, 于 是 有 

m' = (oCG/A), m)=(Ie;: 开机 m)=(Ies, m)~= Ha. 
证 完 . 

有 了 3 引 理 1 一 引 理 4 , 就 可 解决 有 限 群 必 有 阶 等 于 合成 块 的 
子 群 :事实 上 ,有 下 面 一 般 化 的 


本 


EC 


证明 i Pn 即 oCG)》 有 一 个 因数 
有 等 于 G 之 一 合成 块 或 某 几 个 合成 块 的 积 ， 但 G 又 没有 阶 4 的 子 
群 ,并 令 G 是 这 样 一 些 群 中 阶 为 最 小 的 一 个 。 
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纺 葡 记 


因 koCG), 且 G 又 没有 阶 万 之 子 群 ， 故 必 有 # 二 oLG)。 于 
是 ,由 于 合成 块 大 于 1 ;, 则 知 1 三 # 达 0o(G). 

设 工 是 6 的 一 个 极 小 正规 子 群 。 首先 能 断言 过 6。 为 什 
么 昵 ? 因 工 一 G 说 明了 G 为 单 群 , 故 G 只 有 唯一 个 合成 群 列 G> 
1, 因而 of(Gc) 是 G 之 叭 一 的 一 个 合成 块 ， 不 得 不 有 大 一 o《G), 而 
与 1 之 有 之 o(G) 相 有 矛盾 。 

由 于 工 在 G 内 的 极 小 正规 性 可 知 工 是 特征 单 群 、 故 工 或 为 单 
群 或 为 有 限 多 个 向 构 单 群 之 直 积 ， 因 而 o( 工 ) 一 wr(& 之 1), 式 中 
7 为 一 单 群 之 阶 ， 改 在 G 之 合成 指数 之 集中 有 等 于 ”者 且 其 个 数 
不 少 于 &, 所 以 ol 工 ) 一 各 必 为 G 之 某 合 成 块 详 的 因数 . 又 因 G 
中 相 界 的 合成 块 互 素 ， 故 从 上 < ofG) 可 知 G 必 有 与 普 相 寞 的 合 
成 块 , 随 而 它 也 与 交互 素 . 有 下 面 两 种 可 能 性 ， 

《D 被 ?整除 的 合成 块 台 能 整除 Am1#). 

令 关 一 mm 7 全 1 而 mr ， 坟 s 都 是 上 的 合成 块 ， 
这 时 由 于 zw1, 可 知 避 必 为 这 了 个 mi 中 的 一 个 , 不 妨 令 一 mi 
Bh [mi. 

在 v 一 1 时 ,有 %=m1 一 w， 因 G 没 有 阶 的 子 群 , 且 oCL) 一 
ze 而 妇 | 闵 一 8 故 必 有 六 过 有 本 天王 11 因 之 /1 有 /之 
1; 再 由 /nloCG)/olL) 一 oCG/L) 及 hfnrlh = zm 且 商 o(G/ 
/Gm) 一 ol(G)/4 与 商 mi/(h/n") 一 wr 互 索 ,不 得 不 有 (olG/ 
LL), rm) 一 4/nr > 1; 故 据 引 理 4 知 h/w° 或 为 G/L 的 一 合成 决 
或 为 G/L 之 几 个 合成 块 的 积 ,于 是 由 oC G/L) < okG)》 并 利用 关 
于 G 之 假设 ,可 知 G/L 有 阶 等 于 4/o 之 子 群 H/L, 因而 olH) = 
5 与 G 没 有 阶 上 之 子 群 的 假定 相 了 矛盾 ， 故 必 有 ?2 > 1， 

但 在 y>1 时 ，miyjmer 一 1 或 >1， 只 这 二 个 可 能 . 然而 
zzlfar 一 上 导出 hin 一 mm "mre; 由 于 (0 (GY)/n’, 111) = ms 
(i 一 2，*……,»)， 而 据 引 理 4 可知 mj(i 一 22) 为 G/ 工 之 
几 个 合成 块 的 积 , 因 之 4/n" 也 是 G/L 的 一 些 合成 块 的 积 , 于 是 从 
ofG/L) < olG) 而 利用 关于 G 的 假定 得 知 G/L 有 阶 和 rr? 之子 群 
HjL, 故 olH) 一 4, 仍 与 G 没 有 阶 4 的 子 群 之 假定 相抵 ,不 可 .这 
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说 明了 在 > > ! 时 只 能 是 m1/n* > 1, 而 这 了 时 又 必 有 
hn = (mifn)ma mys 

且 (oCG)/n", mi) ™ ps Ci 一 2 »)， (oC G) /nr, m1) =m/n’, 
故 再 利用 引 理 4 可 知 my/wr 及 mi (i 之 1) 都 等 于 G/L 的 一 些 合 
成 块 之 积 ， 因 而 好 ze 一 《m/w zm2*……*m。 也 必 为 G/L 的 某 些 合 
成 块 之 积 ， 于 是 从 ofGc/LD) < ofG) 又 知 G/L 有 阶 h/nr 之 子 群 
H/L, 故 of 号) 一 汪 仍 与 G 无 阶 天 之 子 群 的 原 假设 相抵 ,不 可 . 

总 之 ;说 明了 (1) 款 不 成 立 。 

《ID 被 一 整除 的 合成 块 亚 不 能 整除 站 下 二)。 

仍 令 天 一 mommy， 2 全 1，、mmi 为 G 之 合成 块 ， 因 mm 入， 
故 (my zi 一 [人 之 1 由 于 Co G6) fn) mi) 一 mi (i 1, 2, 

“ -77)， 据 引 理 4 可 知 每 17 蝴 而 其 积 有 ) 等 于 G/L 的 一 些 合成 

块 的 积 ， 因 而 从 okG/L) < ok G6) 并 据 6G 之 题 设 则 知 G/L 有 阶 
的 子 群 H*/L, 若 olH*) = hn* 且 有 工 过 H*， 因为 nr|m 及 (m， 
2 一 1， 故 (2 mi 一 TI， 因 之 (nw*,h) ew 1, 于 是 所 上 册 第 四 章 
中 的 千 尔 定理 得 知 H* 有 阶 之子 群 ， 又 与 6 无 阶 4 之 子 群 的 假 
定 相 抵 ， 这 说 明 (1D 款 也 不 成 立 ， 

故 由 反 证 法 证 明了 定理 1 。 

由 这 定理 1 ee 


和 
是 


和 


a mm 

使 oCHi》 -= hi. 

证 明 显然 ,只 需 考 虑 2 > 1。 由 定理 1， 知 G 有 阶 及 的 子 
群 有 ( 即 oCHD) 一 下) 雇 及 阶 有 如 的 子 群 H* (其 oCHY) 一 
Raha hi)S 因为 (oH, oHr)) 一 1、 故 于 HY 包含 了 G 中 ih 

… 有 到 个 元 素 , 即 C 之 所 有 元 ,不 得 不 有 G 一 HiH*, 
再 令 性 一 mtpzpr Natau 全 1) 是 G 之 合成 其 。 于 是 
(Bhs* hs mj miml],2,.. *, ££) 
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故 据 引 理 3 知 zz 等 于 H# 之 一 些 合成 块 的 积 , 医 而 为 一 mtzop3 
zx 也 为 HY 的 某 些 合成 块 之 积 ,， 故 据 定理 1 知 Hz 有 阶 如 之 子 拌 
五 :， 又 因 这 时 仿 上 述 同 样 的 道理 可 知 如 h"…*h 等 于 之 一 些 合 
成 块 的 积 。 故 由 定理 1 知 HY 有 阶 加 …h 之 子 群 HBH。 既 忆 
oF) = ,oHY) -i 故 (0( 昌 2) oT1#)) * 1， 因 过 
HH? 包含 了 坟 的 思 h…- 肌 个 元 ， 即 H# 的 一 切 元 ,不 得 不 有 
Hr = HH*, 

继续 利用 引 理 3 与 定理 1 在 群 1 上 ， 又 知 H¥ 有 阶 太 之 子 
群 妃 及 阶 及 …' 记 之 子 群 3, 且 有 HY = HY。 这 样 反复 进行 ， 
可 推 得 HE HA Gi 二 1, 2 1 一 1 oHi)=h, olH?) = 
oCG)/ 员 hr… 启 ; 但 HY 一 GG。 故 

G = HH = HY = .+ 一 万 万 Ht, 
忒 中 oD = oCG)f 轴 和 有 = 有 故 令 砷 半 , 一 HH, 就 得 到 
G = HH :Ho0(ll)) = hj, 

证 完 ， 

于 是 特 当 推 沦 1 中 每 如 为 G 之 合成 块 时 ,就 有 

推论 2 设 a 表 写 为 G 之 一 切合 成 块 mly zzay ……， mt 之 


积 胃 6) 一 mm mi 时 6 光大 险 分 别 为 ms ms mk 的 
二 组 也 群 Mi M3。:…， MA 存在 全 得 G 一 MiM Mu 

这 推论 2 只 说 明了 得 分 解 为 防 等 二 所 有 合成 奖 之子 攻 的 
积 , 但 记 样 的 一 组 子 群 是 否 可 选取 使 之 两 两 能 交换 昵 ? 答案 是 肯 
定 的 . 

事实 上 ， 如 令 mt za，.…，mk 为 有 限 群 G 之 所 有 的 合成 块 ， 
因 之 o(G) 一 mpp zi 则 由 定理 1 知 G 有 子 群 Hi 《i=1, 2， 
有 使 [G:Hi] 一 mm;, 今 令 

Mi; 门 好 :一 HNN Hi Hinf:: ‘NN His 


ED 者 | 
并 i 让 7 小 遍 1， 2， 时 [当然 ,了 一 1 时令 HN:* NH;A=1, 
在 了 一 下 时令 Hin 们 … 门 HH 一 1]， 就 得 到 了 G 之 万 个 子 群 Mi 
M;, “Ni 据 [Gi:H,] ™" fy 得 知 
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[G:M;] = I wm = of G)/m;, 


即 of M;) 一 zi (j= 1, 2,s "5 不 7 3 说 明了 Mi, M,, i M4 是 
阶 分 别 等 于 G 之 所 有 合成 块 D139 7023” ”3 NR 的 子 群 。 
再 令 Di 一 门 名 ,于 是 Ds=Dis 并 有 [6:Ds]= T m= 


1 hi 
olG) /mimis 故 oDj) 一 mm. 因 门 HS 门 Hy 故 MiED;; 
及 王子 tii 

同 理 有 对 ;EDi. 于 是 ，、MiM; 为 群 D;; 的 一 了 了 集 , 但 从 《rm zi 一 
1 又 知 MM; 包含 了 Di 的 mmi 个 元 : 故 必 有 Dr 一 Mi 因而 
有 MM;™= MiM;. 这 证 明了 MD Ma 为 我 们 所 需要 的 
一 组 子 群 , 即 得 下 面 的 

定理 2 沪 m me， mk 为 6 字 所 有 的 合 这 ,而 

ol GG) == ma "mas 
风光 可 于 为 卫 机 可 党 县 除 分 导 于 mums … 昌 
避 MMs， M4 之 名, 妈 
G ~ MM3 :Mis MiMy = MiMi Gi Se)), BL ol Mi) ~ ms 

定理 2 是 这 节 的 主要 问题 ， 解 决 了 分 解 为 子 群 之 积 的 表示 法 
的 存在 性 .唯一 性 又 二 样 虽 ? 也 就 是 说, 除 定 理 2 中 的 MU 
Mi 这 一 组 子 群 之 外 ， 如 果 尚 有 另 一 组 子 群 Mi Mi，-……， M4 使 
G 一 Ma 加 -Mh 且 MM;= MM; 及 ol Mi) = 时 , 则 MI, M;, A 
Mi 与 M1, MM;，……*， Mi 之 关系 能 否 像 在 上 册 第 二 章 $7 里 讨论 
有 限 可 解 群 之 西 洛 基 底 那 样 是 等 价 的 蚂 ? 或 许 不 等 价 而 有 别 的 有 
意义 的 关系 玛 ? 这 些 问题 都 有 待 我 们 去 探索 . 

定理 2 之 所 以 重 训 是 因为 利用 它 可 以 解决 有 限 可 解 群 的 重要 
性 质 , 先 叙述 今后 常用 的 

引 理 5 有 限 群 6 为 可 解 的 充 票 条 什 居 它 拘 命 威 块 全 为 素数 
的 蹇 ， 
证 明 G 之 可 解 任 说 明了 它 的 合成 指数 全 为 素数 ， 因 之 合成 
指数 之 集中 二 数 相连 的 充 要 条 件 只 能 是 它们 相等 ， 这 无 异乎 是 说 
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G 之 合成 纪 全 为 案 数 的 罕 。 反之 , 若 G 之 合成 块 全 为 素数 的 窒 , 则 
合成 指数 只 能 是 素数 或 素数 之 察 ; 但 由 于 合成 指数 实际 上 不 能 等 
于 素数 的 祖 ， 因 为 从 了 qd 及 [4 了:B]= 加 (p 为 素数 ) 知 47B 为 
z 姓 , 改 当 & 时 应 有 H/B 11B 使 [4:HI1 = py 说 明了 之 
次 正规 群 列 中 如 有 一 商 因 子 为 迷 数 窒 阶 的 群 、 则 这 次 正规 群 列 必 
可 加 细 到 一 次 正规 群 列 使 其 中 祖 应 商 因 子 之 阶 只 能 是 素数 的 一 次 
医 , 这 也 就 是 说 : 当 合 成 块 全 为 素数 寡 时 , 则 合成 指数 只 能 全 是 素 
数 ， 故 群 为 可 解 的 。 证 区 

现在 来 谈 定 理 2 在 可 解 群 上 的 应 用 。 

由 定理 2, 易 知 下 面 的 

推论 1 有 限 可 忽 八 有 西 洛 基底 . 

事实 上， 有 限 可 解 群 G 之 阶 的 素 因 数 分 解 如 令 为 ofG) 一 
prrp 和 rp2*， 则 由 引 理 5 已 知 6G 之 合成 块 全 为 素数 军 ， 但 因 相 异 
的 合成 志 又 必 互 率 , 故 这 时 G 就 有 # 个 合成 块 ,分 别 为 pr p27，… 
pz2, 于 是 据 定理 2 则 知 G 能 够 分 解 成 G 一 PP ………P, 形 ,但 ofPi) 一 
型 且 还 有 PP; 一 PjP; 之 关系 ,这 就 是 说 G 有 西 洛 基底 ， 

附注 利用 合成 块 的 概念 可 导出 有 限 可 解 群 之 分 解 的 存在 性 

定理 ( 旭 西 洛 基底 存在 ), 而 且 这 里 的 证 明 还 直接 些 也 简单 性 ， 由 此 

可 见 这 定理 2 的 价值 ， 

由 定理 1 又 易 证 下 面 的 
1 时 ,G 就 屋 有 阶 的 于 必 

事实 上 ， 由 于 G 之 合成 块 只 能 是 案 数 寡 (《 引 理 5)， 故 从 
oC0) 呈 mn 及 (m,n) 二 1 可 知 zm 必 等 于 G 之 某 几 个 含 成 块 的 积 ， 
于 中 由 定理 工 可 知 G 有 阶 亚 的 子 群 。 

附注 这 推论 2 也 足 在 .上 册 第 二 章 $7 里 讲 过 了 的 关于 有 限 可 

解 群 之 子 群 的 存在 性 的 定理 .这 里 是 利用 合成 块 的 概念 来 解决 的 ， 

也 较 在 第 二 章 内 所 用 的 方法 简单 些 

上 面 的 推论 1 和 推论 2 是 有 限 可 解 群 的 两 个 很 重要 的 性 质 ， 
我 们 现在 利用 合成 块 的 概念 已 很 简单 地 解决 了 ， 这 说 明 合成 块 的 
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概念 在 有 限 群 理论 中 的 重要 性 ， 既 已 谈 了 合成 块 这 个 概念 在 有 限 
可 解 群 中 所 起 的 作用 ， 我 们 就 索性 将 合成 块 与 可 解 群 的 联系 深信 
地 探索 一 下 .关于 这 个 联系 ,有 下 面 一 个 重要 结果 , 即 

人 3 局 7121 70929 "90 六 有 六 避 之 后 有 由 全 屋 尝 ， 并 


中 蚌 和 和 和 音 时 


a 


“定理 3 之 证 朋 有 有 阁 于 下 硬 的 z 

引 理 6 设 有 限 群 G 之子 群 右 的 阶 o(DD) 二 恰 等 于 6G 的 一 

全 不 寺 区 及 之 全 计数 几 生 为 学 合成 看 数 的 集 字 -于 知 

证 明 设 G0G>0>0>-.…>6G >6.=1 为 G 
之 一 合成 群 列 , 其 合成 指数 之 集 民 一 fa zy， #1,}, 式 中 二 
[G-:G].。 令 忆 一 Gin 了 就 得 到 五 的 一 次 正规 群 列 ， 

H= HHEOH2:** HH,= 1, 
其 指数 之 集 为 如 一 [页 ， 页， 吉 }, 式 中 三亚 过: 天 ]， 由 于 
Hi_i/H; = Hi GifN Hi > GH/ G1E Gi Gis 

可 知 hlnti = 1,2,..., 7). 在 互 一 Ho,, B,, 人 *, 于, 一 1 中 可 
能 有 相同 的 ,但 因 HH 疡 1, 故 它们 决 不 会 完全 相同 , 于 是 车 令 相 局 
的 归 为 一 类 , 则 至 少 可 分 成 两 类 使 每 类 中 只 含 相同 的 群 ,如 令 

IH=H=He .= H: (=110), 

Hi je H: 42 ss Hi;,(=1), 

Hi Hr A lH,,(~=11,), 


Hi_,n Ly oe a et H;_( = 人 ,1), 

Hi Hi ee 一 HH; 他 = 1(= H, 一 1), 
且 H; > Hins H; > 瑟瑟， 人 > Hi (G1 及 ss 志 +). 
于 是 , H= Hi>1,>， .>H_>H, a 为 吾 的 无 重复 
二 的 次 正 闫 三 列 .其 导 总 己 全 所 = {A fi, 六 式 中 及 一 
[已 ;天 Hi;]. 

因为 Ti FH ee H:,_/H.,, sy BH;,_/H:; +1 二 ee 故 
bh, [nis ti 车 令吉 十 1 = pi 则 因 及 过 六 及 二 -jy 政 
Pp ps H hilng,. 


* 596°= 


现在 考虑 下 面 的 两 组 数列 : 
Nos fpss "Np Gi) 
Rh, has hs Cii) 

可 断言 (i) 中 任 二 数 在 和 内 相连 ， 

事实 上 ,例如 以 Np, 与 了 px 言 ; 由 于 为 6G 的 一 合成 块 ; 故 记 
等 于 集 名 富 {a4 ma , 11) 中 互 为 相连 的 数 所 成 之 类 中 一 切 数 
的 莱 积 ,如 令 为 上 一 ua al 每 aj € 多 但 因 天 一 有 和 -和 ， 故 
若 p， 4 分别 是 入 , 有, 的 素 因 数 , 则 从 pl# 及 qi# 可 知 必 有 5 与 久 
志和) 使 让 上 与 了 (注意 ;一 /的 可 能 狂 是 允许 的 ); 
pih hi | zs 故 pln,,, pia, oi); 同 理 又 知 9 | Cnp,s oi). 这 说 
明了 三 图 内 rp, 与 相连 ， 且 #, 与 上 相连 , 但 @ 与 & 在 先 内 
相连 , 于 是 则 知 ww 与 ar 在 和 内 祖 连 .这 证 明了 (中 任 二 数 在 
贸 内 相连 ， 

再 令 Qi) 中 诸 数 之 积 为 条 一 non "np,。 于是， 入 必 为 C 
之 某 合 成 块 加 之 因数 , 设 为 m 一 A*h" ,hr 之 1, 男方 面 ,由 于 大 pi 
又 得 到 二 页 和 | nnp, "2p 一 和 收 不 得 不 有 hlm。 但 
与 2% 都 是 忆 之 合成 块 ， 因 而 有 mw 一 7 故 国 一 好 一 为， 由 是 再 据 
hi | zj 可 得 到 

B= fy hy tips sh fp, 
这 阅 明 了 互 的 次 正规 群 列 
He Ho>I>H>.:>H_>H=l 

之 指数 的 集 划一 {有 加，… ,入 }》 确 为 GC 之 合成 指数 之 信守 二 
{ns Hs "**s nr} 的 一 个 子 集 {4,,， ps 3 ns}. 

和 县 已 知道 i ys 而 险 hs; 的 群 Hlli 又 是 阶 ps 的 群 Gi,_/ 
Gii_ih 之 子 群 ( 以 同 构 意 义 言 ), 政 不 得 不 有 

Hi-i/H; 全 Oj/ Gi 
因 之 由 CCmCo>> CD>O> -> 一 | 为 G 之 合成 群 列 知 
Gy Gj di 是 单 群 , 政 已 -wy FE 为 单 群 , 即 
开 一石 人 全 一 

为 总 的 合成 群 列 ， 引 至 6 证 完 ， 
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有 了 引 理 6 ,就 可 解决 定理 3 了 . 

定理 3 的 证 明 事实 上 ， 据 引 理 6 可 知 每 个 M, 的 合成 指数 
之 集 都 是 G 的 合成 指数 之 集 的 子 集 ; 但 Mi 之 阶 oC(Mj) = zi 又 是 
Mi 的 一 切合 成 指数 之 积 ， 故 据 Mi 之 可 解 性 得 知 对 , 的 合成 指数 
全 是 素数 ,于 是 令 pb 的 pf 为 Mi 之 一 切合 成 指数 , 则 每 


pp 为 素数 且 mr ™ 工 pr 而 而 p13 pi “> ”3 pt 2 又 是 G 之 一 部 分 


的 合成 指数 ;但 m; 为 G 之 一 合成 块 , 故 表示 式 mi 一 I py 中 的 


D9, np 不 仅 是 G 之 一 部 分 合成 指数 ， 币 目 应 是 G 中 互 
为 相连 的 一 切 台 成 扒 数 ， 于 是 由 于 它们 都 是 素数 就 不 得 不 全 都 相 
等 , 即 
Pp =p pi (= Pp 令 )， 
说 明了 zz; 一 乓 ， 即 G 之 每 合成 块 为 一 案 数 的 震 , 故 由 引 理 5 得 知 
G 是 可 解 群 .。 定理 3 证 宛 。 
人 3 的 过 程 中， SW 


和 


=m + 9 » 


nn A i 
是 有 限 妖 @ 之 所 有 的 合成 未 ， 那 来 G 为 可 角 的 迹 要 条 件 是 6 一 
Ma Mt 县 o(Mi) ~ mi 中 每 Mi 举 可 艇 玉 (当然 还 应 有 
MiM; 一 MiMi)、 但 因 祖 异 的 合成 块 互 素 , 凤 m; mss … ,ma 两 
两 互 素 , 故 从 表示 式 G 一 MiMi MA 及 o(CM)) 一 mi 中 每 Mi 为 
可 解 群 之 理 就 知道 6 自身 亦 必 为 可 解 的 这 一 事实 出 发 ， 在 我 们 轧 
想 上 可 能 引起 这 样 一 个 问题 ， 即 当 有 限 群 G 能 表 写 为 两 两 可 交换 
且 阶 又 是 两 两 互 素 的 一 些 可 解 子 群 的 积 时 ， 这 群 G 自 身 是 可 解 的 
吗 。 我 们 说 这 答案 是 否定 的 ,例如 五 次 交代 群 Ww 是 单 群 ， 已 不 是 
可 解 的 了 ,但 % 一 %% . {(12345)}， 式 中 W 为 四 次 交代 群 ， 而 
{(12345)} 为 由 置换 (12345) 所 生成 的 5 阶 循环 群 ， 既 然 有 限 群 虽 
能 表 写 为 两 两 可 交换 且 阶 又 是 两 两 互 素 的 一 些 可 解 子 群 之 积 ， 而 


9 5 名 。 


这 有 限 群 仍 有 为 非 可 解 群 的 可 能 性 ， 但 若 将 可 解 子 群 中 “可 解 ” 二 
字 换 为 " 冠 零 ”后 ,情况 又 怎样 呢 9 也 就 是 说 ,如 果 有 限 群 6 得 表 写 
为 两 两 可 人 交换 且 阶 又 是 两 两 互 素 的 一 些 帘 零 子 群 之 积 时 ， 则 GG 是 
可 解 的 吗 ? 我 们 说 这 答案 是 肯定 的 ， 而 且 只 要 C 能 表 写 为 两 两 可 
交换 的 一 些 塞 零 子 群 之 积 时 ，G 就 是 可 解 的 ， 关 于 这 方面 的 工作 
可 参阅 文献 [19, 20] 与 文献 [21] 的 269 页 及 273 页 ,或 文献 [2] 
的 第 六 章 《674 一 684 页 )， 我 们 在 这 里 不 详细 丢 述 。 我 们 现在 还 
是 围绕 着 合成 决 这 个 概念 来 讨论 群 之 分 解 . 

我 们 知道 ， 索 数 颇 阶 的 群 为 暴 鹿 群 ， 而 阶 仅 含 两 个 相 异 的 素 
因数 的 群 是 可 解 群 。 今 问 ， 阶 仅 含 三 个 相 异 的 素 因 数 的 群 又 怎样 
呢 ? 也 就 是 说 ,如 果 有 限 群 G 之 阶 的 素 因 数 分 解 为 o(G) 一 prg* r* 
形 时 (p，9，,*y 为 互 不 相等 的 素数 ), G 究竟 是 怎样 的 群 呢 ? 

设 mi。 m2,"…… 4 是 G 之 所 有 的 合成 块 ,于 是 zeg 和 一 o(G) 一 
mm 93 由 于 相 异 的 合成 块 互 案 , 故 有 下 委 3. 如 车 一 2， 则 
W942 一 pg5rc， 因 之 Wi 与 za 中 必 有 一 个 为 户 或 9 四 或 1'; 不 从 
一 般 性 得 令 mi 一 如， 随 而 wm; 一 9*+'; 于 是 加 合成 块 等 于 合成 指 
数 集合 中 互 为 相连 的 合成 指数 之 积 ， 故 G 之 合成 指数 或 为 之 宪 
随 而 必定 是 (参看 引 理 5 之 证 明 ), 或 为 grr* 的 形状 (4 与 上 中 
可 能 有 一 个 为 零 , 随 而 另 一 为 1 ), 这 就 是 说 ,GG 有 合成 群 列 

GeaG>G>G> > Go Ga™=l 
使 每 [GaGj 一 p 或 二 qtr+ 形 ， 但 不 管 是 哪 一 种 ， 都 说 明了 
Gi/ Gi 是 可 解 群 ， 因 之 从 C,-: 一 Cu- Gn 之 可 解 性 可 顺 次 推出 
Go CCGo 一 之 可 解 性 。 

当 上 一 3 时 ， 则 知 wa za， zs 均 为 索 数 寞 ， 不 妨 令 mx = p'， 
mz- q+， 023 中 + 因而 这 时 合成 指数 全 为 素数 ，G 当然 是 可 解 的 
了 了 :2 

于 是 证 得 了 下 面 的 


在 这 节 的 开头 谈 过 ， 所 请 群 之 分 解 指 的 是 有 限 群 GG 可 表 写 为 
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它 的 某 些 子 群 之 积 。 属 于 这 方面 的 工作 大 致 可 分 为 两 大 类 。 一 类 
是 , 当 原 群 G 具 有 某 特征 时 , 问 G 能 分 解 为 怎样 一 些 子 群 之 积 ? 例 
如 G 为 可 解 时, G 得 分 解 为 西 洛 基底 之 积 ;又 如 G 有 正规 子 群 4 具 
性 质 (oC4), [G:4])=1 时 , 则 G 可 分 解 成 G 一 4 使 4 门 妨 一 1; 
等 等 ;上 面 所 讲 的 关于 利用 合成 块 概念 去 分 解 尾 一 个 有 限 群 G6, 也 
是 属于 这 一 类 的 工作 ， 属 于 这 一 类 的 工作 虽 多 ， 但 在 这 节 开 头 我 
们 就 谈 了 ; 我 们 只 谈 一 个 问题 ， 即 上 面 的 合成 块 。 关 于 辞 之 分 解 
的 另 一 类 工作 是 这 样 的 , 即 当 群 G 分解 为 子 群 之 积 时 ,从 子 群 的 属 
性 往往 可 判断 G 之 特征 。 简 言 之 ,前 者 ( 即 前 一 类 ) 由 G 之 属性 要 
判断 所 分 解 出 的 子 群 的 性 质 , 而 后 者 ( 即 后 一 类 ) 的 任务 恰 相 反 , 它 
是 要 从 所 分 解 出 的 子 群 的 属性 来 判断 原 群 G 的 性 质 ， 上 面 关于 前 
一 类 的 工作 我 们 只 谈 了 一 个 与 合成 块 有 关 的 ， 关 于 后 一 类 的 工作 
在 第 六 章 $ 6 里 也 已 说 了 一 个 , 即 该 节 的 第 (三 ) 个 问题 , 现在 结束 
本 节 以 前 ,再 谈 一 个 关于 这 后 一 类 的 工作 , 述 于 下 . 

我 们 知道 : peg* 阶 群 是 可 解 的， 从 它 的 西 洛 基底 之 表示 法 可 
知 它 等 于 两 个 指数 互 素 的 素数 军阶 群 之 积 。 于 是 推广 之 而 间 : 当 
有 限 群 G 得 表 写 为 指数 互 素 的 两 个 震 零 子 群 之 积 时 ，G 是 可 解 的 
码 ? 文献 [2] 的 第 六 章 里 已 有 详细 记载 ,说 明 这 答案 的 正确 性 .但 
当 有 限 群 G 写 为 两 个 指数 互 素 的 可 解 子 群 之 积 时 ，G 已 不 必 再 为 
可 解 的 了 ,上 面 早已 说 明了 ,人 饮 如 如 一 4， {(12345)}， 可 是 当 有 
限 群 G 得 写 为 指数 两 两 互 案 的 三 个 可 解 子 群 之 积 时 ，G 自身 确 是 
可 解 的 ， 这 也 是 由 瑟 . 维 兰 德 ? 解决 的 ， 在 文献 [2] 的 662 页 转载 
了 . 我 们 现在 也 来 论述 这 个 问题 ,以 结束 这 一 节 。 

但 要 注意 ， 在 上 册 第 二 章 $ 7 里 面 普 经 说 过 : 若 有 限 群 G 具 
有 两 个 指数 互 素 的 子 群 4, B, 则 G 一 48B. 于 是 上 面 要 讨论 的 问 
题 可 以 改写 为 

定理 5 全 有 下 全 有 二 个 利于 H,, Has Hss 其 指数 两 


和 


1) Jour. Ausiralian Muaih, Soc 1 《1960)，143 一 146。 
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证 明 ”由 于 (GH],[G:H3]) 一 1, 当然 有 G 一 已 5， 因 
而 有 [GiB 一 [下 已]， 若 刀 王 1， 则 G 一 万 :已 是 可 解 
的 了 ， 于 是 只 需 考 虐 妃 < 1 的 场合 ， 令 NN 为 昌之 一 个 极 小 正规 
子 群 ， 因 而 由 五 , 之 可 解 性 得 知 oCN) 一 p”(p 为 素数 )， 由 是 从 
(L6G:H], 【G:FH3]) 一 1 可知 [6:Hi] 与 [8:3] 中 至 少 有 一 个 与 
五 索 ， 

不 失 普 记性 可 令 pt[G:H;,], 这 时 就 令 D = 玉 阁 HH， 于 是 从 
N dH 得 知 ND 为 Hl, 的 一 子 群 ,应 有 

[ND:D] = [N:NMN DIIoN) = p's 
由 之 得 [N:NNMD] 二 [ND: DY]!I[IN:D] [HN]=[6:H,), 
客 再 利用 (oCN), [G:82]) 一 1 不 得 不 有 [NINmnD] 一 1， 即 
NED. 
因 G 之 元 恒 表 为 8g 二 久 如 形 (hE€ 4) 歼 由 NH 可知 
N's 一 Ns oe (NH) NM CDH ED, 

( 式 中 符号 1se 1(G), ze G)， 于 是 车 令 C 为 由 凡 形状 是 Nr: 之 
子 群 之 集 所 生成 的 子 群 , 即 C 一 {Nlg€ G}, 则 1< 二 CdG 上 且 必 
有 CS 后 ,因而 上 为 可 解 的 . 

显然 ，HiC/C 人 BABnC 及 H; 之 可 解 性 说 明了 H.C/C， 
HiC/C，H3C/C 为 G/C 之 三 个 可 解 子 群 ;并 因 [G/C:HiC/C] 一 
[G:HiC1|L1G:Hi], 故 据 Fi 之 假设 则 知 三 个 指数 [G/C:HiC/C] 
(i 一 1, 2, 3) 是 两 两 互 素 的 ; 于 是 由 于 oC(G/C) 过 ol(G), 而 关于 
群 阶 用 归纳 法 ;就 知道 6/C 为 可 解 群 ， 因 而 从 C 之 可 解 性 即 知 G 
自身 亦 必 可 和 解 ， 证 完 . 

问题 1 有 限 群 G 为 可 解 的 充 要 条 件 是 G 之 合成 块 的 个 数 
等 于 olG) 中 相 蜡 素 因 数 之 个 数 . 

问题 2 试 决定 一次 对 称 群 S, 的 合成 块 . 

问题 3 试 让 有限 群 之 任 一 个 合成 块 所 含 相 异 素 因 数 的 个 
数 不 能 恰 为 2， 

问题 4 有 限 群 的 合成 指数 能 否 为 pypa…'p: 的 形状 ? 式 中 
Ps Pa» "> Ps 为 下 两 互 异 的 素数 
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问题 5 证 明 其 有 至 少 酚 个 合成 块 的 有 限 非 可 解 群 之 阶 最 
低 是 420， 而 且 也 确 有 一 个 防 420 的 非 可 解 群 其 合成 块 的 个 数 为 
2 

问题 6 试 从 有 限 群 之 主 群 列 的 指数 的 集合 像 定 义 1, 2，3 
那样 去 建立 相连 与 相连 类 的 狂 念 ， 从 而 定义 主 群 块 的 意义 。 证 明 
每 个 主 群 块 或 等 于 一 合成 块 ,或 等 于 几 个 合成 块 的 积 . 

问题 7 有 限 可 解 群 之 主 群 块 与 合成 殿 的 关系 怎样 ? 


4$3, 群 之 II- 性 质 


所 谓 群 之 可 -性 质 就 是 西 洛 福 质 的 推广 。 西 洛 性 质 是 西 洛 定 
理 的 同 义 语 . 回忆 西 洛 定理 (上 册 第 二 章 $ 1)， 其 意义 是 这 样 的 ， 
即 设 有 限 群 满足 条 件 


G) o(6) 一 g， GD 全 8 有 (4 三 ) 一 1，(ii) 为 素数 守 


时 , 则 G 至 少 有 一 个 阶 志 的 子 群 , 而 任 二 个 跻 霸 之 子 群 是 共 箔 的， 
且 G 中 凡 阶 为 之 因数 的 子 群 一 定 是 G 中 某 个 阶 4 之 子 群 的 子 
群 。P. 志 尔 将 条 件 《〈iii) 改 为 条 件 : 
(六)”6 为 可 解 群 

后 ,也 得 到 了 同样 的 结论 ,这 在 上 册 第 二 章 $7 里 面 早 已 讨论 过 ,在 
那里 己 提 到 P. 管 尔 的 三 篇 文章 ， 这 三 篇 文章 虽 不 长 ,但 对 有 限 群 
的 发 展 ,影响 很 大 ， 这 些 工 作 概括 之 可 分 为 两 个 方面 ”一 为 群 之 
分 解 ,一 为 群 之 开 - 性 质 ， 为 了 今后 叙述 的 简洁 , 将 上 面 三 个 结论 
分 别 叫 做 子 群 的 存在 糙 、 共 生性 与 包含 性 。P， 霍 尔 的 该 三 篇 文献 
的 中 心思 想 有 两 个 : 一 个 是 将 有 限 可 解 群 6 分解 为 子 群 的 积 《如 
西 洛 基 底 ) 另 一 个 是 子 群 的 存在 性 、 共 斩 性 与 包含 性 ,前 者 的 推广 
是 近来 研究 的 一 个 动向 ,为 有 限 群 的 一 个 方面 的 工作 ,我 们 在 上 一 
节 里 讨论 了 一 般 的 分 解 方法 ， 使 P. 赴 尔 所 得 到 的 可 解 群 中 分 解 
定理 为 这 一 般 分 解 方法 的 特例 . 这 一 节 将 讨论 群 的 工 - 性 质 ， 它 
是 西 洛 性 质 的 推广 , 简 许 之 就 是 讨论 子 群 的 存在 性 \、 共 罗 性 与 包含 
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性 ,这 也 是 近来 研究 有 限 群 的 另 一 个 方面 的 工作 . 

所 请 群 的 -性 质 ( 西 洛 性 质 的 推广 ) 指 的 是 把 含 一 个 素数 
的 西 洛 定理 推广 到 含 多 个 素数 之 集 II 上 去 ， 看 类 似 的 西 洛 定理 是 
否 成 立 而 加 以 探索 的 问题 . 

属于 了 -性 质 方面 的 问题 ,工作 也 很 多 ,我 们 选取 文献 [37] 中 
的 问题 来 讨论 ,这 个 问题 是 保留 了 上 述 条 件 (和 Ci)， 只 将 条 件 
(iii) 改换 为 条 件 

(ii)”6G 包 含 一 个 阶 万 的 咎 零 子 群 后 , 仍 有 相应 的 结论 , 即 前 
述 有 关子 群 的 存在 性 、 共 轿 性 与 包含 性 的 结论 也 都 是 成 立 的 。 说 
具体 些 , 芭 有 下 面 药 


和 


险 m 的 子 群 M 在 7 时 必 为 C 中 业 个 办 四 之 子 群 的 子 群 ，， 

这 定理 1 就 是 将 古典 的 西 洛 定理 推广 到 含 4 之 一 切 素 因数 之 
集合 世上 的 相应 的 结果 ， 不 过 这 时 只 需 在 G 上 附加 具有 阶 半 的 里 
零 子 群 之 假定 . 

首先 要 解决 下 面 的 两 个 引 理 . 


Pp 


i 可 在 6 内 适当 地 选取 )， 并 省 Cr oCG*) /oCH*)) =1, 1, 
是 oH)/o(H*) 又 为 ?的 军 . 
证 明 ”五 的 窒 零 性 保证 了 豆 只 有 唯一 个 西 洛 p- 子 群 Hy, 而 


G 区 人 一 1 又 说 明了 这 叫 也 必 是 G 的 一 个 西 洛 六 子 群 。 再 
从 PCEN6P) 一 G* 又 知道 G* 有 一 个 西 洛 p- 子 群 G7 使 PS GY 
〔《SG+)， 于 是 又 有 G 之 西 洛 六子 群 Gy 使 PEG*SGp。 因而 有 
1€G 使 Gp 二 1Hpts 故 PEGSCG 一斑 pt 再 令 

H*+ = ON Ue Ne(P)N MH, 
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则 PEG#CGG* 及 PEGG#CHiiHpt 乞 11Hi 保 证 了 PGEH*(Gim1Ht)， 
牙 由 互 之 守 零 性 可 知 H* 为 窟 零 的 ,证 明了 引 理 1 的 第 一 个 结论 . 

其 次 ,如 令 ol 昌 ) 一 prq *…rr(p,4，**"…，+ 是 两 陋 互 异 的 素 
数 ), 则 i!Hz 之 窒 零 注 可 保证 x7'Hi 一 PX 4 式 中 已 为 于 到 :的 
唯一 个 西 洛 p- 子 群 , 故 o(P,) = p", ol4) 一 gr"; 但 PSMmHt 
又 保证 了 P 必 为 让 Hi 之 唯一 个 西 洛 p- 子 群 P 的 子 群 , 即 PCP; 
因而 4 的 每 元 与 P 的 每 元 两 两 可 交换 ,由 全 得 

AENAP) = G*, 4CGY 站 11 ~ HY*, qf rrlol(H*). 
于 是 再 利用 oCH*)|1oCH) 一 to 可 知 oCHH)/oCH*) 只 能 等 于 
pf 的 蛤 ， 即 olH*》 一 prg -tr《p 委 a)。 证 明了 引 理 1 的 最 后 的 
结论 . 

又 因 万 *CGY+， 玻 ofGF) = cppG8、 .rri 但 

Of 
oCG*)1oCG)，( 4， 2 = 1 


及 下 一 pf) 一 2 xz7 保证 了 gf，-…,?7 是 含 在 olG) 中 的 
4，"……, 了 的 最 高 蜗 ， 因 而 也 是 含 在 2o4G*) 内 的 9， 之 最 高 
鹤 , 故 (c， 48. pr 门 一 1， 另 方面 , 从 pr*io( G*) 可 知 G* 中 西 洛 p- 
子 群 GF 的 阶 oCG8) 空 p*; 但 从 GFEG* 及 GHCEA1Hr 又 知道 
于 一 G 人 7 之 Co， 加 而 由 prlloCH*) 得 知 oCG8) 所 pr?; 两 相 
比较 踊 知 oC OF) 一 名" 或 prloCG*), 故 (ce， p) 1 次 之 就 有 
1 = (Ce, ppg8- 1T) (oC G+*) /oCH*), oH*)), 

证 明了 3 引 理 1 之 第 二 个 结 沦 、 于 是 , 引 理 1 完全 获 证 . 

引 理 2 在 定理 1 的 假设 条 件 下 ， 如 果 G 中 阶 关 的 主 群 允 在 
m|h 时 为 可 解 群 ， 则 必 有 元 1€ G 使 MEE!H. 

证 明 令 oC6)= 一 8 之 上 并 归纳 地 假定 当 群 之 阶 小 于 达 时 引 [ 
理 2 是 成 立 的 。 这 时 可 假定 m > 1 (因为 m 一 1 时 对 为 单位 元 
群 , 引 理 2 能 成 并 自明 )、 由 计 之 可 解 性 , 知 M 有 一 个 极 小 正规 子 
群 P， 而 o(P) < p's 是 一 素数 ， 故 pr lms 因 之 pr la. 再 令 G+ 一 
NelP). 若 G* ~ G, 则 PdG, 于 是 因 PCGeSG (Gg 为 G 之 一 西 
沿 p~ 子 群 ), 以 及 吾 之 虹 零 性 保证 了 吾 只 有 唯一 个 西 洛 p- 子 群 Hs， 
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故 由 (4 中 G 一 1 又 知 B 为 G 之 一 西 洛 p- 子 群 ,因而 有 ze G， 


使 Hs 一 x1Gpr, x 1Px 己 x-1Gpx 一 Hy, 由 是 利用 PG 知 x-iPx 一 
P, PCHsSH, 当然 也 有 PdH; 于 是 有 下 列 诸 商 群 
GI = G/P, H, = H/P, M, = MJ/P, 


其 阶 分 别 为 g 一 g/p*; 有 一 hb/p!'s mr 一 m/fp*。 因 H, 是 蹇 零 的 ， 
有 目 (hf 用) 二 《8/pr， 8/8) 一 1， 而 又 zi 二 ， 故 从 以 ,的 可 解 
性 而 利用 关于 归纳 法 的 假定 ， 就 知道 及 & Gi 使得 MSG 
但 一 1PCzE G), 故 

M/P = MEA = (PHAH/P)CGP) = 1 Hi/P, 


即 Mt1Hz, 问题 就 解决 了 ， 

所 以 要 考虑 的 是 G* 关 C, 即 6G*<G 的 情况 。 这 时 据 引 理 
1 知 G* 有 一 个 突 鹤 子 群 H* 使 PEH*GriHz(z€ G), 及 (4h"， 
gr/P*Y) 一 1 式 中 玫 一 oCH*)，g* 呈 ol(G*)。 但 PIM 保证 了 
MENe(P) 一 G*。 今 能 断言 m1 寻 。 为 什么 昵 ? 因 HESG* 保证 
了 mlg*, 而 由 引 理 1 义 知 g* 一 ch* 中 (c,h*) 二 1 sh* prqgi:…。 
rh 一 pg rf? (p04); 又 从 和 1 得 知 关 一 六 32 rT < 
«FB， ,7' 所 7); 故 不 得 不 有 (cy 如) 一 1 因 之 由 ml|e*= 
ch* 知 m|h*, 即 为 所 求 。 

再 从 g* 二 ?， 而 据 归 纳 法 的 假定 则 知 有 ye G* 使 

MEYy Hy Cy (Hy = x lHx(x = 1y), 

也 说 有 明了 引 理 2 之 正确 性 。 故 引 理 2 完全 获 证 ， 

有 了 5 引 理 1 与 引 理 2, 不 难 解决 定理 1. 

定理 1 的 证 明 ” 易 知 满足 定理 1 中 条 件 的 子 群 M 恒 为 可 解 
的 。 为 什么 吧 ? 因为 在 tm = 1 时 显然 ， 故 令 m 之 1, 并 归纳 地 假 
定 凡 阶 为 * 之 因数 且 又 小 于 mw 的 群 是 可 解 的 ， 于 是 因 mw|X、 歼 MM 
之 子 群 N 的 阶 oCN) 也 有 oCN)18 之 关系 , 随 而 据 归 纳 靶 的 假定 可 
知 邓 的 真子 群 是 可 解 的 , 故 据 引 理 2 知 有 ce G 使 NEGriH:、 因 而 
从 五 的 寡 零 性 又 知 六 是 笑 零 的 ， 这 就 说 明了 邓 的 每 个 真子 群 都 是 
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霸 零 的 ,因而 对 自身 为 可 解 群 。 由 是 再 度 利 用 引 理 2 可 知 有 x&G 
使 对 Sr rz， 故 从 妞 之 宕 零 注 得 知 杂 是 寡 零 的 。 这 说 明了 G 中 
凡 阶 吉 的 子 群 站 在 m14 蛙 必 为 妃 之 基 共 斩 的 子 群 ， 因 而 G 中 任 一 
个 阶 4 的 子 群 也 是 五 之 基 共 斩 的 于 群 ， 不 得 不 等 于 召 之 某 共 斩 而 
为 医 堆 的， 定理 1 完全 次 证 . 

定理 1 的 意义 是 把 十 典 的 西 洛 定理 ( 即 含 一 个 索 数 之 集 ) 推 广 
到 含有 h 之 一 切 素 因 数 之 集 再 = (4) 上 是 成 立 的 ,当然 这 时 只 须 
把 前 面 的 条 件 《iii) 改 为 

(ii)” 假 定 G 有 一 个 阶 上 的 等 零 子 群 . 

若 将 定理 1 中 五 的 寡 零 仁 这 一 个 假设 条 件 改换 为 可 解 性 时 ， 
是 否 仍 有 相应 的 结论 呢 ? 说 具体 点 ， 若 有 限 群 G 含 有 一 个 阶 #* 的 


可 解 子 群 昌 , 且 (4, 2 一 1， 则 G 中 凡 阶 的 子 群 都 是 可 解 


的 吗 ? 又 都 互相 共 斩 吗 ? 而 CG 中 任 一 个 阶 普 的 子 群 M 在 ml# 时 
必 为 G 中 某 个 阶 上 之 子 群 的 子 群 吗 ? 这 都 未 获 解 决 。 如 果 对 可 解 
子 群 鼠 附加 一 个 限制 即 其 西 洛 子 群 全 为 低 环 群 时 ， 那 本 上 面 所 提 
问题 之 答案 是 正确 的 (文献 [38]). 

属于 I- 性 质 方面 的 工作 较 多 ， 在 这 一 节 里 我 们 仅 列举 了 上 
面 的 定理 1 作为 这 方面 的 一 个 代表 性 的 工作 。 为 什么 把 这 定理 1 
来 作为 开 - 性 质 方面 的 代表 性 工作 呢 ? 原因 是 在 有 限 群 里 近来 关 
于 这 方面 的 一 些 较 重要 的 工作 或 许 要 利用 这 定理 1 或 许 在 它 的 基 
础 上 推广 而 把 它 作 为 一 个 特例 ， 例 如 文献 [39] 与 [40] 都 是 这 样 
一 些 工作 ， 

关于 下 -性质 方面 的 工作 , R 贝尔 与 H. 维 兰 德 以 及 CA， 
居 里 享 这 些 人 的 工作 较 多 。 上 面 说 的 定理 1 就 是 HH. 维 兰 德 的 工 
作 ， 下面 再 将 RR. 贝尔 与 C.A. 居 里 享 在 开 - 性 质 方面 有 代表 性 的 
工作 氢 述 一 二 ,但 不 给 以 证 明 , 便 于 读者 需要 时 有 所 查考 , 

C.A， 居 里 亭 在 -性 质 方面 有 有 代表 性 的 工作 是 两 个 重要 的 
概念 , 即 廿 -~ 分离 群 (文献 [41], [42]) 与 于 -可 解 群 (文献 [43]). 
现 撤 述 于 下 . 
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设 本 为 菜 些 素数 的 集合 ， 如 果 有 限 群 G 的 每 个 合成 指数 或 与 
开 中 的 素数 都 互 素 , 或 者 只 能 被 TI 中 一 个 素数 的 里 所 整除 , 那 示 就 
叫 G 为 工 -分 离 群 。 注意 : 车 I 表示 一 切 素 数 之 集 , 或 II 表示 
o( G) 之 一 切 素 因数 的 集 ， 则 这 时 的 工 -分 离 群 就 是 通常 所 说 的 可 
解 群 ， 故 可 解 群 得 视 为 I- 分 离 群 的 一 个 特例 ， 又 如 本 只 包含 一 
个 素数 时 , 则 每 个 有 限 群 都 是 本 -分 离 的 ， 由 此 可 见 芽 - 分 离 群 所 
包含 之 意义 的 广泛 ,显示 出 研究 II- 分 离 群 的 意义 。 

与 可 解 群 中 和 置 尔 定理 相当 ,在 也- 分 离 群 里 有 类 似 的 结果 , 它 
是 这 样 叙 述 的 : 

将 II 分 高 玫 G 之 阶 oC) 分 和 o(G) 一 ma 而 使 (mo 


ee te 

仍 设 I 为 一 些 素数 之 集 。 若 有 限 群 G 之 每 个 合成 指数 或 与 
II 中 的 素数 都 互 索 ,或 者 仅 能 等 于 开 中 的 一 个 素数 , 那 末 就 叫 G 为 
II~ 可 解 群 . 当 工 为 一 切 素 数 之 集 ， 或 工 为 o(G) 之 一 切 案 因数 
之 集 , 或 者 了 开 是 丢掉 %G) 之 一 个 索 因 数 后 而 由 olG) 之 其 余 的 素 
因数 所 成 的 集 ， 都 很 容易 验证 一 些 这 样 的 TI- 可 解 群 就 是 通常 所 
说 的 可 解 群 ， 由 此 可 见 可 解 群 是 这 工 - 可 解 群 概念 的 特例 ， 因 而 
可 知 了 I- 可 解 群 所 含意 义 之 广泛 ， 也 显示 出 研究 匡 ~ 可 解 群 之 价 
值 . 

在 II- 可 解 群 里 ， 也 有 相当 于 可 解 群 中 堆 尔 定理 的 一 个 类 似 
的 结果 , 即 : 

将 II- 可 解 郡 G 之 阶 oC) 分 解 为 oG) 一 mn 而 使 (ms 办 一 
1 且 普 之 素 因 数 全 在 集合 开 内 时 ， 办 与 阶 ” 2 之 于 群 . 特 


和 


Te ee 
R， 风 尔 在 这 方面 的 典型 代表 工作 是 文献 [44]， 他 引进 了 已 
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交换 与 n- 可 解 的 概念 . 当 有 限 群 G 之 任 二 元 *, y 昼 满 足 (xy)”= 
xz"y” 之 关系 时 ,就 叫 G 是 rn- 交 换 群 ， 显 然 , 交换 群 对 任 7 为 n- 交 
换 的 ,而 2- 交 换 群 又 显 为 交换 群 ( 易 证 ), 《一 1)- 交换 群 也 是 交换 
群 。 当 有 限 群 G 之 合成 群 列 中 每 商 群 都 是 4- 交换 和 群 时 ,就 则 G 为 
nn- 可 解 群 ， 显 然 , 可 解 群 对 任意 的 7 都 是 盖 可 解 的 , 而 2- 可 解 群 
或 〈 一 1)- 可 解 群 又 是 通常 的 可 解 群 . 

文献 [44] 的 主要 结果 是 : 

设 z- 可 解 群 G 之 阶 ofC) 一 大 ，(5 8 一 1， 县 n(n— 1) 与 
或 中 的 全 光一 个 是 字 于 的 ， 那 本 必 可 分 解 为 GE 一 HK， 使 

ME a II- 由 都 是 
和 近来 在 有 限 群 的 研究 趋向 上 的 两 个 方面 的 工作 ， 它 们 的 渊源 大 都 
来 自 霍 尔 的 上 述 三 篇 文献 。 但 的 确 也 有 些 工 作 是 与 这 两 方面 都 有 
滨 连 的 ,不 能 机 械 地 说 归属 于 群 之 分 解 或 群 之 再 -性 质 , 例如 刚才 
所 说 的 关于 *- 可 解 群 (文献 [44] ) 之 结论 , 其 中 使 G 一 HK 的 向 
题 是 属于 4 2( 群 之 分 解 ) 的 范畴 ， 而 凡 阶 4 (或 的 子 群 都 共 辆 
的 问题 又 是 属于 这 一 节 有 关 群 之 开 - 性 质 的 范 天 ， 

本 节 到 此 结束 . 

问题 1 定理 1 中 阶 拓 之 子 群 的 个 数 与 二 互 素 , 证 之 

问题 2 设 素数 之 集 II 只 含 一 个 素数 时 ， 就 叫 匡 - 可 解 群 
是 pp- 可 解 的 .证明 yp- 可 解 群 之 子 群 与 商 群 也 都 是 2- 可 解 的 ， 

问题 3 有限 群 G 为 可 解 的 充 要 条 件 是 对 任 一 素数 pp，G 都 
是 p 可 解 的 . 

问题 4 设 有 限 群 G 是 p~ 可 解 的 ,但 plo(tG). 征明 G 必 有 
一 合成 块 六 等 于 tp 的 寡 , 且 G 中 凡 阶 普 的 子 群 都 互相 共 三 。 
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第 十 章 超 可 解 群 


有 限 剖 零 群 可 写 为 其 西 洛 子 群 的 直 积 ， 而 有 限 可 解 群 却 只 有 
西 洛 基底 ,不 能 为 西 洛 子 群 的 直 积 , 因 之 其 西 洛 子 群 可 能 全 非 正 规 
的 ， 于 是 可 能 有 这 样 一 些 有 限 可 解 群 ， 即 在 它 的 一 组 西 洛 基底 里 
面 基 些 西 洛 子 群 是 正规 的 ,而 男 一 些 是 非 正规 的 ; 像 这 样 的 一 些 可 
解 群 虽然 都 也 不 是 短 零 的 ， 但 总 比 西 洛 基 底 里 面 西 洛 子 群 都 不 是 
正规 的 一 般 可 解 群 要 特殊 些 ， 因 而 这 样 一 些 非 短 零 的 可 解 群 当然 
较 一 般 的 有 限 可 解 群 有 更 多 的 特征 . 这 节 的 目的 就 是 要 探索 一 些 
非 攻 和 零 但 其 某 些 特 征 的 有 限 可 解 群 . 

为 什么 要 研究 这 样 的 一 些 有 限 可 解 群 呢 ? 原因 是 : 除了 轿 堆 
群 ( 包 括 循环 与 交换 ) 以 外 ,经 常 碰 到 的 有 限 群 大 体 分 为 两 类 , 即 单 
群 与 可 解 群 。 已 知 凡 阶 等 于 p"9* 的 群 (p,9 是 两 个 互 异 的 素数 ) 伍 
可 解 , 阶 等 于 不 同 素数 之 积 的 群 也 可 解 , 近 来 又 解决 阿 阶 群 之 可 
和 解 性 , 故 有 限 可 解 群 可 以 说 几乎 普遍 地 存在 ,因而 前 几 章 讨论 可 解 
群 共 能 说 研究 了 可 解 群 的 共性 ， 而 对 大 重 存在 的 有 限 可 解 群 里 面 
各 个 的 特性 这 个 重要 的 一 面 则 不 得 不 引起 我 们 的 注意 ， 这 就 是 我 
们 要 研究 的 原因 . 

下 一 个 问题 是 什么 东西 才 算 是 特性 呢 ? 也 就 是 我 们 从 什么 地 
方 去 着 了 眼 的 问题 。 孝 碟 着 根 的 略 径 不 同 ,得 到 的 结论 当然 也 不 同 。 
先 回 忆 一 下 可 解 群 的 共性 : 若 G 可 解 , 则 由 G ~ 瑟 (<#1) 知 瑟 也 
可 解 , 故 互 有 非 单位 的 交换 正规 子 群 ， 如 将 "交换 “ 改 为 "循环 " ,要 
求 当 然 严 了 ， 文 献 [45] 是 雇 满 足 这 样 要 求 的 群 命名 为 超 可 解 群 . 
我 们 不 像 这 样 来 考虑 ,为 什么 呢 ? 因为 当 G 可 解 时 ,， G 之 任 一 个 同 
态 像 H( 夺 1) 含有 非 单位 的 交换 正规 子 群 只 是 必要 条 件 ; 而 仅 在 
G 满 足 极 大 条 件 ( 对 子 群 言 ) 时 ， 上 述 条 件 才 是 使 G 为 可 解 的 充分 
条 件 ( 参 看 后 面 的 问题 1)。 我 们 知道 “ 群 G 为 可 解 的 充 要 条 件 是 
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G 有 一 个 正规 群 列 使 列 中 每 商 因子 都 是 交换 的 ”, 若 将 这 个 充 要 条 
件 中 的 “交换 ” 改 为 循环 ”而 研究 这 样 一 些 特性 的 可 解 群 ， 岂 不比 
光 从 可 解 群 之 任 一 个 同 态 像 8H( 夺 1) 含有 非 单位 的 交换 正规 子 群 
这 个 必要 条 件 中 将 “交换 ” 改 为 “循环 "来 考虑 ,更 显得 有 意义 吗 ? 文 
献 [14] 及 [21] 都 是 这 样 处 理 的 。 具 体 地 说 ,有 下 面 的 

定义 才 寻 有 下 起 群 列 


C 一 C0 全 Ci > Ci 全 PC DG 和 1， 
使 列 中 每 商 群 Gi Ges “= 1,2,*-*， r+) 部 是 循环 的 ， 就 叫 G 为 


号 旦 和 有 


$ 1. 超 可 解 群 的 基本 性 质 


由 起 可 解 性 之 定义 易 知 : G;_1/G; 的 循环 性 保证 了 G;-s/ G; 的 
交换 性 。 故 超 可 解 群 当 然 是 可 解 的 。 又 由 Gi_1/G; 之 循环 性 说 明 
了 有 元 六- 6 Gi 使 Gi 一 2 Ci， 国 之 C 一 {p6, 5 
zj， 故 得 

定理 1 超 可 解 群 G 恒 具有 有 限 多 个 生成 元 . 

因 交 换 群 恒 为 短 零 的 ,而 交换 群 不 一 定 具 有 有 限 多 个 生成 元 ， 
改 无 限 冠 零 群 不 见得 为 起 可 解 的 。 这 就 是 说 : 对 无 限 群 言 ， 超 可 
解 群 不 是 介 平 窄 零 与 可 解 两 类 之 间 的 一 类 群 .但 有 限 罕 零 群 G 又 
怎样 呢 ? 这 时 由 于 6 之 主 群 列 就 是 它 的 合成 群 列 ， 故 列 中 每 商 群 
为 素数 阶 的 循环 群 ,而 主 群 列 自 然 为 正规 群 列 ,于 是 据 定 义 确 知心 
为 超 可 解 的 ， 故 证 得 下 面 的 

定理 2 ”有限 罕 鹤 群 必 为 超 可 解 的 . 

然而 因 三 次 对 称 群 5; 是 超 可 解 的 ( 因 G, > > 1 为 正规 群 
列 , 且 列 中 商 因子 G/L 及 5 分 别 为 2 阶 及 3 阶 循环 ) 但 非 圳 零 
的 ， 又 四 次 交代 群 只 是 可 解 而 不 是 超 可 解 的 〈《 因 外 > 免 >1 
为 中 之 瞧 一 的 正规 群 列 ， 铬 为 克 莱 菌 四 元 群 , 非 循环 的 ), 故 对 有 
限 群 言 , 超 可 解 群 确 为 介 乎 宪 零 与 可 解 两 类 之 间 的 另 一 类 ， 

已 知 医 零 群 之 于 群 及 商 群 仍然 都 是 宪 零 的 ， 可 解 群 之 子 群 及 
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商 群 也 仍然 均 为 可 解 的 .对 超 可 解 群 言 也 有 类 似 的 结果 , 即 
定理 3 超 可 解 群 之 于 群 及 商 寻 均 奶 为 超 可 镍 的. 
证 明 GG 之 超 可 解说 朋 G 有 正规 群 列 
Gm Ao>A>A>-. > A >A= 1 
使 每 商 群 及 jt/ di 为 循环 的 人 一 1， 2，……， r). 
先 考 虑 G 的 子 群 妃 ， 作 所 的 递 降 子 群 链 
H= CCDCD DC DC 一 1， (C1) 
式 中 C, 一 防 作 4;。 一 方面 ,有 Ci 一 H 站 4; <H, 另 方面 据 同 构 定 
理 又 有 ， 
Ci/Cinw HNA/HNA m= HNA,/AmNMCHN A:) 
ANHNAD A NSA A 
改 Ci/Cit 或 为 单位 元 群 或 为 循环 群 。 因 之 去 掉 列 (1) 中 的 重复 
项 凡 后 , 剩 下 的 即 为 使 互 为 超 可 解 群 之 定义 中 所 需要 的 正规 群 列 ， 
再 郑 岂 G 之 商 群 6 一 G/N. 令 G 之 正规 子 群 4; 据 自 然 问 态 
G ~G 一 G/N 在 G 内 的 像 为 8;, 于 是 8B;4G 且 实 际 上 有 $B,= 
AiN/N，, 故 列 | 
G 一 E28,2F,2...28, 2,-1 (2) 
中 每 项 均 为 5 之 正规 子 群 ， 当 令 4i- 一 {xz 4i} 时， 又 有 
B;_ /Bi=(AN/NI/AAIN/N AAN/AN={ ri 4NA4iNV， 
即 豆 ,7/ 豆 ; 或 为 单位 元 群 或 为 循环 群 ， 于 是 出 去 (27 中 的 重复 项 
后 , 剩 下 无 重复 项 的 列 确 为 G 之 一 正规 群 列 ; 且 列 中 商 因 子 都 是 短 
环 群 , 故 G 为 超 可 解 群 .证 完 . 
将 定理 3 与 定理 1 合并 ， 可 知 超 可 解 群 G 及 其 每 子 群 都 有 有 
限 多 个 生成 元 , 故 若 令 
BEBEBE...CB,E. (3) 
为 G 之 任 一 个 递 开 子 群 链 , 则 及 属于 链 《3) 中 3; 之 元 宗 全 部 而 成 
G 之 子 集 合 令 为 B 时 , 那 末 从 *,y € B 知 有 使 rE Bj; 及 y& Bi 的 
Bi 及 Bi 出 现在 链 (3) 中 ， 因 之 只 要 i 守 7 与 i 守 尺 时 当然 也 有 
xEBi,ycBi， 故 zy71cBi， 即 zy ee 了 说 明了 BB 是 G 之 子 群 . 
G 之 超 可 解 也 保证 了 B 是 超 可 解 的 ， 故 8 一 {，***， xa} 《定理 


éllise 


1). 今 令 Bi 为 链 《37 中 第 一 个 含有 元 之 子 群 ,一般 令 Bi 
为 链 (3) 中 第 一 个 含有 元 x, 的 子 群 (: = 1, 2,， +…, 4), 再 令 
max(j1,* jn) 一 ms 显然 可 知 xi€ Bn(i 一 1, :，**， n), 因 之 凡 Bi 
之 并 集 之 Bi 一 B 不 得 不 与 Bs 一致, 则 B= Bee 一 有 ol 一 
这 说 明了 G 之 任 一 个 递 升 子 群 链 ( 如 (3)) 必 有 界 , 即 有 最 大 者 。 因 
之 , 若 趾 为 超 可 解 群 G 之 任意 无 限 多 个 子 群 而 成 之 集合 ， 则 首先 
随意 取 某 B,€ 听 , 再 取 任 B,€ WM 使 B,<<B，《 如 这 样 的 B, 存在 ); 
车 路 中 尚 有 含 B, 为 真子 群 的 子 群 存在 ， 就 随意 取 一 个 名 3 ， 即 
B, < B << Bi 且 B;é NW， 这样 继续 下 去 可 得 如 (3) 之 一 个 递 升 
子 群 链 , 因 之 据 刚 才 证 得 的 结论 可 知 这 链 必 有 界 ， 即 观 必 有 一 个 
极 大 的 , 改 又 有 

定理 4 起 可 解 群 必 庙 是 极 大 条 件 (对 子 嫩 计 ). 

上 面 已 说 过 超 可 解 群 即 令 是 有 限 群 也 不 见得 为 故 零 的 ， 故 对 
无 限 群 言 更 是 如 此 但 超 可 解 群 的 换 位 子 群 义 怎 样 呢 ? 确 有 下 面 
的 | 

证 明 设 G 为 超 可 解 ， 故 有 正规 群 列 

G= Ao>A> > A>A= 1 
使 每 4;-_1/4; 为 循环 的 . 令 Hi 一 GN4iy 但 6G = [G,G]. 于 是 
列 
GG = HOH OH AH.= 1 (4) 
中 每 H;dG 一 [G, G1 一 Ho, 且 有 
Hia/Hie GNA NA ONALAAMCGN ad- 
~ AC NA ASE A di 
故 Hi_s/B; 或 为 羊 位 元 群 或 为 循环 的 ， 因 而 去 掉 列 《4) 中 的 重复 
项 以 后 所 得 的 新 列 如 令 为 
CC 一 RD 天 >K ,>K,= 1, (5) 

则 每 商 群 Kj-,/K; 是 循环 的 。 由 于 每 Ki 为 某 矶 ， 即 为 G 之 二 正 
规 子 群 G' 与 4; 的 交 , 故 每 K;<G, 于 是 Ki/Ki 为 G/Ki 之 一 个 
循环 正规 子 群 ， 由 上 避 -wy 有 在 G/Ki 内 的 正规 性 可 知 G/Ki 的 每 
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元 xK; 得 诱导 Ki/Ki 之 一 个 自 同 构 0:, 则 
kK es (RK) = x tk RKev xKi x harK; 
为 Ki_/Ki 的 一 个 向 同 构 上 映射 (8 KK); 然而 Kis/Ki 之 御 环 
性 保证 了 K;_/K; 之 自问 构 群 为 交换 的 ， 故 对 G 之 任 二 元 x*，y 便 
有 cxcy 一 0y0:， 因 之 os-'sy 为 Kis/K; 之 恒 等 自 同 构 ， 于 是 对 
每 g'《G 一 [G, G] 恒 有 
gp” Kk;* kKi' pg Ki kiKi, 

由 ge K€ Kj, 说 明了 了 LG’, 天 -三 天 即 Ki Ki Z(G’/ 
KK;)， 这 证 明了 列 (5) 为 G' 之 中 心 列 ， 故 G' 是 害 零 群 ， 定 理 5 证 


Sz 
rim 


注意 定理 5 的 逆 不 成 立 , 即 可 解 群 之 换 位 子 群 昌 为 堵 零 时 ,这 
可 解 群 可 以 不 是 超 可 解 的 , 例如 四 次 交代 群 % 可 解 ， 其 换 位 子 群 
吧 一 [3u，, %] 为 克 莱 菌 四 元 群 锡 ， 它 不 仅 为 宕 零 的 且 还 是 交换 
的 , 但 %, 不 是 超 可 解 群 。 至 于 可 解 群 具有 震 零 换 位 子 群 的 充 要 条 
件 在 文献 146] 内 已 获 解决 ， 即 有 限 群 G 之 的 位 子 群 C 为 桥 零 的 
充 要 条 件 是 G 为 可 解 群 ， 且 G 中 阶 与 指数 互 素 的 子 群 之 换 位 子 群 
在 G 内 为 正规 的 .我 们 现在 还 是 围绕 超 可 解 群 这 个 概念 来 讨论 问 
题 . 

据 定义 ， 凡 有 使 高 因子 均 为 循环 的 正规 群 列 之 群 都 叫做 超 可 
解 群 。 现 在 将 证 明 : 满足 这 定义 中 的 正规 群 列 还 可 以 像 下 面 定理 
6 所 说 的 那样 去 选择 ,多 

定理 6 起 可 解 习 人 有 这样 拆 下 权 科 列 

Ge-Co>C>C> ee 
Ce 为 素数 阶 pi 与 Pins 时 ,可 仿 为 pi < Pisa. 

证 明 设 G=40 宙 六 4 之 … 之 4m 之 4, 一 1 为 定 
义 超 可 解 群 G 之 正规 群 列 , 即 每 41-1/4i 为 循环 ， 若 4j-s/4; 是 有 
限 阶 的 , 令 为 oC4i-1/4i;) 一 prp1' “ps (p; 为 案 数 ,人 允许 其 中 有 相等 
的 ), 则 4j-1/4j; 就 有 阶 分 别 等 于 pas Pip2s -**， Ppa * “Pi 的 子 群 
Bd;, B,/d;; 2 Bil Ais 且 当 然 有 
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B/d; < B,/A4; Rs Bl/ d;, 
及 每 Bi/ 4i; 4fdjs 但 4 本 Gd ， 故 每 BA A; < Gf/4j， 
邯 B;dG, 且 列 
dm 了 > Bs>'"'>B,>B>4, 
中 任 二 个 相 邻 项 而 成 之 商 群 为 素数 阶 的 循环 群 ， 用 类 似 方 法 ， 能 
使 每 有 限 循 环 群 4;.1/A4， 中 4- 与 心间 插 进 若干 个 G 之 正规 子 
群 ,使 相 邻 项 之 商 均 为 素数 阶 的 循环 群 。 这 样 做 了 以 后 ,结果 可 以 
得 到 G 之 一 正规 群 列 
GNo>N>N>. :>Noa>Ne=1, (6) 
使 每 商 Ni-y/N; 或 为 无 限 循 环 或 为 素数 阶 循环 . 
若 Ni AN 与 NANii 分 别 为 素数 阶 ? 与 ?的 (9 > 思 ， 则 从 
Nis/ Nid/ Ni/ Nin) ~ Ne N; 
可 知 olNi_i/Nin) = p9， 故 由 西 洛 定理 知 Ni/Nin 有 唯一 个 了 
阶 子 群 NY/Nit,， 不 得 不 有 NY/Ni4r Ni/Nim， 于 是 从 Ni 
Nim G/N 得 和 NF/Nin G/Nins NY AG, 且 列 
Nia> Nr > Ni 
中 o(CV -VAN 一 及 olNF/Nin) 一 9.。 这 说 明了 将 列 (6) 中 的 
N; 换 为 NY 后 , 即 可 得 到 如 定理 6 所 要 求 的 那样 。 证 完 . 
据 定理 6, 易 证 下 列 的 
定理 7 设 G 为 有 限 阶 的 超 可 解 群 。 若 令 o(G) 一 所 如 


( 户 委 和 科 所 PP)， Pi 均 为 素数 ， 则 G 有 这 样 的 主 群 列 


利和 


G0>Ai> A;> < 一 1 
使 olAi /Ai) = pi. 
事实 上 ,定理 5 保证 了 GG 有 正规 群 列 


Ga Ao>A>A> > A > A 1, 
使 ol4is/40) 一 pis， 说 明了 4; 是 包含 在 4; 内 的 G 之 级 大 正规 
子 群 (“…[4;:Ai] ~ pi 为 素数 ), 亦 即 列 为 主 群 列 。 证 完 . 
我 们 已 知 容 零 群 ( 有 限 、 无 限 均 可 ) 的 极 大 子 群 之 指数 是 素数 
《上 册 第 二 章 $ 5)。， 并 在 那里 提 到 这 性 质 的 逆 定 理 不 是 释 零 群 而 
是 超 可 解 群 ， 现 在 就 来 解决 这 个 问题 。 先 需要 下 面 的 
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引 理 。 设 有 限 理 G 之 每 个 极 大 于 群 的 指数 为 素数 或 素数 之 
平方 ， 则 G 必 为 可 解 群 . 

证 明 ”用 归纳 法 假定 凡 阶 小 于 ot6) 而 又 其 引 理 中 所 说 性 质 
的 群 都 是 可 解 的 。 今 令 了 是 o(C) 的 一 个 最 大 素 因 数 ， 而 令 3 为 
G 之 一 个 西 洛 z 子 群 , 则 或 G) Nel5S) 一 6, 或 (i) NecCS) < G. 

若 (i) Ne(S) 一 G, 则 sqG, 而 据 G 之 假设 条 件 知 GAS 之 每 个 
极 大 子 群 的 指数 或 为 素数 或 为 一 素数 之 平方 , 故 从 oCGAS)<ofG) 
并 由 归纳 的 假设 可 知 G/5 是 可 解 群 , 因 而 G 也 可 解 . 

若 (iD Nel5) 二 G， 则 在 G 内 进取 包含 Ne(5) 的 G 之 一 个 极 
大 子 群 五 , 即 Ne(5) 委 瑟 二 6G 且 已 于 G 内 寝 大 ,于 是 因 Na(3) 二 
Noel5) 站 日 玫 Ne(5), 改 据 西 洛 定理 知 

[G:N] 一 1 十 4p，[BIN] 一 1 十 大 六 


式 中 一 Ne(S) 一 Na(S)， 因 而 由 [6G:H8] 一 十 和 4 一 4 得 4 
1 士 hp 


1 (mod p) 即 [G:H] 一 1 二 起 (>>0)， 但 据 题 设 又 知 
[G:H] 一 9 或 名 (3 为 素数 ), 故 从 4 所 上 p 就 不 得 不 有 1+Rp 王 他， 
fp 一 (9 一 1)(9 十 1), 故 必 有 pl(4 十 1),p 筷 4 十 1; 于 是 再 与 
2 之 9 相 比 得 p 一 4 十 1, 这 只 能 是 4=2, pp 二 3. 由 于 ?是 o(G) 
之 最 大 素 因 数 , 则 知 oCG) 一 23 形 , 即 G 为 可 解 的 ， 证 完 ， 

依 这 引 理 , 可 证 我 们 需要 的 

定理 8 有 限 群 6 为 起 可 解 的 充 要 条 件 是 6 之 年 极 太子 群 的 
指数 为 素数 (文献 [47]) 

证 明 G 之 超 可 解说 明了 它 有 正规 群 列 

如 md A A 1 
使 每 oA i_1/4i) 为 素数 (定理 6). 设 M 为 @ 之 一 极 大 子 群 ， 由 
M 二 A4, 一 1 及 M 加 Ao 一 G 得 知 在 数列 1,，2,…,*r 中 必 有 一 了 使 
MAj; 及 MDAi. 于 是 4 > M4jm 宇 4js 故 由 [4ias: 4;]= 
PP (素数) 不 得 不 有 M4j 二 4js 因 之 [M Ay: M1= [4j;a:M NN 
A424] = [4j :4;] 一 p。 然而 由 MM 之 极 大 性 及 M 避 Aj 又 知 G 一 
MA p= [MAA:MI= [GCG:M], 证 明了 必要 人 条件. 
«615e。 


条 件 的 充分 性 用 反 证 法 ， 即 假定 极 大 子 群 之 指数 都 为 赛 数 的 
有 限 群 不 必 为 超 可 解 的 ， 而 令 G 是 这 桩 一些 非 超 可 解 群 中 阶 是 最 
小 的 一 个 。 据 上 引 理 知 G 可 解 ， 令 RN 为 G 之 极 小 正规 子 群 ， 故 
o(N) 一 p"(p 为 素数 ) 且 NN 是 初等 交换 的 。 由 于 G/N 之 极 大 子 群 
的 指数 是 素数 且 oCG/N) 二 olG)， 故 据 归 纳 法 之 假定 知 G/N 超 
可 解 , 因 而 G/N 有 主 群 列 

G/N = AW/N > A/N > > ALN>!1, 
其 各 商 因 子 绾 为 率 数 阶 的 循环 群 , 随 而 

G™ Ao> Ai>A > > AI>N>1 
为 G 之 主 群 列 ,于 是 由 [4i: A1] 与 [44:N] 篆 素 数 , 且 避 非 超 可 
解 、 故 NN 不 可 为 循环 的 , 即 a >> 1， 因 G 之 任 二 个 主 群 列 等 价 , 故 
G 中 任何 极 小 正规 子 群 的 阶 都 为 p*. 

再 令 HI/N 为 G/N 之 一 极 小 正规 子 群 ,于 是 由 G/N 之 超 可 解 
可 知 o(H/N) 一 了 为 素数 (定理 7). 仅 有 二 个 可 能 :( 一 ) [H:N]= 
9 关 p，( 二 ) [H:N] 一 9 一 pp， 下 面 将 证 明 这 两 款 即 (一 ) 与 (二 ) 
都 不 可 能 成 立 ,， 于 是 条 件 的 充分 性 获 证 .所 以 下 面 只 证 明 款 (一 ) 
与 款 (二 ) 都 不 能 成 立 就 行 了 . 

着 (一 ) [H:N] = 9 p， 则 olH) = p"9、 令 0 为 H 的 一 西 
洛 4- 子 群 ， 则 因 8 ‘Qcg Hg H(Yg & C)， 故 据 西 洛 定 理 有 
h== zyE He ON(xE OQ,yEN) 使 

8g 0g ™w hIOh = yi0y, 
因 之 gy" Ne(D) 一 了, geENT， 不 得 不 有 G= NT, 故 有 nn 
了 Jo7; 然而 NN 之 交换 性 又 保证 了 NNT AN, 于 是 NNTdNT 一 
G, 故 从 六 在 G 内 的 极 小 正规 人 性 得 知 或 NT 一 1 或 NNTN. 
然而 NNMT=N 一 NET Gm NT= T= Ne(0)—>0d 
G 一 >8 在 6 内 是 极 小 正规 的 《 “ol0) 一 素数 9),， 与 G 中 任何 
极 小 正规 子 群 的 阶 为 大 之 结论 矛盾 了 ， 又 NNT= 1 时 ， 如 有 
TT 二 6G 之 G 的 子 群 7 存在 ， 则 当然 有 G = NT,, G/N 二 
TAN TT， 故 ol T)=o(G/N)=o(T,)/oCNN T,)， 因而 从 o(T) 二 
olT,) 有 oNNT) 沁 1, 即 NNT,>1， 因而 由 NN TJT, 及 


wis = 


NNTIQN 知 NNT,<G 后 再 据 N 之 极 小 正规 性 得 NNT, = 
NVSET, 故 G 一 NT 一 刀 又 与 ?<G 相 抵 , 不 可 :这 说 明 
在 NNT = 1 时 , 了 T 必 为 G 之 一 极 大 子 群 ,5 且 有 [G6:T]=o(N) 一 
p"， 而 与 题 设 又 矛盾 了 (…a 之 1)， 总 之 ,说 明了 款 ( 一 ) [H:N]= 
9 六 了 p 必 不 可 ， 

再 研究 款 ( 二 ) [H:N] 一 p， 这 时 o(H) 一 pt 车 态 非 交换 ， 
必 有 H = [BH, Hl] > 1， 于 是 由 于 [【H:H'] 必 会 大 为 因数 且 由 
HI/N 为 如 阶 的 ,不 得 不 有 百 二 Ns, 故 1<H < 之 N; 另 方面 ,H 4 
了 及 HdG= 之 HG, 故 NN 不 是 G 之 极 小 正规 子 群 , 不 可 ， 因 而 
瑟 必 是 交换 的 ， 落 吾 含 请 阶 的 元 x， 则 令 y 一 妇 时 ,有 oly) 二 p， 


p-1 
xEN,y ~ x? EN，, 政 有 陪 集 分 解 晴 一 >》) Nr'， 且 由 之 1 又 知 
i=0 


{fy} 二 NN; 今 若 o€ ACH), 则 yx)? 二 (nx)? 一 Re 一 
(Cx? 一 yi€{y}， 趟 中 ns €《 NWN， 这 说 明了 {y} 了 dH, 故 {y} 6G， 
又 与 Y 在 G 内 的 极 小 正规 性 矛盾 ; 故 如 无 产 阶 的 元 。 因而 号 是 初 
等 交换 p- 群 . 
今 作 G 之 于 集 玉 一 {fala€ G, 且 对 每 x€ 瑟 有 ee 
但 整数 m{a) 仅 与 元 # 有 关 而 与 x 无关, 当然 (mw(a), pp) 一 1. 
于 1 €kK 知 K 非 空 集 . 又 若 a,5 《天 , 则 对 每 x《 五 恒 有 
{Cab) x(ab) bird oe Cb Ixb)™ le) oe rm mee), 
且 mCa)m《2) 又 与 x 无关， 故 abt KK, 即 KK 为 子 群 . 且 据 证 明 方 
法 尚 郑 联 射 a 一 m(a) 使 天 一 Z8《 模 ?区 约 璋 余 类 群 ) 内， 即 
大 ~ 5 忆 28， 这 同 访 的 核 是 由 (a》 呈 = 1 的 KK 中 元 素 4 所 组 成 , 亦 
即 由 exe 一 x 《每 x 万) 之 元 4 所 组 成 ， 故 核 为 Zc)， 因 而 
Kj/Ze(H) 守 SCG2Z?, 即 人 /Ze(H) 为 循环 的 且 阶 与 互 素 。 又 当 
?zeEG sc 下 时 ,还 有 : 
[gsa]i-.r. [ga 一 agrie(g8rg ta !ga 
elpg (gre )™ ga me TN mm Ca gme 
we TD) me yy， 


即 [g， el ZolH), 或 K/Ze(H)SZ(G/Ze(H)), 故 Ki/ZeH) 
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G/ZeAH), KAG., 又 sa6ERirf 昌 -一 Ta 一 zz 也 说 有 明了 已 
的 子 群 在 KK 内 正规 , 因 之 NN 之 子 群 也 是 之 正规 子 群 , 故 由 N 在 G 
内 的 极 小 正规 性 不 得 不 有 下 过 6， 故 得 N < 过 HEZeAHYSK <G 
与 KdG, (oCK/Ze(H)), p) 一 1. 

簿 令 M/K 为 G/K 之 一 极 小 正规 子 群 ， 于 是 G/K 之 超 可 解 
性 保证 了 [M:K] 为 素数 ， 敢 断言 [M:K] 寺 p: 

若 TM:K] 一 py 则 MM 一 {KK, cc), cEK, c?& KK， 并 能 选 c 使 
cf E Ze 日 ,于 是 
M/ZeH) 下 {K, ZelH), c}/Z.(H) 
— K/ZaAH)' {ZH), cj Ze 有 7)， 
且 有 

KN{ZeAH), c} ~= KNZAH): {ec} = ZB): (KN{e)) 
本 ZelH) {c?} ee ZH), | 
这 说 明了 : M/Zoc(H) = Ki/Zo(H)- M/Zo (lH), K/ZalH)N 
Mi/ZeH) 一 1; 但 M, 一 {2e(H), ce. 然而 从 Kj/ZeAH)SZ(G/ 
Za 日 )) 易 知 M/ZoAH) M/Zo(H)， 故 
M/ZeH) = K/ZeAH) X M/ZelI7), 

于 是 再 因 KK/2Z6e(H) 为 阶 与 互 素 的 答 环 群 ，M1/ZelH) 为 了 阶 循 
环 , 故 知 M/ZelH) 是 循环 群 ,因而 M/Ze(H) 了 M/ZolH), 不 
得 不 M/Zo(H) 6G/Za(H), 好 MG. 

再 令 一 (0 Gm 1 2 加 一 D)， 而 小 哆 遍 N 
(zi 送 1; 由 NOG 知 cc 一 zi 而 加 1 2pm 为 2， 
一 之 一 排列 , 故 «=—( wn 为 p" 一 1 个 文字 Hi T7239""*3 
ne 上 的 置换 ， 因 之 从 c?€2ZolH) 必 有 #1 二 oc ?nc?, 说 明了 
x? 玫 1 为 恒 等 置换 , 即 x 兰 1L 时 有 of(r) 一 p; 因而 将 = 表 写 为 无 
公共 文字 之 循 于 之 积 时 、， 则 每 循环 或 为 一 项 的 或 为 了 项 的 ; 故 因 


1) 因 ColK/Zi(HH))s 8) 二 1 才 愉 ce? EK 得 em EF6(H), 4 二 0o(K/ZolH)), 
区 CX4,p) 一 1, 于 是 令 c= 了 时 有 cf 《Z(H)SK, jic ER, LM= 1{K, 
es 故 取代 换 。 即 可 。 
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pCp* 一 1)。 就 知道 循环 因子 中 至 少 有 一 个 一 项 循环 : 即 至 少 有 一 
元 x( 寺 1) EN 使 cx==xc; 因 之 x EE ZCM), 妈 1<NNZMD)N. 
然而 Z(M) dM1d6 一 >Z(M1) 4G 一 > NNNZ(M1) 1G, 故 由 
N 之 极 小 正规 性 必得 NN ZCM1) 一 N， 即 NEGZCM), 夏 

[N, Mi] 一 1. 

互 之 初等 交换 性 保证 了 日 一 NN Xx {4d}，4d? 二 1; 于 是 日 汪 
ciHe = ceriNe XxX {clde}= NX{c de}, ec de =nd*, 人 但 2 € NN, 
(4, p) 一 1; 再 利用 [N, M1 二 1 得 cd 一 cIndrc=ne dtc= 
n(nd*): 12TAGH ， 且 妇 纳 地 得 CC wm 7PItat tp Gt, gd 一 
pltat ya gv ， 不 得 不 有 ep? 1 (modp), 故 c ldc 呈 nd 二 
dr [Id, c] 一 7 二 [c,d] 因而 [ 玉 ，M] 的 任何 生成 元 为 Cm € 
Mi AEHS—>h = nd',n EN) 

[4m] = [nd ml] = [4’, rm] (和 利用 了 EN, Mi] = 1) 
= Ti zcf] (Ms—ZoH) (crc}=> m= sc ,8 € ZelH)) 
“= [d’, el]; 
但 [d,c] =n=>[d, cl].d=d: [dc 又 [N, Ml= 1—> 
[ad, c] ce 一 < [ds cl, 故 和 [a’, ei] = [a, c= a”*， 即 [H， 
Mi] 之 任 一 生成 元 恒 为 [d, c] 一 > 之 者 , 故 [已 M1 一 {xn}，。 车 
# 一 1, 即 de 一 ca, 则 利用 [N, Mi 一 1 可 知 < 与 五 的 每 元 可 交 
换 ,因而 有 c6 ZoCH), Mi 一 Ze(H) :ec}= Zl), 与 My/ZelH) 
为 阶 循环 相抵 , 故 确 有 [d,c] 一 nw 1, 于 是 oln) = ps, 即 [H， 
Mi 一 fo 为 加 阶 循环 ， 因 而 1<[B Mi 过 N(*…o > 1). 可 是 
HG MG 又 有 [B,M jdG, 又 与 N 之 极 小 正规 性子 盾 ， 

总 之 ;上 面 的 证 明说 明了 [LM :K] 一 之 不 可 能 , 故 必 有 [MM: 
K] 一 9 xx p (9 为 素数 ). 于 是 [M:ZeH)]~[M:K][K:Ze(H) 
与 了 互 案 ， 即 (oCM/Ze《9B)), 2) 一 1, 故 由 五 之 初等 交换 狂 可 知 
能 选取 PP 一 {4d} 使 HH=N XP 且 有 PM 为什么? 详 述 于 下 : 

设 村 关于 Zo(H) 之 陪 集 分 解 为 M 一 La 二 La 二-…' 二 Las 
Ca EL = ZeAH)), 即 s 一 oCM/Zco(H)), 政 GP) 二 1， 有 ?使 
可 1 (modp); 再 令 N 一 {mj XxX {mw}X :Xi{n}j ,HTNX 
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{dd},P= (a). 因 N<dM, HM， 故 每 aj 变 ni 之 形 结果 仍 在 尺 


et (7) cf 
a; N18; i P11 nl ml 
ef) tl 
a a; = m2 HE 
< es {7) 
-1 | 
4; nods — RL 好 ; + 


a da; 一 jp ni dy 
其 中 C4,p) ~ 1， 因 之 及 使 414; 于 1 《modp)， 显 然 ,， 《7) 式 决 
定 一 个 a。 十 1 级 矩阵 


[8 ‘Ff ; 
cH cg) ee cn 4 


Ci 4 好 2] (7) 

a -| i C2 “? Cow I ty 

从 ,小 但 c， : :J :上 

由 于 ziarteL 一 Zs)， 可 知 Di 闫 D; (mod p)}， 故 有 1-1 对 应 

4; Dj;; 且 昂 知 44; 三 >D;Di;， 说 明了 M/L 与 诸 D; 之 集 T 为 

有 逆 同 构 关 系 , 故 了 为 GL (a 十 1,Zy) 中 一 个 上 阶 的 子 群 .于 是 ， 

当 3 了 已 知 , 必 有 一 达 使 
Dp, = DiD, ( CiC} CA; 十 LiAs 


d 
0 i ) (mo p), 


故 有 
hili es A Cmod p), CiCiECi (mod pp), CiAi+A;=Ar (mod p). 
注意 从 最 后 一 式 得 CiAj 十 Ai tA (modp)， 从 4 本 
XtCmod pp) 又 得 4 本 4i44 (mod p), 故 

Ci Wd; + A mm 4 Ak Cmod p). (8) 
但 因 Di D;,,，*……,D, 组 成 群 T, 故 DD; 三 Di (mod p) 中 的 i 若 辐 
定 而 让 7 路 遍 1，2，…， 工 时 , 则 束 也 路 遍 1, 2，…, +s， 于 是 将 (8) 
之 两 边关 于 i 取 和 ,就 有 

Ci 六 jh 十 5 和 > 1444 Cmod p), 


不 二 
故 令 革 一 了 77hj 一 > 24k 后 ,就 有 
下 X=1 


ss 620. 


Ci KX shi ms LX mod p), 
ys 
于 是 青 令 Y= 一 *X 一 | 阅 |, 得 CiY 4Y 十 Ai; (modp), 妈 


Yu 


« 
di 一 人， ci 2 diy 
:=!1 


i (2) ee, A 
hs > Ct ys 3 ~— hiy2 《mod p)s 


PE 


故 令 d= ni 203 ys ad, 则 对 i 1,2, …,s 恒 有 
a doa; = (Carma) Yar ne) "(ar Waa) Yo ar!dai) 


b= 
mi 亲 a mm 长 ) 
1 一 人 < 和 A 2 cir Ye 
1=1 +=1 a 


& 
A) 
?ai 一 之 cfs 
Ls 和 tcl 
1 他 2 Nn 


Ci 
Ltn a ed db, 

这 说 明了 瑟 的 ? 阶 子 群 {ao} 用 每 a; 共 固 作用 后 是 不 变 的 ,于 是 因 
M 之 元 为 za 形 (z6 工 一 Ze(B))， 故 以 M 之 元 共 斩 作 用 于 {fd)} 
也 不 使 它 变 , 即 P 一 {djdM， 至 于 总 一 YX {qo} 是 显然 的 . 故 
证 得 了 可 选 适 当 的 2 (如 上 面 的 do) 使 dE H, dEN， 因 之 有 HH= 
Nx {a}, EE {ddm. 

于 是 P ~ {4} 在 G 内 的 共 轿 也 为 M 的 正规 子 群 。 再 令 0 = 
II g -Pgs 则 84G( 上 册 第 一 章 §7); 而 每 g Pg HH 又 有 OSH， 


故 从 PCO 及 Hw=w=N XP 得 H= NO, H/N 守 0/NN9. 但 Nf 
046G 与 N 在 G 内 的 极 小 正规 性 就 导致 了 或 NN0 一 1 或 NN 8= 
N. 

着 NN0O=1, 则 H/N 二 0,0o(0) 一 p，Q 必 为 6 之 极 小 正 
规 子 群 ， 与 G 中 任何 极 小 正规 子 群 之 阶 为 px(e > 1) 的 结论 矛盾 
了 .于 是 不 得 不 有 NN 一 N, 即 NEGO 或 H== 0. 
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今 取 之 任 一 共 坂 五 (在 G 内 的 ) 使 品 关 已 由 PH, PH 
得 PP; 一 PX P; HH， 故 令 PPjNN 一 R 时 ， 由 于 吾 = NPP;， 有 
H/N 之 PPi/R, 故 okPPi/R) 中 上 ,不 得 不 有 ol(R) = p. 由 是 可 在 
Pi 一 人 qi} 内 (4d; 一 gi71dgi) 能 适当 地 选 生成 元 5 使 R= {cd}， 即 
Pi 一 {ec),R 一 {cd 因 P, PR 在 M 内 都 正规 ， 故 对 每 x€ M 
就 有 

Xldr = dP x lox a cr"), x cd = (Ceca), 
而 m(x), n(x)， K(x) 都 为 仅 与 < 有关 之 整 数 , 且 都 与 ? 互 素 ; 于 
是 由 
chk a (cdPD 一 xiedr 一 (ziczjJKzriar) 一 crtodnta 
即 得 m{#)=—=n(x)=k(x). 故 当 写 QO=PPP, -Ph, 时 《已 ， 了 2 
瑟 为 与 王 相 异 的 P 之 全 部 共 妨 )， 则 如 上 述 得 令 Pi 一 {ci}, (i= 
1，，"*,!), 使 {cjd} 一 PPjNN, 因 之 有 
x ldx oo dt wlesr = cP) (i 1 2, 1 £). 
疏 愉 忆 一 9 可 知 每 六 EH 一 0 得 写 为 和 cfc 估 cg 于 是 
x ihx we (Cx dx r(x lor) Cr lor) we dreTH Fl em fi" , 
但 m ~ mlx)。 这 证 明了: 对 每 x€ M 及 每 h&é 咏 , 恒 有 
Xlhx = hm, 

而 加 只 与 x 有关 但 与 无关; 故 必 有 xEK， 妈 MCK， 又 与 
[LM:K] 二 9 相 庆 盾 ,不 可 . 

总 之 ,说 明了 款 ( 二 ) [H:N] 一 p 也 不 能 成 这 .定理 8 完全 被 
证 明了 . 

利用 定理 8 可 解决 超 可 解 群 的 许多 问题 ， 例 如 已 知 : 有 限 群 
CG 为 可 解 的 充 要 条 件 是 G/BLG) 为 可 解 的 ， 又 G 为 其 零 的 充 要 条 
件 是 G/B(G) 为 树 零 的 。 对 超 可 解 群 , 也 有 类 似 的 结论 ,如 

定理 9 有 限 群 G@ 为 超 可 解 的 充 要 条 件 是 G/@(G)》 为 超 可 


[ 


1) 因 PP;NIN 一 RLy 故 PPi 之 痕 一 1 个 非 单 位 元 中 必 有 属于 入 考 、 于 是 因 
PNN 一 1 二 Py 败 N, 知 有 元 24d EN, 且 (st, 一 1; 再 令 51 (mod 9p)， 
则 《42 多 ”一 24 和 EN 然而 C51,P) 三 1， 上 邦 {4248} 一 {41) 二 P;， 因 之 令 
AH" 二 cc， 有 P= {} 且 c2€ENNPPi 二 RR, 故 从 ca 帮 1 即 知 R= tcd}. 
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解 的 (文献 [47] 的 定理 10, 或 文献 [48] 的 6- 性 质 )- 

定理 3 早已 解决 了 条 件 的 必要 性 . 故 只 需 证 充分 性 : 设 C/ 
g(G) 超 可 解 ， 令 M 为 6G 之 任 一 极 天 子 群 ， 则 (GY)SM， 且 MM/ 
PCG) 为 G/W(G) 之 一 极 大 子 群 ， 于 是 由 定理 8 知 [G/®(G):M/ 
8B(G)] 为 素数 p, 即 [CG:M]==p, 说 明了 G 之 每 极 大 子 群 之 指数 为 
素数 , 故 复 据 定理 8《 充 分 条 件 一 部 分 ) 可 知 G 是 超 可 解 。 证 完 . 

施 密 特 - 颁 瓦 沙 瓦 定理 是 说 真子 群 都 为 雷 零 的 有 限 群 一 定 是 
可 解 群 。 实 际 上 ,“ 每 零 ” 这 条 件 可 以 放宽 , 改 为 “ 超 可 解 * 时 , 仍 成 
立 ; 即 有 
[47] 的 定理 22 或 文献 [21] 的 237 页 》. 

证 明 ” 设 ? 了 为 ol(G) 之 最 小 素 因 数 ， 取 G 之 一 西 洛 p 子 群 
Sr， 因 而 Z(5p) > 1。 今 归纳 地 假定 凡 真 子 群 为 超 可 解 的 理 阶 又 
小 于 ofG) 的 有 限 群 为 可 解 群 ， 下 分 Z(5) 4G 与 245p) 析 G 尖 
款 讨 论 ， 

(一 ) 光 考 虑 25So)oCG. 

-这 时 ,1<Z(3o)qG 说 明 有 G/ZC5,)，、 故 由 妇 纳 法 的 假定 可 
知 G/Z(5p) 为 可 解 群 ('“ olG/Z(5p))<o《(G))， 于 是 再 据 Z(5p) 
之 交换 性 即 知 G 可 解 . 

(二 ) 灵 海 碟 Z(5,) HG. 

这 时 有 瑟 一 Ne(CZ(Se)) < G6, 故 由 题 设 知 五 为 超 可 解 的 , 于 
是 据 定理 7 有 HH 使 oCH/iH1) 一 pp; 故 已 /也 是 交换 办 群 ， 其 
上 p- 换 位 子 群 Hp) 具 关系 HCp)SH 二 H.。 因 之 当 G 为 p~ 正 规 
时 ,由 烙 律 恩 第 二 定理 (第 八 章 $5 的 定理 2) 就 有 

G/G'(Cp) ~ H/FH'(p), 

故 一 方面 由 肪 之 超 可 解 知 G/G'(p) 为 超 可 解 的 ;男方 面 从 H (Cp) 过 
H 又 得 G (Cp) 之 G，, 故 由 题 设 知 G'(p) 超 可 解 ; 于 是 G 必 可 解 . 因 
而 翻 下 要 考虑 的 是 G 不 为 p- 正 规 的 场合 ， 

这 时 不 仅 是 Z(5) 书 G, 而 且 还 有 GG 之 另 一 个 西 洛 p- 子 群 88， 
使 ZC56) 过 55 及 ZC50) 呈 So 《第 八 章 $4 定 理 9)， 于 是 ， 据 第 八 
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章 $ 4 之 引 理 1( 将 这 里 的 Z(5,) 看 做 是 该 引 理 1 中 的 P》 得 知 C 
有 一 个 p 子 群 及 元 x ENc(0), 使 (olx),p) 一 1 且 * 诱 导 0 
之 一 个 非 恒 等 自 同 构 ， 

今 敢 断言 Ne(0) 一 G.、 为 什么 ? 因 若 Ne(8) < G， 则 出 题 
设 知 Ne(98) 超 可 解 ; 因 ”为 oC(Nel(0)) 之 最 小 素 因 数 ， 据 定理 7 
可 知 Ne(2) 有 正规 子 群 M 使 o(Ne(98)XM) 等 于 NK0) 之 西 洛 
pp- 子 群 的 阶 , 即 (oCM), [NeCO):M1) 一 1， 故 由 于 对 本 NcCO) 
得 知 Ne(C8) 中 凡 阶 等 于 oCM) 之 子 群 仅 此 M 而 已 , 因 之 从 of)， 
Pp) 一 可知 x€ M 且 又 有 Ne( 98) 之 子 群 M0 为 M 与 9 之 直 积 , 即 
MO 一 M X 0CNc0), 因而 * 旗 导 9 之 但 等 自 同 构 ， 与 上 段 结 
果 予 盾 , 不 可 . 

铀 已 Ne(8) 一 G, 即 04G, 于 是 得 由 oC6/0) < otG), 而 
据 归 纳 法 之 假定 可 知 G/Q 为 可 解 的 ， 故 由 0 之 略 零 性 知 G 必 可 
和 解 。 

至 此 ,定理 10 完全 获 证 ， 

我 们 又 知 ， 凡 真子 群 为 曙 零 的 有 限 群 G 之 阶 oC6》 若 至 少 含 
有 三 个 不 同 的 素 因 数 , 则 CG 自身 也 是 需 零 的 ;将 " 千 零 " 改 为 "交换 ” 
或 "循环 ?时 ， 也 有 类 似 的 结论 。 了 但 真子 群 都 是 超 可 解 的 有 限 群 C 
虽然 已 证 明了 为 可 解 的 , 车 这 时 o(G) 含有 三 个 不 同和 的 于 因数 时 ， 
我 们 也 只 能 说 G 为 可 解 的 ， 且 G 确 有 非 超 可 解 的 可 能 性 ， 参 看 下 
面 的 例 1， 

例 1 具 定 义 关 系 a7 一 一 [a,b] 一 = d= 1], ciac= 


Dp 申 于 


和 


证 明 ”一世 [a,6] 一 1 说 明了 N 一 {4,4} 为 阶 7 的 
初等 交换 群 ， 易 知 映射 0: 人 2 让 名 二 24 为 NN 一 {a) x {8} 的 一 


个 3 阶 自 同 构 , 因 之 办 一 工 得 看 做 是 由 单位 元 1 所 话 导 的 N 之 人 恒 
等 内 自 间 构 , 芭 一 1., 日 多 1 = 1; 故 据 上 册 第 四 章 3 定理 1 
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确 有 一 个 险 3 . 7? 的 群 了 含 N 为 正规 子 群 且 M/N 是 3 阶 循环 ,有 
实际 上 是 Mf 一 {N, c} = {4,5, c} 使 已 有 有 4a, 间 之 关系 外 尚 有 
cacww gsc bc bi,e 一 1]， 又 易 检 验 鼎 射 

2 -25 = pb 

rT: 4b—*b"— 4 

c -cr 一 cn 
为 M 之 一 个 2 阶 自 同 构 ， 因 之 可 写 为 二 1 一 了, 故 再 引用 上 下 
第 四 章 $3 定理 1 知 有 G = {M, 6 二 {a,5b， c,d} 使 已 有 4,8,c 
间 之 关系 外 尚 有 

=1, dad bd bd a decd= cl, 

且 o(6) 一 2.'3.7T? 由 G/M 之 可 解 (2 阶 循环 ) 以 及 MM 之 可 解 
性 《okMD 一 3， 7) 即 知 可 解 ， 

今 能 断言 C 非 超 可 解 的 .为 什么 ? 若 G 超 可 解 , 由 定理 7 知 G 
有 7 阶 正规 于 群 ;但 因 N 6G, o(N) = 7', 且 (oCN)，[G:N]) 一 
(7 6) 一 1， 故 G 中 7 阶 正规 子 群 必 为 8 之 子 群 ， 这 说 明了 有 元 
qxbr* 使 ofa*6*) 一 7 自 cabr)e=(ap) 及 dabr)d=(ab:), 
即 ap e415 与 tb! er aribr, 不 得 不 有 

和 烙 二 入 二 时 mod7) 与 二 Cmod7》. 
由 前 二 式 知 4 与 # 必 有 一 为 零 ( 因 :一 2 与 ;一 4 不 能 同时 被 7 整 
除 )， 再 由 后 二 式 知 其 一 为 零 时 另 一 亦 必 为 零 ， 于 是 有 4 到 0 = 
KCmod 7), 这 又 和 ola'6*) 一 7 有 矛盾 ,不 可 ， 改 G 非 超 可 解 . 

叉 G 之 真子 群 全 为 超 可 解 的 。 为 什么 > 因 G 中 非 单位 真子 群 
的 阶 愉 能 是 2, 3;7，72， 2.3,2-.7，3,，7,2.，3.7,2.7 与 
3 :7 共 十 个 ,然而 阶 2，3,7, 7? 的 群 或 循环 或 交换 ， 当 然 是 超 可 
解 的 ;又 阶 2. 3、2 .7、3 .7 的 群 由 西 洛 定理 知 有 阶 3 或 7 的 正 
规 子 群 ,由 是 都 有 正规 群 列 使 列 中 商 因 子 是 循环 的 ,因而 也 必 是 起 
可 解 的 ， 至 于 阶 2. 3. 7 的 群 马 据 西 洛 定理 知 有 阶 7 的 正规 子 群 
4, 而 由 oCBH/4d) 一 6 又 知 瑟 /4 有 3 阶 正规 子 群 B/4, 于 是 五 > 
8 > 4 之 1 为 HH 的 正规 群 列 且 列 中 商 因 子 BH/B,，B/4, 4 分别 为 
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阶 2, 3, 7 的 群 故 部 循环 ,说 明了 已 为 因 可 解 的 ， 故 剩 下 只 需 检 验 
G 中 阶 2 .于 及 3 7 的 子 群 . 

琴 已 知 MdGC 昌 (olaf), TIG:MID= 一 (3 72 2 一] 故 M 
是 G 中 叭 一 的 阶 为 3- 72 之 子 赂 ;由 于 凡 > 人 > tej>1 为 @ 之 
正规 群 列 且 有 循环 商 因 子 M/NKC={cj，N/A(eis1oD) 与 (4a; 
故 G 中 阶 3 7 的 子 群 MM 亦 超 可 解 . 又 CC 一 {N,4d} 为 G 中 2: 7 
阶 的 子 群 ， 且 C >XN 之 {ab! 之 1 是 C 之 正规 群 列 而 有 循环 商 因 
子 C/N( 之 {4)), NezH=fei 及 1 改 C 超 可 解 ; 然 而 G 之 
可 解 性 又 保证 了 G 中 2. 7? 阶 子 群 郑 互 共 斩 ， 因 而 必 都 为 超 可 解 
的 ， 

这 已 证 明了 G 之 真子 群 全 为 超 可 解 ,而 C 自身 非 超 可 解 . 例 1 
完全 获 证 . 

上 钢 1 是 说 : 设 有 限 群 G 之 真子 群 全 为 超 可 解 ， 若 o(C) 只 
含 三 个 不 同 的 素 因 数 , 则 G 确 有 为 非 超 可 解 的 可 能 . 但 车 o(G) 至 
少 仿 四 个 不 同 的 素 因数 时 ,文人 怎样 电 ? 下 一 节 将 过 论 它 ， 

已 知 有 限 群 G 为 竹 环 、 交换 或 螺 专 时 ， 若 olG), 则 G 便 有 
五 阶 子 群 ; 为 叙述 的 简 沽 ,就 说 如 具有 一 切 可 能 阶 的 子 群 ， 有 限 可 
解 群 一 般 不 见得 具有 一 切 可 能 阶 的 子 群 ,例如 12 阶 的 四 次 交代 群 
%0 就 没有 6 阶 子 群 。 有 限 超 可 解 群 久 怎样 ? 

事实 上 ,有 限 群 G 之 超 可 解 性 保证 了 有 NG 使 oN)~=p 为 
素数 ， 车 归纳 地 假定 凡 阶 小 于 oCG) 的 超 可 解 群 恒 具 有 一 切 可 能 
阶 的 子 群 , 则 当 ho(G) 时 ,车 p18, 因 G 之 超 可 解 已 保证 了 G/N 
是 超 可 解 , 故 由 oCG/N) < ol G6) 而 据 归 纳 靶 的 假设 知 G/N 有 阶 


全 的 子 群 H/N, 因而 oC8) 一 h, 即 G 有 阶 4 的 子 群 ; 若 ph， 由 


G 之 可 解 知 有 子 任 4 使 (o(4)， 季 一 1 且 [G:4] 为 之 宏 , 于 是 
由 4 之 超 可 解 性 及 o(4) < ol G), 并 据 妇 纳 法 的 假定 知 4 有 阶 
的 子 群 态 , 只 当然 是 CG 中 阶 上 的 子 群 ， 总 之 ,用 归纳 法 证 明了 有 限 
超 可 解 群 G 具有 一 切 可 能 阶 的 了 和 群 . 

反之 , 以 四 次 对 称 群 6, 为 例 ， 因 5, 确 有 一 切 可 能 阶 的 子 群 ， 
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但 g, 不 是 超 可 解 的 , 故 知 具 有 一 滔 可 能 从 的 子 群 之 有 限 群 不 见得 
是 超 可 解 的 ， 然 而 因 超 可 解 群 之 子 群 仍 为 超 可 解 ， 故 有 限 超 可 解 
群 之 每 子 群 亦 具 有 一 切 可 能 阶 的 子 群 ,于 是 问 其 逆 定 理 正确 吗 ?我 
们 说 遂 定 理 旭 是 成 立 的 , 即 有 
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证 明 Re 设 oC G) 一 pfip?r-… prr 为 素 因 
可 能 阶 的 子 群 就 保证 了 G 有 如 下 子 群 列 ; 
Ge GV > GD G 和 > 人 > Go 一 610> 
GDP> >= 0 > > Gr 
一 GO > G0> GD .> Gln 1, (9) 
使 得 [60:0G8+D] 一 p;、 因 之 由 之 之 之 pp 可知 [GY; 
GH1D1 一 p; 为 ot G 站 ) 之 最 小 素 因 数 ， 故 据 上 于 第 一 章 $6 知 
GHD Gi 因而 (9) 为 9 之 一 合成 群 列 且 忆 是 可 解 的 , 因 列 (9) 
中 ofCGo) 一 各 故 (of0co) [G6G:G]) 二 1,; 因 之 GdGC 上 及 
第 一 章 5 13 问题 5)。 又 据 题 设 知 G 有 指数 为 p, 的 于 群 尺 , 故 
C[G:K], [G: G1) = (pss pr p13 )=1 
保证 了 C 一 天 CO 站 一 天 门 G< 人 天 co] 一 TG: 天 一 六, 故 
DGW, 不 得 不 有 D4<4G 一 Kc, 而 有 商 群 C/D， 
今 可 断言 G/D 之 每 子 群 B/D( 所 G6/D) 也 有 一 切 可 能 阶 的 子 
群 。 为 什么 昵 ? 因 o(G/D) 一 站 2 pp 故 ol B/D) 二 
pp pp 中 ;所 or 二 1; 于 是 令 hlolB/D) 时 , 则 如 == 
plerpriips ro Erel. 若 + 一 0, 旭 Ee 
0 天 一 站 让 位。 这 时 因 oCB) 一 pp 名 .pri 人 pr , 故 据 G 之 
假设 知 有 C 丘 8 使 CC) = pl'ip?'…pri!， 再 由 DG 知 CD 一 
DC 为 G 中 阶 时 区 pr ”的 子 群 ;因而 CD/DEB/D 且 
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ot) 


en ep oe 一 


ofCD/D) 一 他 一 和, 即 BA/D 有 天 阶 子 群 ， 若 r 一 1 
则 olB) 一 pep8 pop 这 时 8 一 0 或 一 1, 有 二 个 可 能 ; 在 
5 一 0 时 ,有 亡 一 prepr'T'， 则 如 上 述 一 样 先 取 CGEB 使 o(Cc) 一 


一 人 


抽 'P tr， 于 是 o( CD) 一 村 pr 即 B/D 有 阶 
的 一 

之 子 群 CD/D; 在 3 一 1 时 ，h 一 pr…pr'Tp, 但 从 oCB)=pf:… 
prrmpsr 以 及 G 有 了 唯一 个 西 洛 p,~ 子 群 G*X <1G), 可 知 GH 刁 B, 然 
而 据 G 之 假设 条 件 知 B 有 阶 pr…pr'Tip* 的 于 群 , 因 之 也 必 
有 GEF(EEB), 于 是 DEF, olF/D) = priprrT!p 一 也 
说 明了 B/D 有 阶 上 的 子 群 F/D.。 总 之 ,证 明了 G/D 之 每 子 群 
B/D( 磅 G/D) 有 一 切 可 能 阶 之 子 群 。 

于 是 车 归纳 地 假定 凡 阶 小 于 of(G) 且 每 子 群 又 有 一 切 可 能 阶 
之 子 群 的 群 恒 为 超 可 解 的 , 那 末 G/D 为 超 可 解 群 。 故 据 定 理 7 知 
GG 有 正规 群 列 

GCG>A>4>…>A>D>1, (10) 

使 (10) 中 自 G 到 五 之 任 二 个 邻 项 所 成 之 商 群 是 素数 阶 的 循环 群 ， 
因而 (10) 中 自 G 到 六 的 那些 项 组 成 了 G 之 某 主 群 列 的 一 部 分 , 故 
可 将 (10) 加 组 为 主 群 列 , 如 
G>Ai> A > A>D3: MM>N>. 守 1 (11) 

若 G 非 超 可 解 。 则 列 (11) 中 商 因 子 椒 能 全 为 案 数 阶 的 ， 改 
(11) 中 必 有 相 邻 二 项 在 九 与 ! 之 闻 且 商 因 地 非 素 数 阶 , 令 M 与 N 
是 这 桩 的 二 项 ,由 of(D7) = psr ! 必 得 [M:N] 一 pf(8 之 1).K 据 
归纳 法 的 假定 必 为 超 可 解 的 ,于 是 有 工本 民 使 对 盖 工 盖 NO B>> 
1)， 从 M/AN<GH/N 及 GMAN 为 产 群 (p= p1) 又 知 M/NN 
ZCGO/N)= A/N>1, 但 M/N G/N RZ2Z(GHM/NIdGIN 又 
保证 了 A/N G/N, 政 44dG, 于 是 由 N < 4EM 以 及 列 (11) 为 
G6 之 主 群 列 得 知 只 能 是 4 = M , 因而 M/NS2(GMIN), 改 又 有 
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LV/NEZ(GIDAN)， 工 /NGOVN, 工 所 CO， 再 据 工 村 天 不 得 不 有 
工人 KGco 一 G, 即 G 有 正规 子 群 工 真 正好 在 对 与 六 之 间 ， 这 又 与 
(11) 为 6G 之 主 群 列 的 意义 相抵 ,不 可 . 

于 是 G 必 为 超 可 解 ,定理 11 证 完 ? 

注意 定理 11 条 件 中 “每 子 群 HC 所 6)” 这 句 话 很 重要 ,其 原因 
不 仅 是 有 如 上 述 的 四 次 对 称 群 5, 这 一 个 反例 ,和 而且 实际 上 还 有 这 

样 一 个 结果 :“ 任 何 有 限 可 解 群 G 总 可 以 包含 在 二 个 较 大 的 群 K 
内 ， 而 K 具 有 一 切 可 能 阶 的 子 群 ” (参看 本 节 后 面 的 问题 4). 

我 们 知道 ; 研究 群 时 往往 借助 群 之 某 些 子 群 列 ， 例如 借 合成 
群 列 得 知 有 限 群 的 任 二 个 合成 群 列 等 价 , 对 主 群 列 亦 如 此 ;又 知 群 
G 为 守 罩 的 充 要 条 件 是 它 有 上 中 心 列 与 下 中 心 列 ， 且 有 其 一 时 就 
必 有 其 二 ， 而 上 ,下 中 心 列 的 长 还 相等 ; 群 G 为 可 解 的 充 朗 条 件 是 
它 有 换 位 群 列 ; 等 等 ， 判 定 一 有 限 群 之 超 可 解 性 也 可 以 借助 它 的 
某 子 群 列 , 即 有 

定理 12 设 G 为 有 限 群 , 则 下 述 三 个 论断 互 为 等 价 : 

(i) G 为 超 可 解 3 

6) G 之 全 个 束 太子 于 列 折 长 0(G) 之 素 因数 的 个 数 ; 


附注 G= 4>4> 相 >>4>4 一 1 为 台 之 最 大 子 群 
列 指 的 是 这 列 无 真 加 细 :, 即 每 4; 为 4;_, 之 极 大 子 群 
证 明 设 (i 真 , 即 G 超 可 解 ; 而 令 
Ge- Ao A> A :+ > A>A= 1 
为 G 之 一 最 大 子 群 列 ， 由 定理 3 与 8 可 知 [ 41: 41] 一 p; 《素数 》 


(i 一 1，** ;让 , 由 是 可 知 ofG) 一 I1f [ Ai Ai] 一 加 加 为 


f=L 
* 个 素数 之 积 , 即 + 为 群 G 阶 的 素 因 数 之 个 数 , 证 明了 四 一 (0). 
(i) 一 > (ii) 是 显 见 的 。 故 内需 证 (ii) 一 > (i). 
1) 定理 11 首先 是 在 文献 549] 内 出 现 的 , 然后 文献 [50] 又 给 了 另 一 个 证 明 , 最 近 
在 文献 [51] 的 定理 3 以 及 文献 1524 里 又 重新 证 明了 它 ， 
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设 (省) 真 . ”归纳 地 假定 凡 满 足 《 记 >) 而 阶 又 小 于 o(c) 的 群 
是 超 可 解 的 。 设 吾 生 G, 先 取 含 日 的 G 之 一 极 大 子 群 Cj， 并 递归 
地 定义 Ci+ 为 含 吾 的 Ci 之 一 极 大 子 群 ， 于 是 由 6 之 有 限 性 可 知 
有 自然 数 亚 使 C， 一 五 ; 再 作 互 的 任 一 个 最 大 子 群 列 

H= 人 >H>H>..>H >H,=1, (12) 
由 之 可 形成 G 的 一 个 最 大 子 群 列 : 

人 一 CCD 0 > Cn(=H= 1h,) 

盖 万 > 《13》 
握 《ii 知 吉 十 # 为 定数 (不 论 列 (12) 怎样 选取 ), 因而 从 普 为 定 
数 可 知 二 也 必 为 定数 ,这 说 明了 五 的 最 大 子 群 列 都 有 相等 的 长 , 即 
之 每 真子 群 妃 满足 条 件 (让 )， 因 而 从 oC8H) < of(G) 且 据 归纳 
法 之 假定 得 知 G 之 每 真子 群 是 超 可 解 的 ， 故 由 定理 10 短 G 可 解 。 
于 是 ，G 有 合成 群 列 , 其 长 等 于 o(G) 之 素 因 数 之 个 数 ; 因 合 成 群 
列 当 然 是 可 解 群 G 的 一 个 最 大 子 群 列 , 故 由 条 件 〈《ii) 可知 G 的 任 
一 个 最 大 子 群 列 都 有 等 长 而 为 o(G) 之 素 因数 之 个 数 ， 这 当然 包 
含 着 这 样 的 事实 ， 即 C 之 每 极 大 子 群 的 指数 为 素数 ， 故 再 据 定理 
8 得 G 的 超 可 解 性 ， 证 完 . 

关于 起 可 解 与 扩张 的 关系 ， 有 下 面 的 定理 13 与 14 两 个 重要 
结果 . 

定理 13 循环 群 被 超 可 解 群 的 扩张 为 超 可 解 群 ， 

证 明 定理 13 的 意义 是 这 样 的 , 即 N<dc, N 人 循环 且 G/N 超 
可 解 , 我 们 村 证 G 自 身 也 是 超 可 解 的 . 

事实 上 ，G/N 之 超 可 解 性 说 明 G/NV 有 正规 群 列 如 G/N = 
4 > AN > ANN dd (一 1), 随 而 
4 本 G， 使 得 CAj/N)/CAAN) 之 Aj/ A; 是 循环 的 ， 因而 6 就 
有 一 正规 群 列 G = hd > 4As 这 :之 4 > 4A,( 一 N) 之 1, 而 
A te 证 完 . 


证 明 定理 14 的 意义 是 : 着 G/Z4G) 超 可 解 ， 则 殷 必 超 可 
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解 , 但 G 是 有 限 群 . 
事实 上 , G/Z(G) 之 超 可 解 性 说 明 G/Z(G) 有 正规 群 列 如 
G/Z{G) = AofZ(6) > A/Z(G) > :> A ZO) 
> 4,/2(0) (=1), 
随 而 4; 4G、 使 得 (Ai/Z(GDI/AN ZG)) 之 Ai- di 为 循环 
的 . G 之 有 限 性 说 明了 Z(G) 是 有 上限 交 换 群 ， 因 而 Z(G) 有 正规 
群 列 2(G) 一 Co> CO >>… 之 C= 1 使 每 商 C VC 为 循环 
的 ;由 于 Z(G) 之 每 子 群 在 G 内 正规 , 故 每 Crqdc, 而 G 就 有 正规 
群 列 
GG A> A> > A > A(=2(06) = C0.) 
>C>>C >C,=1, 
且 列 中 每 商 因 子 绷 循环 ,于 是 由 定义 知 G 超 可 解 , 证 完 。 
由 定理 14, 即 得 


MO 之 超 可 解 性 保证 了 1(G) 法 G/Z(G) 的 超 可 
解 ; 所 定理 14 即 知 CG 超 可 解 ， 

还 有 一 些 关 于 扩张 与 超 可 解 性 有 关 的 结果 ， 就 留 作 习题 让 读 
者 去 作 ( 参 看 下 面 的 问题 6, ?, 8, 9)， 

我 们 知道 : 由 G/4 与 G/B 之 可 解 性 得 G/48B 与 G/ANnB 
是 可 解 的 (上 册 第 二 章 $ 6)、 关 于 超 可 解 ， 


本 


证 明 CG/4B i G/AB(G/A)/(AB/4A) 自 朋 ， 
又 从 G/4 与 G/B 之 超 可 解 性 就 知道 有 下 二 列 
SG=H>H>H>...>H,,> A(=H,) 
及 
GK,> Ki>K,>:.. > Ki > B(=K,), 
使 HG 及 KG, 且 Hii/Hi 与 Ki/K; 都 是 循环 的 。 考虑 C 
之 正规 子 群 列 : 
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GD 下 一 刀 站 向 头 了 三 人 也 站 天 ， 
~ NBENB-..-. HNB ~ ANMB. 
因 BNEKEA/ENRG= COHN KO INKINKnAT HN KR 
性 RAR 大 HNKi/HN Ki 是 循环 群 。 又 因 
HN B/Hin NB ~ (HN BIH/ Hu EHi/Hins 

故 Hi 站 B/Hiw 作 8 也 是 短 环 的 。 这 足以 说 明 CA/4PnE 之 超 可 解 
人 性， 证 完 . 

由 定理 15, 易 知 下 

推论 。 设 H=N, XNx.…xN,, 每 N,4G,M:= lv;. 
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事实 上 ， 省 = 一 2 时 : 申 假 设 2 与 ci 之 超 可 解 性 而 据 
定理 15 确 知 C/NimN: 一 G 是 超 可 解 的 。 现在 由 于 G/Mi (i 二 
1, 2, -.…, ;一 1) 是 起 可 解 的 ， 故 重复 利用 定理 15 即 得 

G/MN MN NM = G/N, 
是 超 可 解 的 ,因而 再 由 G/M, 之 超 可 解 性 又 知 CAMnN, 一 G 为 
超 可 解 的 ， 证 完 . 

这 一 节 广 泛 地 论述 了 有 关 超 可 解 群 (< 有限 或 无 限 ) 的 性 质 . 下 
一 节 就 要 研究 有 限 超 可 解 群 的 构造 ， 即 分 析 有 跟 超 可 解 群 之 西 洛 
基底 的 特征 。 本 节 到 此 结束 。 

问题 1 设 群 6G 满足 对 子 群 的 极 大 条 件 。 试 证 : G 为 可 解 
之 充 要 条 件 是 G 之 任 一 个 同 态 像 HCx*1) 含有 非 单 位 的 交换 正规 
子 群 ; 又 G 为 超 可 解 的 充 要 条 件 是 G 之 任 一 同 态 像 H( 志 1) 含有 
非 单位 的 循环 正规 子 群 . 

问题 2 ”四 次 交代 群 中 是 有 限 非 超 可 解 群 中 阶 最 小 的 。 

问题 3 设 G 之 每 商 群 G/N 《包括 G) 有 一 切 可 能 阶 的 子 
群 ,G 是 超 可 解 吗 ? 以 全 为 例 来 说 明和 否定 性 . 

问题 4 有 限 可 解 群 G 总 可 以 为 某 群 XK 之 子 群 ,使 K 有 一 切 
可 能 阶 的 子 群 . 

提示 : o(G) = plnpsn, 作 扣 …pax-! 阶 交换 群 4 令 K 一 GXA。 设 
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的 po 为 2CK) 一 ep 之 因数 。 当 所 和 i 一 1 时 , 取 Pi 为 4 中 
pi 阶 子 群 (Pi<K); 当 Bu 时 ， 令 让 = ai 二 有 (0<sSui 一 1) 取 
Pi 二 SXAi, 但 好 为 有 4 中 Pi 阶 于 涪 ，5; 为 6 之 一 组 西 阁 基底 3 …5* 
中 的 5i, 再 证 PParorPs 为 天 中 2 的 阶 子 群 。 

问题 5 有 限 可 解 群 G 之 每 汲 大 子 群 的 指数 为 G 之 主 群 列 中 
的 一 指数 , 因 之 为 素数 寡 。 

提示 ; 设 对 极 天 . 若 M 非 正规 , 令 N 是 包含 在 M 内 的 6G 之 极 大 正规 子 群 ， 
因而 N<M; 于 是 包含 在 M/N 内 的 G/N 之 正规 子 群 只 能 是 单位 元 群 ， 而 外 
MIN 在 G/N 内 的 几乎 正规 性 可 知 有 A/N<IG/N,B/N AIG/N,B<4, 使 G/N 二 
M/Ne AiN, MINN A/N = B/N, 故 8B 一 N,G = MA, MN 4 二 N. 上 再 令 L/N 
是 G/N 的 一 个 极 小 正规 子 群 而 有 /NG A/N, 于 是 G/N 一 M/N .LJ/N,G= 
ML, MNIEGN, 不 得 不 有 MNL = N, 出 [Gi;M] = [L:MNL] == [LL:N], 即 
得 . 

间 题 6 设 G 为 有 限 群 ，N dG， 且 G/@B(N) 超 可 解 , 试 证 G 
亦 超 可 解 . 

问题 7 ” 设 G 为 有 限 群 , NdqG，NSGCGCG)， 且 G/N 超 可 解 ， 
试 证 G 也 超 可 解 . 

问题 9 设 4 为 有 限 群 G 之 一 个 交换 正规 p- 子 群 ,， 且 G/ 
5:(4) 是 超 可 解 的 ， 试 证 SG 自身 也 是 超 可 解 群 。 但 6.(4) 一 
{x?ixE 4} = 4 《上 册 第 五 章 § 6). 

问题 9 设 《4 为 有 限 群 G 之 一 个 者 零 正规 子 群 ， 且 G/K,(A) 
是 超 可 解 的 ;但 KCA) 一 14, 4]. 试 证 G 自 身 也 是 超 可 解 . 

问题 10 ”有限 群 G 之 西 洛 子 群 全 为 循环 时 ，G 必 是 超 可 解 
的 . 


$ 2. 有 限 超 可 解 群 的 西 洛 塔 


起 可 解 群 G 既 必 可 解 , 于 是 当 G 有 限时 , 它 必 有 西 洛 基底 , 且 
西 洛 基底 应 较 一 般 有 限 可 解 群 之 西 洛 基 底 还 具有 另外 一 些 特 征 ; 
又 由 于 有 限 超 可 解 群 一 般 不 是 第 零 解 ， 故 所 谓 另 外 一 些 特征 当然 
不 是 直 积 的 关系 。 这 节 的 目的 就 是 探索 有 限 超 可 解 群 之 西 洛 基底 
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所 具有 的 另 一 些 特征 究竟 是 什么 ? 

设 有 限 群 GE 是 超 可 解 , 令 o(G) 一 所 je (pi 案 数 , 2; 二 
加 < 扫 身 )。 由 1 定理 7,G 有 这 桩 的 主 群 列 : 

Gm GV >GP> > Go 60 > 067> > GI 

= 67>. > Gui ~ GM > GD> > Gm 1, 
使 [GD:GYT?] = pjis 故 oC(G®) 一 prr, oC G1) = preriprr, **-， 
0 GH) = pr perr per, 即 GO, CP, Cr GO 分 别 为 G 中 
阶 等 于 站 :四 pg pr 的 正规 子 群 ， 即 
指数 分 别 为 p29 223 cf。 这 些 正 规 子 群 问 有 
G= 060> GP> 07 > 之 CG > Gm 的 关系 、 今 界 说 下 
面 的 

定义 ” 设 o(G) 一 pf?p9 pr?r (pi 素数 ,pi 过 p 近 "<p1)， 
若 G 有 如 6 = KK > 天 全 > Ki 之 1 之 正规 于 群 列 使 o (Ki)= 
pmp 一 1，2， "7)， 就 叫 6 有 丁 洛 塔 ,而 叫 KK,，……， 
Kr 1 为 6G 的 一 织 两 洛 塔 ， 

在 上 册 第 一 章 $ 11 内 谈 过 : 设 oC06) 二 = prip…p?r 而 G 又 
有 阶 2ipwfe pr 的 正规 子 群 Ki (一 1, 2 ，7)， 由 于 

(olK) IG:Ki) 一 1 

知 阶 ppett pr 的 子 群 下 是 唯一 的 : 且 还 有 1 天 天, 一 天 < 
一 开 :< 开 :一 G 的 必然 结果 ; 因 之 特 当 和 二 过 pi 时 ,它们 就 是 
G 的 一 组 西 洛 塔 。 故 知 : 当 G 有 西 洛 塔 时 ,其 西 洛 塔 只 有 唯一 组 . 

由 西 洛 塔 的 定义 ， 可 知 有 限 超 可 解 群 必 有 西 洛 塔 。 今 问 有 限 
超 可 解 群 之 西 洛 塔 与 西 洛 基 底 有 怎样 的 关系 . 

设 8 SS 为 G 之 一 组 西 洛 基 户 《3 为 G 的 西 阁 加- 子 
群 ), 由 SS) 一 S13 可 知 C 一 SS -39233 Sry 3 Sr 
分 别 为 G 中 阶 等 十 pf:p* pe 2 1 的 于 
群 ， 故 据 上 册 第 一 意 $ 11 得 知 超 可 解 群 6G 之 西 咨 塔 G 一 Ki, K,， 
"Ks K,，1 与 西 次 基底 51 561， 5, 之 关系 为 Ki 呈 Si5its 
012， rr) 证 得 了 

定理 1 有 限 起 可 解 群 G 之 任 二 组 西 洛 天 麻 54 SS 
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(o(G) 一 pripse per pi p< BR 恒 能 组 成 G 之 唯一 组 
西 洛 塔 , Si5i41… 5,<G (i=1,2,-.-……,r). 

定理 工 说 明了 有 限 可 解 群 为 超 可 解 时 。 它 必 有 西 洛 塔 且 任 -- 
组 西 洛 基底 都 能 组 成 它 的 唯一 组 西 洛 塔 ， 但 反之 ， 有 西 洛 塔 的 群 
只 是 可 解 的 ,不 敢 说 它 必 为 超 可 解 的 , 为 什么 ? 有 西 阁 塔 的 群 
必 为 可 解 的 易 证 ， 因 为 车 G 有 西 洛 塔 K,、…, 天-，1(o(Ki) 一 
六 2 prr, Ki dG, olG) = poiphr perry Ppp), 
则 G= Ki>K; 之 …- 之 到 之 1 为 G 之 正规 群 列 且 商 因子 均 为 
素数 笑 阶 的 ， 故 加 细 为 主 群 列 后 得 主 群 列 的 商 因子 亦 狐 为 素数 守 
阶 的 ， 这 就 说 明了 G 之 可 解 性 . 至 于 有 西 洛 塔 的 群 可 以 不 是 超 可 
解 的 ,可 看 下 例 . 

俩 1 设 4 一 {eixX1 是 于 一 9 阶 初等 交换 群 (e 一 性 一 


l= [a, 61), Wo Dag 为 阶 .3 一 36 且 有 西 洛 塔 的 非 


超 可 解 群 ， 但 glag 一 人 0 1 gr188 a gi 1, 
证 明 因 4 之 自 同 构 群 4(4) 的 阶 等 于 3(3 一 1)(3: 一 1) 一 


3.24 沽 谍 胸 射 o: 必 芝 和 二 “4 易 知 ve AC(4), 这 是 因为 


部 
0 ~—1 
(9 一 4)s cz(2, zy)， 


并 有 = To(c) 一 4)， 因 而 vf 一 了 (由 单位 元 1 诱导 的 4 之 恒 
等 内 自 同 构 ), 故 据 上 册 第 四 章 $3 定理 1 得 知 有 4 被 4 阶 循环 群 
的 一 个 扩张 , 且 扩 张 中 恰 有 一 级 代表 元 系 1， 8 ,8', g’ 具 狂 质 : 
XAyr gxg(rE A) Sp-= 1, 
这 说 明了 例 1 中 的 G 确 为 2. 3 二 36 阶 群 ,因而 当然 是 可 解 的 且 
有 A444G. 由 G 之 可 解 性 , 知 G 有 西 洛 基底 5,, 5;, 即 of8s 一 23， 
ofS) = 3 9 SS 一 G; 并 因 AdG, (0o(A), [G6G:4])= (9, 
4) 一 1, 不 得 不 有 $: 一 4 本 G, 这 就 说 明了 G 有 西 洛 塔 
车 G 超 可 解 ， 则 由 $1 定理 7 知 G 有 3 阶 正规 子 群 ， 即 有 元 
ai 使 ofKe15 人 一 3 及 (C02) 一 g(abr)g 一 46， 故 二 4 
.635 。 


与 pt 圭一 1(mod 3), 于 是 4 与 4 中 有 一 个 宇 0(mad 3 时 ， 另 
一 也 必 三 0 (mod 3), 改 据 ofa2%o 一 3 知 只 能 是 i 二 0 《mod3)， 
因 之 必 有 : 送 0C(mod 3)。，、 另 方面 ， 有 (一 41) 二 p&p et (mod 3) 
-= 之 (1 十 pz 二 0f(mod 3), 故 从 1 丑 0 (mod 3) 得 如 十 2 划 
0Cmod 3), 这 显 与 hp 兰 0 《mod 3) 相 抵 , 不 可 , 于 是 4G 非 超 可 解 ， 
证 完 . 

这 例 1 说 明了 具 西 洛 塔 的 有 限 可 解 群 可 以 不 是 超 可 解 的 ， 收 
其 西 洛 塔 只 是 有 限 群 为 超 可 解 的 必要 条 件 ， 并 非 充 分 条 件 ， 因 之 
欲 在 有 限 可 解 群 6 之 西 洛 基底 间 寻 找 关 系 而 使 这 关系 能 令 G 是 起 
可 解 的 充 变 条 件 , 那 末 西 治 基底 除了 能 组 成 西 洛 塔 外 ,应 还 具有 别 
的 性 质 , 这 不 得 不 引起 我 们 的 注意 ， 下 面 来 探索 之 . 

先 没 G 为 有 限 超 可 解 群 . 令 P 是 G 之 一 西 洛 p- 子 群 ， 考虑 
Ne(P) 及 Ze(P). 因 Ze(B 本 Ne(CP)， 改 有 商 群 Ne(CP)7Ze(CP) 二 
如 三 4(P) 一 上 册 第 一 章 $ 9， 且 实际 上 凡 属 于 @ 之 元 (P 之 自 同 
构 》o 都 可 以 用 Ns(P) 之 某 元 2 变 己 的 形 而 得 , 即 当 ce B 时 必 有 
元 gERNce(P) 使 如一 gxg 对 任 xk P 恒 成 立 . 

由 G 之 超 可 解 性 得 Ne(P) 之 超 可 解 ， 故 从 PPqNe(P) 知 有 
NalP) 的 正规 子 群 列 

1 一 P(0) 一 PK 一 PGD) 一 -一 PK 一 1 一 PE) 一 
《 即 每 PO) AN6CP)) 使 PE 十 17ED 为 训 阶 循环 。 显 然 , 凡 属于 
9 二 NoelP)/Ze(lP) 之 P 的 自 同 构 均 使 每 PO) 不 变 。 今 令 @* 表 
示 日 中 这 样 一 些 元 素 (P 之 自 同 构 ) 而 成 的 子 集合 ， 即 使 在 每 商 群 
P(i 十 1)/P(7) 中 所 诱导 的 丝 为 这 商 群 的 恒 等 自 向 构 ,这 无 异乎 是 
说 对 每 a&€ Pli 十 1) 和 鸽 有 aaTli€ ED 及 arlare Pi) 的 8 中 一 切 
5 之 子 集 令 为 Br+, 但 1 一 0, 1，… 大 一 1. 

首先 可 断言 @* 8。 为 什么 昵 ?” 因 若 oz, re B*,， 则 对 每 
oa€ P(t 十 1) 有 aEPCi 十 1)， 故 《er)facr1g P(1?)， 然 而 又 因 
a"a 1€ Pfi)， 故 结果 可 知 "Ta! = (a )"(a 1, aa lc PCi)， 荐 ] 
or € 67, 证 明了 8* 为 9 之 于 群 ;其 次 , 当 o*€ 8B* 及 o€E 昌 时 ,对 
尾 a€ PGi+1) 有 a ”ala (al) 一 [or (ar = 


“635 9 


2 而 8 一 (ae )o (ac 一 )1E PO), 因 之 如 P(i), 证 明了 
ao vali€ PCi), 名 ariorreE @r*， 
这 就 证 明了 8* <8. 

又 能 断言 8* 为 p- 群 .为 什么 呢 ? 设 o€ 8@*, 于 是 对 me P(1) 
应 得 x7 x7'€ PC0) 一 1 一 六 x 一 + 一 >o 为 P(1) 之 恒 等 自 同 构 ; 责 
对 ze P(2) 因 有 xfx7i 一 x EP(1), 故 zx? 于 (xixi)” me xix 一 
TT2 XIXi 归纳 地 可 证 zx 一 4Y1xas 因而 和 x ms Xi me 23 说 
朋 mn 一 of 诱导 了 P(2) 的 恒 等 自 同 构 ; 于 是 再 对 xs€ PC3) 从 
x373!1 me Xx2€ P(2) 得 x3: 二 xx3， 又 归纳 地 可 证 zf 一 xz?xay， 攻 有 


pi 


x a 0 of ~ og?" 诱导 了 P(3) 之 便 等 自 同 
构 。 继续 这 方法 ,最 后 可 知 co“ 一 gritt 9 得 诱导 PC)==P 
之 恒 等 自 同 构 ,这 无 异乎 是 说 8* 中 每 元 0 的 阶 为 之 寡 , 即 @* 为 
2 和 群 . 

由 上 面 两 段 ,已 知 8* 是 @ 的 一 个 正规 六 子 群 , 由 于 PG 十 1)/ 
P(i) 是 p- 阶 循环 , 知 P(i 十 1)/P(i) 的 自 同 构 群 为 了 一 1 阶 循环 ， 
故 由 于 日 之 每 元 9 诱导 P(i 十 1)/P(i) 之 一 自 同 构 ， 知 of! 诱导 
出 P(i 十 1)/P(i) 的 恒 等 自 同 构 。 这 就 是 说 8@ 中 每 元 之 Pp 一 1 
次 宕 恒 在 子 群 8* 内 , 故 若 令 由 日 之 元 之 严 次 蜂 所 生成 的 子 群 表 为 
8", 即 69" 一 {o"|ze 8}, 则 BIGer。 又 PG 十 1)/P( 站 之 自 同 
构 群 的 循环 性 保证 了 交换 性 , 故 对 任 cy, re @, 可 知 ar 与 ye 诱导 
PGi 十 1)7/P(z) 之 同一 个 自 同 税 , 即 [cz] 一 olrior 诱导 PGi 十 
1)/P(i) 的 恒 等 自 同 构 ,这 也 就 证 明了 B 一 [8, 8@]58", 

总 之 ,上 面 已 解决 了 BfIEB+ 与 @ 一 [86, 8] 三 @#, 故 知 8 
与 @ 一 [6, 8] 都 是 p- 群 .于 是 由 Ne(P)/Z6(P) 6B 知 (NeCP)/ 
ZalP))*71! 与 (Ne(P)/ZalP))' 也 都 是 pp- 群 。 故 得 

定理 2 认 限 站 可 解 悦 6 共有 下 二 性 奈 : 


(Pz PY Nc)/2ee) 之 了 
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附注 证 明定 理 2 之 全 部 过 程 中 , 若 仔 经 观 察 一 下 ， 只 用 上 了 
子 群 了 为 - 群 这 一 点 , 至 二 P 是 下 为 西 洛 2- 群 根本 没有 关系 。 所 
以 较 性 质 (i) 有 更 强 的 结论 , 即 
(ii) 对 G 之 作 何 9- 子 群 P 全 有 (NeP)/za(P)) 与 (Ne(P)/ 

ZotP)) 为 NelP)/Zel?) 之 2- 于 群 。 

我 们 知道 有 限 群 为 客 堆 时 当然 是 超 可 解 的 ， 故 有 限 宪 零 群 有 
西 洛 塔 自 明 ( 实 际 上 不 仅 有 西 洛 塔 ， 且 还 是 西 洛 子 群 的 直 积 )。 至 
于 有 限 敌 零 群 具 定理 2 中 性 质 (ii) 与 性 质 (iii) 究竟 是 怎么 一 回 
事 呢 ? 设 忆 为 有 限 寡 零 群 G 之 一 zr 了 和 群 ， 若 令 G = Sp X M (Sp 
为 G 之 唯一 的 西 洛 p- 子 群 ,村 为 9 之 补 子 群 )， 则 PE56, 且 易 知 
NelP)=Ns,(P) xX M, Zs(P)= Zs,(P) Xx M, 故 Ne(P)/ZolP) > 
Ns,(P)/2Zs,P) 已 为 p- 群 ,当然 (Ne(P)/2ZeP)Y 与 (Noe(P)1/ 
ZekPp)7 也 必然 是 p- 群 ;这 说 明了 性 质 (i) 与 (过 ) 是 理所当然 的 . 

我 们 再 看 有 限 非 超 可 解 群 之 可 解 群 G 究 属 若 何 ?这 时 即 令 G 
有 西 治 塔 , 也 不 见得 它 具 有 上 述 的 性 质 (i ,因而 性 质 〔ii), 例如 上 
例 1 中 4 二 {a}X15} 为 G 之 西 洛 3- 了 群 , 4 4G -=> Ne(4) 一 G， 
又 易 知 道 8， 8'， 8 都 不 在 Ze A) 内 , 故 Zed)=4, 于 是 Nal 4)/ 
Za(A) 二 G/4 为 4 阶 循环 群 ( 之 {g)), 因 I 和 0 (Ne(4)/ Ze(4))*-!= 
CG/47 为 2 阶 律 环 ,当然 不 是 NekA)/ZekA) 的 3- 子 群 ， 即 性 质 
《ii 不 真 ， 因 而 性 质 (六 ) 亦 不 真 。 由 此 可 见 性 质 Ci) 与 (i) 对 有 
限 可 解 群 不 见得 成 立 , 对 有 限 容 零 群 是 不 言 而 喻 的 正确 ,只 是 对 有 
限 超 可 解 群 才 有 现实 的 意义 . 

现在 提 这 样 一 个 问题 ， 即 定理 2 中 (i), 《iD 两 性 质 是 有 限 超 
可 解 群 的 特有 性 质 吗 ? 换言之 ， 也 就 是 问 定理 2 的 逆 定 理 成 立 
吗 ? 答案 是 肯定 的 。 先 叙述 一 些 预备 知识 

引 理 1 设 4qG,P 为 4 之 西 洛 p- 子 群 , 则 G=4 - Ne(P)， 

证 明 gE CG- 一 >8g Ag 一 4， 故 giPg 亦 为 4 之 西 洛 p- 子 
群 , 因 而 有 seed 使 siPe 一 上 iiPg,， 即 gariEeNetp) g € 4: NolP), 
证 完 . 
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则 M 为 2 阶 竺 环 群 的 充 要 条 件 是 
(CG/ZaAM)Y = (CG/ZeA MI 1, 

证 明 条 件 的 必要 性 荔 明 ; 因为 邓 为 如 阶 循环 > 其 自 同 
构 群 4(M ) 为 ?一 1 阶 循环 , 故 当 然 有 4C(M) = A4(M)" 一 1; 
但 G/ZAAM)SACM), 歼 得 (G/ZeM)Y 一 (G/Zo(MD))? = 

于 是 下 面 只 需 证 条 件 的 充分 性 . 

放 在 局内 的 极 小 正规 性 字 对 为 特征 请 群 之 M=MXx MX 
*… X Mi 每 Mi 为 单 群 且 Mi 兰 Mi。 从 (G/Zo(M)) 一 1 知 
G/Zc(i) 为 交换 的 ; 即 对 加 之 任 二 元 zx，? 恒 有 [x, yp] = 
xz DaxyE Zoe(M), 履 对 M, 言 当然 也 有 Mi 二 [M,, Mi] 三 Za(M)， 
名 Mi 之 每 元 与 M 之 各 元 可 交换 ,因而 也 与 机, 之 各 元 可 交换 ,不 
得 不 有 MiCZCM,), 故 M ,为害 零 ,不 能 为 非 交 换 单 群 , 因 之 为 交 
换 单 群 ， 随 而 M 为 初等 交换 p- 群 《…plo(M)), 于 是 44M) 
GZL(tb)。 令 C 之 元 g 作 用 ( 共 斩 地 ) 在 M 上 所 得 的 M 之 自 间 构 
表 以 de， 即 we G/Zo(M)EAC(M) ~ GL(Cp p), 由 于 (G/Ze 
(MD) 抹 一 1 知 897! 一 1(M 的 恒 等 自 司 构 ), 故 借 4CM) 二 GE 
G2, Pp) 令 $s 在 GLCz,p) 内 对 应 的 矩阵 为 Ar， 则 从 $2 二 1 知 
A 和 一 下 即 4*1 一 1 为 As 的 零 化 多 项 式 ， 由 于 4? 一 1 的 
很 全 在 GF(p) 内 且 无 重 根 , 故 As 与 对 第 矩阵 相似 《在 GL (z, p》 
内 )， 人 z 个 底 元 如 和 xzas，…， xi 
使 得 M 一 {x} X {x XX (xjof(zri) 一 pp， 且 对 每 gEC 
恒 有 x? 二 gxig 二 x (i 二 1，…, 1) 及 (45p) 一 1, 故 每 {xi} G6， 
于 是 由 MA 在 C 内 的 极 小 正规 性 不 得 不 有 ， 一 1, 即 M 为 ? 阶 特 环 ， 
证 完 . 


“证明 设 G 有 西 洛 堪 . 令 of G)=prips pr (pp 
过 p,), 则 有 正规 子 群 列 如 
G=K>kK>...>K,>], 
使 oC(Ki) = popritt prr (i 1, 2 7). 
e 639 。 


设 百 为 G 之 子 群 ， 于 是 olH) 王 pfipr'' pr (Bi; 二 0)， 由 
oHKi/ Ki) [oCG/Ki) 一 pp 及 HK/K; > H/HNK, 可 知 
[她 :五 站 天 ] 与 疡 Pt 互 素 , 故 有 oCHNKi) = pfipfitie phr 
{i= 1,2,.*., +), 即 说 明了 事 有 西 洛 塔 如 He HNK, > HN 
K> .>HNKRA> HNK,> 1, 

再 令 NG, 考虑 商 群 G/N。 因为 oNKj/N) = olK/N 门 
Ki) = pe 8poitt Biren pe tr 中 0 (N) = pf'p 人 ptr， 牙 由 
olG/N) = pr Pipi fprrer 及 NK;/N AGI/N 则 知 G/N 有 西 
洛 堵 G/N = NK/N > KAN 之 :>NE/N >1, 

至 于 G 之 可 解 性 早 在 讲 上 面 的 便 1 以 前 就 说 过 了 、 也 可 直接 
证 于 下 : 从 K, 与 ,-;/KK, 均 为 素数 突 阶 的 , 知 均 为 容 零 ,因而 k,-， 
可 解 ;再 由 KK,-s/K, 之 军委 性 又 知 太 ,i; 可 解 ; 继续 这 手续 ， 可 逐 
次 得 知 开 ,-3， ,KK; 一 直到 六 :一 G 都 可 解 。， 证 完 。 

有 了 这 些 引 理 , 不 难 解决 本 节 的 主要 问题 , 即 下 面 的 
定理 3 人 《有限 超 可 解 群 的 构造 定理 ) 有 限 群 G 为 起 可 解 的 
(i)  G 有 西 洛 塔 ; 
(i) 对 6 之 任 一 个 西 洛 二 子 群 P， CNAP)/ ZE)Y 与 
CNe CP)/ ZAP) : 
都 是 NelP)/Zc(P) 的 关子 群 (文献 [53])， 

证 明 条 件 的 必要 性 已 见 定理 2 ， 只 需 解 决 条 件 的 充分 性 ， 
关于 群 阶 用 归纳 法 来 证 衣 ， 

令 放 是 o(G) 的 最 大 素 因 数 。 G 有 西 洛 塔 就 说 明 G 有 唯一 个 
西 洛 户 子 群 5,, 即 S$S。 WAG。 于 是 1 二 ZCSy) GG， 取 合 于 ZC5p) 
内 的 G 之 极 小 正规 子 群 M, 下 面 将 先 解决 村 为? 阶 循环 群 . 

若 M<S， 取 % 在 G 内 的 补 子 群 五 (号 之 存在 由 G 之 可 解 
性 而 知 )， 则 邓 互 二 55H = G。 MH 有 西 洛 塔 ( 引 理 3)。 这 时 因 
M 是 M 玉 的 西 洛 p- 子 群 ;由 于 ZolM) 宇 Ze(58), 故 知 gZolS$y) 一 
8ZcKM) 为 商 群 G/2Zc(Ss) 在 G/Ze(M) 上 的 同 态 映射 ， 即 G/ 
ZelSs) ~ G/Zo(M). 但 因 MH/ZyntM)=MH/ZAM)N(MH)> 
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MH': Zo(M)/Ze(M) 刁 G/Ze(M)、 玻 由 (G/2Ze(l5p)) 与 《6/1 
Zel52))* "1 为 p- 群 得 知 (G/ZeCM)) 与 CG/Ze(M))* 1! 为 p- 群 ， 
随 而 (MH/Zryn(M)Y 与 (MH/Zwn(M))*! 部 是 p- 群 . 

对 于 of 对 已 ) 的 其 他 素 因 数 9, 因 MH 的 西 洛 4 子 群 2 同时 
也 是 6 之 西 洛 4- 于 群 ,有 

Nui( OQ)/Zun( 0) 人 Nyx( QO)/Ze 0O) NNunat 0) 
Nun(O)*: ZA ON ZAOIECNA( OZ 0), 
破 从 假设 (Ne(8)/Zo(00) 与 (Ne(98)/Ze(0))" 1! 为 9- 群 即 知 
CNua( 0)/Zuat8)) 与 (Nun(9)/Zun(0))"7! 也 都 是 g- 群 ， 

今 因 ol(MH) < ol(G》)， 故 由 妇 纳 的 假定 知 对 五 为 超 可 解 群 ， 
于 是 存在 MH 的 了 阶 循环 正规 子 群 C， 由 于 M 是 MH 之 唯一 的 
西 洛 p- 子 群 , 故 CSM; 因而 从 CCSMSZ(Sg) 当然 有 CdS 于 
是 也 必 有 Cd5pH 一 G, 故 从 M 之 极 小 正规 性 就 不 得 不 有 MM 二 C 
为 六 阶 循环 ， 

若 M 一 S， 则 从 MGSEZ(S) 知 9 一 Z(Sp)，5Sp 交换 ， 改 
M 一 SSZco(Sp) 一 Zc(M)， 于 是 o(G/Zc(Sp)) 不 含有 素 因 数 p， 
故 题 设 (G/2Zcl59)) 与 (G/ZelSp))*'! 为 p- 群 就 不 得 不 有 

CG/Ze( Se))” = (G/ZolSs))"!, 
即 CG/ZeAM))》~ 1 一 《(G/Za(M))*!， 因 之 据 引 理 2 知 MM 为 
阶 循环 

总 之 ,不 论 M <S 或 一 Sr， 重 有 M 为 ? 阶 循环 . 

又 G/M 有 西 洛 塔 ( 引 理 3)， 并 将 自然 局 态 C ~ G = G/M 
记 为 #, 即 8* 一 gM ( 任 g& C).。 6 之 一 个 西 洛 子 群 了 当然 是 G 
中 一 个 西 洛 子 群 已 的 象 ; 考 虑 NelP) 在 G 中 的 原 象 , 令 为 日, 则 FB 
的 原 象 为 PM <H. 据 引 理 1 又 有 一 PM， Na(P), 故 

H= MNPEM .NelP); 
但 由 于 显然 有 有 右 忆 M， NaCP), 放 必 有 HH 一 M .Ne(P)， 即 NeCE) 
之 原 像 为 M，Ne(P)， 即 Ne(P) 一 NelP 了 ), 又 显然 易 证 Ze(P)"GS 
Zal(5), 于 是 * 得 诱导 一 个 满 同 态 : 
sz: NoelP)/Za(P) 一 Ne(B)/ Za(F), 
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定理 6 设 有 限 群 6 之 换 位 子 群 6 一 [CG, G] 是 医 零 的 , 则 
凡 具 竹 质 (ol 日 ), [G:H1) 一 1 之 于 群 日 的 换 位 子 群 下 一 [ 甩 , HH] 
在 G 内 必 量 正 规 的 . 

证 明 ”归纳 地 假定 这 定理 对 于 阶 小 于 o(G) 的 群 是 成 立 的 . 
阁 6G = [G6; G1 一 1, 当然 及 玫 [HR] 开 1， 这 时 了 4G 是 
显然 的 ， 玖 需 汶 虑 的 是 G 一 [G, G] x 1 的 人 情况. 

如 有 一 素数 plotG') 且 phol) 时 ,由 由 G 之 得 零 人 性 知 G 的 
西 洛 p- 子 群 P< <6’， 故 DPC， 而 有 高 群 G/P 县 acC/P)<ofG). 
但 因 G 一 C/P 之 换 位 子 群 和 一 [GE，C] 一 GP/P 中 的 G' 与 P 
均 为 G 之 窜 零 正规 子 群 , 故 G? 亦 才 零 , 因 之 G' 亦 寡 零 ;又 因 

ofPP/P) = o(H)/e(HNP) = olH), 

[G/P:HP/P] = [G:HPII[G:H], 
故 俯 (o( 互 ), 【G:HI) = 1 就 有 (ov( 加 ,1G: 昌 1]) 一 1( 式 中 囊 = 
HP/P), 因而 所 归纳 法 的 假定 ,得 知 豆 二 [ 芋 , 囊 ] 6, 故 HP4G. 
然而 因 HPSG’， 故 由 G 的 军 零 性 以 及 总 中 元 与 P 中 元 的 阶 互 
率 ， 可 知 FH 与 P 之 元 素 间 内 两 可 交换 ， 故 HP= 有 Xx P; 和 且 因 
(Co( 栈 ) ,olP)==1, 故 尚 有 已 本 本 在 P, 于 是 由 HP4AG 得 HG.， 
这 说 明了 当 有 素数 ?使 plotG') 及 pto(H) 时 ,定理 6 是 成 立 的 ， 

如 果 这 禅 的 素数 ”不 存在 ， 也 就 是 说 o(G') 之 每 个 素 因 数 都 
是 o( 五 ) 的 素 因 数 时 ， 那 末 由 于 《oCH)，;【G: 理 ]) = 1 可 知 必 有 
ol G')|ol 晶 ), 故 从 G 之 容 堆 性 得 6 之 可 解 性 就 知道 有 元 x& G 使 
G'x "1Hr 《上 册 第 二 章 57), 也 就 是 说 G 一 xG'x"1CH, 故 H4 
G, 因而 从 HH 可 知 H G6. 

定理 6 于 是 完全 获 证 . 

前 节 的 定理 10 说 过 : 凡 真 子 群 都 是 超 可 解 的 有 限 群 必 是 可 
解 群 ， 并 在 该 定理 的 后 面 列 举 了 例 1 说 明了 : 当 这 有 限 群 之 阶 只 
含 不 多 于 三 个 互 异 的 素 因 数 时 ,这 群 也 只 能 是 可 解 的 ;可 以 不 是 超 
可 解 的 .现在 可 利用 定理 3 来 解决 : 当 群 阶 至 少 含有 四 个 不 同 的 
素 因 数 时 , 若 它 的 真子 群 全 是 超 可 解 的 , 则 这 群 自身 也 必 为 超 可 解 
的 .为 此 ,我 们 索性 证 明 一 般 的 结果 , 即 当 有 限 群 有 四 个 指数 两 两 


ea 痢 43 9 


互 素 的 超 可 解 子 群 时 ,这 群 自 身 也 是 超 可 解 的 ， 先 证 下 面 的 

引 理 4 设 有 限 八 G 有 三 个 指数 两 两 互 素 的 交换 子 群 ， 则 6 
上 雪 必 为 容 当 的 , 

证 明 取 olG) 之 任 一 个 素 因 数 p， 并 设 及 ,及 ,本 为 6G 之 
三 个 交换 子 群 ,) 旦 【6G: 玉 ],， [6G: 昌 ,]，, [G6G:B] 两 两 互 素 。 令 人 | 
ol(G), 则 Hi (i 一 1, 2， 3) 中 至 少 有 两 个 的 阶 含 好 为 因数 ， 不 妨 
设 为 本 与 BH.。 于 是 由 (6G: 本 1];[【G:H1) 一 1 得 G = HH, 可 
知 p 吕 of 本 站 Hj)。 仿 P 了 为 瑟 作 HH 的 征 洛 pp- 子 群 ， 则 PP 当然 也 是 
HH, 与 如 的 西 洛 p- 子 群 ; 故 由 H, 与 Hi 的 交换 性 知 PH, PH,， 
从 而 PAHH; 一 G 且 P 交 换 . 这 说 明了 G 之 任何 西 洛 子 群 是 交换 
正规 的 , 故 6 得 写 为 西 洛 子 群 之 直 积 ,因而 亦 必 交 换 。 故 云 . 

现在 可 解决 下 面 的 

定理 7 ”有 四 个 指数 两 两 互 素 的 超 可 解 子 群 的 有 限 群 也 一 定 


是 超 可 解 的 

证 明 设 有 限 群 G 有 四 个 指数 了 两 两 互 素 的 超 可 解 子 群 人 H， 
日 ,, BH3, Ht。 我 们 的 目的 是 楼 证 明 G 髓 身 也 为 超 可 解 烙 . 

首先 注意 的 是 : 6G 之 任何 同 态 像 G/N 也 有 四 个 指数 两 两 互 
囊 的 超 可 解 子 群 ， 事 实 上 ,因为 [G/N: HN/N] = LG:HN]ILG: 
BilG= 1,2,3,4), 8 HN/N > Hi/HiNN 又 说 明了 HiN/N 
之 超 可 解 性 , 故 HN/AN (i 二 1，2,3, 4) 即 为 G/N 之 四 个 稳 数 两 
两 互 素 的 超 可 解 子 群 , 

今 归 纳 地 假定 凡 有 四 个 指数 两 两 互 素 的 超 可 解 子 群 的 有 跟 群 
一 定 是 超 可 解 的 ,只 要 这 群 的 阶 小 于 otG). 于 是 据 此 归纳 靶 的 假 
定 可 知 G 的 任何 真 同 态 像 G/N 为 超 可 解 群 . 

今 令 了 为 o(G) 之 最 大 来 因数, poCG), 由 Hi (i= 1,2,3， 
4) 之 指数 两 两 互 素 可 知 H; 中 至 少 有 三 个 的 阶 含 z 为 因数 ， 不 妨 
设 它们 是 马 ， H;, 本 , 于 是 与 证 引 理 4 时 完全 同 至 可 知 plo(H, 败 
H,): 令 P 是 HM 的 西 洛 p 子 群 ， 则 已 当然 也 是 总 与 号; 的 
(因而 同时 也 是 G 的 ) 西 洛 z 子 群 ; 然 而 从 互 与 H, 的 超 可 解 性 知 
Po 也 与 PQ 本, 豆 PAHH=G, 而 有 商 群 G/P， 即 G 有 唯一 的 西 
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洛 p- 子 群 P, 因 之 P 也 是 吾 ; 的 西 洛 六 子 群 .又 因 1<ZCP) 本 人 P， 
故 1 < Z(P)<G, 今 令 MM 为 含 在 Z(P) 内 的 G 之 极 小 正规 子 群 ， 
则 有 之 真 问 态 像 6/M , 因而 G/ M 是 超 可 解 的 ， 于 是 若 能 证 明 
M 为 循环 群 , 则 GG 自身 必 直 可 解 ($ 1 定理 13)， 问 题 就 解决 了 . 

由 于 MEZ(PSEPSRB GG=1,2,3) 知 MdH Gi= 1,2, 
3), 故 从 ;之 超 可 解 (1 一 1, 2, 3) 而 据 定 理 2 后 面 的 附注 中 性 
质 ( 启 ) 得 知 (Hi/Zp《M)Y 与 (HH/Zp《M))""! 莉 为 p- 群 。 因 显 
然 有 有 PESZnCM)， 故 ptolH;/Za(M))， 于 是 Hi/ZnKM) 之 p- 
子 群 只 能 是 单位 元 群 ,不 得 不 有 

CHi/Za(M)Y = 1 = (Hi/Za (MO. 
然而 从 (Hi/ZiCM)) 二 1 知 Hi/Zw(M) 交换 (i = 1, 2, 3)， 
而 Hi/Zn(M) 一 Hi/HNZelM) 二 下 ZecGCMJ)AZeCM) 说 明了 
HiZelM)/Ze(MD) 为 G/Ze(M) 的 交换 子 群 (i 一 1,2,3); 又 
[G/ZoeCM):HiZe(M)/ Ze M)] = [G:HiZoM)ILG:H,], 
大 由 [G: 瑟 ],【G: 琴 ]; 【G:Hsj 两 两 互 素 得 知 G/Ze(M》 有 三 个 
指数 两 两 互 察 的 交换 子 群 HiZe(M )/Ze(M) (i = 1, 2, 3), 于 是 
据 引 理 4 可知 G/Zel 计 ) 为 交换 群 ,因而 CG/Ze(M)》 一 1. 又 因 
(Hi/Zp( MI = 1=> (HZeM)/ZAM)1 一 1， 故人 以 G 一 
HH; 得 G/ZelM) 人 HZ M)/ZeM) ” HZol M )/Zcet M), 而 
据 G/Ze(M) 之 交换 性 可 知 有 
(G/Ze MI (HZ MY/ Zo MY)?! 
* (HZo(M)/ZAM)) = 1 

于 是 由 《6G/Zo(M)》 = 1 一 (G6/Ze(MD))*!， 而 据 引 理 2 可 
知 对 为 (p 阶 ) 循 环 群 ， 证 完 . 

出 定理 7, 不 难 证 明王 面 的 


CE 


” 证明 设 o0(6) 一 冯 p4 娩 ph… 妈 (1 之 4), 且 G 之 真 于 群 
都 是 超 可 解 的 。 由 $ 1 定理 10 知 6 为 可 解 群 ， 于 是 G 有 子 群 Mi 
使 [G:Mi] 一 外 全 一 1， 2 故 Mi 超 可 解 。 由 于 1 之 4， 
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故 据 定理 7 得 知 G 亦 必 为 超 训 解 的 ， 证 完 
附注 定理 7 是 多 尔 克 (Docrk ) 的 结果 《〈aMarh. 2. 91 (1966)， 
198 一 205)。 但 这 里 的 证 明 方法 是 黄 竞 伟 回 志 的 。 定理 3{ 构 造 定 
理 ) 的 证 法 是 攀 迟 同志 的 . 
利用 本 市 的 定理 3( 构 造 定理 ) 还 可 证 明 一 些 有 章 义 的 结果 ， 
如 
9 a B 和 人 则 48 


和 AB 地 可 解 之 Gay 窒 堆 (S$ i 定理 5), 故 从 
[4, BJ]E[A4B, 4B}= (4BY 
知 [4, B81] 舌 零 ， 证 明了 条 件 的 必要 性 (这 时 GG 无 限 亦 可 )。 故 下 
面具 需 证 条 从 的 充分 性 、 不 妨 可 假设 48 王 G， 而 证 明 G 超 可 解 
就 行 了 . 

首先 ，G 之 任何 局 态 象 G/N 亦 为 两 个 超 可 解 正规 子 群 之 积 ， 
这 是 因为 AN/N 二 4/4NnN 与 BN/N 之 B/BNN 保证 了 AN/N 
与 BN/N 之 超 可 解 性 以 及 G/N 一 AN/N ， BN/N 的 缘故 。 于 是 
基于 群 阶 用 归纳 法 就 知道 @ 之 真 同 访 象 都 是 超 可 解 群 ， 这 是 因为 
[4N/N, BN/N] 一 [4, BIN/N 之 [A4, 8]/[4， BJ]NN 是 军 零 
的 ， 

其 次 ,车 ?为 o(G) 之 最 大 素 因 数 , 则 G 只 有 唯一 个 西 洛 p~ 子 
群 3， 即 5S, 4G. 事实 上 ,由 4 与 8 之 超 可 解 性 ， 当 令 54 与 Sg 分 
别 为 4 与 8 之 西 洛 p- 子 群 时 ,就 有 S54 了 444G6,5s 直 48<6, 故 
SzaSs 守 G; 且 由 

[G: SsSg] 一 ol 4) Cr ol Sa) 


oANB) olSs (5g) 
ee : .0(5 Sg) . 
[A:S4]* [B:Ss] oCAN BY) 


显然 与 ? 互 素 ,得 知 5455 为 G 之 西 洛 p- 子 群 , 即 得 G 只 育 唯一 个 
西 洛 p 子 群 ('… Ss5Ss<1G), 
若 G 至 少 有 两 个 极 小 正规 子 群 M,N， 则 由 G/M 与 G/N 之 
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超 可 解 性 知 G/M NN 为 超 可 解 的 (§ 1 定理 1575 于 是 因 MPnN=1I 
购 知 如 超 可 解 , 问 题解 决 了 ， 

车 G 只 有 唯一 个 航 小 正规 子 群 M , 容易 获知 MSZ(Ss) 以 及 
MCSANB; 但 从 G 一 48, 46, B4G, 而 反复 引用 公式 

[apy cl 一 Ba clb: [b,c], 

易 知 G' 二 4"B'[4, B81], 故 从 4 的 若 零 性 (1 定理 57) 以 及 
假设 [4, 8] 之 寡 零 性 即 得 6G' 为 篆 堆 的， 于 是 G' 之 西 洛 子 群 在 
G' 内 为 特征 的 , 因而 在 @G 内 为 正规 的 , 故 由 G 中 极 小 正规 子 群 M 
之 唯一 性 即 知 G' 之 阶 没有 蜡 于 ?之 素 因 数 ， 亦 即 of(G ) 为 ?之 
寡 ， 故 不 得 不 有 G 全 Sp， 因 MSZ2Z(52), 故 G ESSpSZe(M), 即 
G/Ze(CM ) 为 交换 群 , 因 之 (G/Ze(M)) 一 1. 

然而 4 超 可 解 ， 故 (4/2Z 4(M))”! 为 p- 群 (定理 2 附注 里 的 
性 质 (ii)); 但 ME2Z(5p), Sp 一 3498 一 > 54SZa(M)=> A/ 
ZA(M) 之 阶 不 含 素 因数 p， 于 是 由 (4/Z4(MD))*"! 为 p- 群 就 不 
得 不 有 (4/ZsAM))""1 二 1. 同 理 ,也 有 (《B/ZaAM)?” 一 1 

然而 G 一 4B 一 > Yg€ G,g=ab(la€ A, bE B)=> gpgZolM)= 
4aZo(M) -5bZaelM), 政 愉 G/2Zel(M) 之 交换 性 得 〈8ZcCM 7 一 
CaZe (MI)! (CbZo (MY BH gr Ze (M) = earlZo (MY) 
brZo(M), 但 2Z4M)CZo(M),Za(M)ESZolM), 政 从 

(A/ZAM)) = 1 (B/Zo(M))™! 
得 ar-lE Z, (MZo(M), atc Za((M) 守 ZelM), 于 是 
ge ZefM = ZCM), 

好 grtE ZA(M), 或 (G/ZeM))? 一 1. 

因 之 利用 (G/Ze(MDY = 1 一 《G/ZolM))*!， 而 据 引 型 2 
可 知 戏 为 《z 阶 ) 循 环 的 , 故 从 G/M 之 超 可 解 即 得 G 之 超 可 解 .证 
元 . 
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a [4A4, BIEB 以 及 昌之 宪 零 竹 《例如 ) 保证 了 [4, 8] 
是 寡 零 的 , 故 由 定理 9 知 423 超 可 解 . 
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定理 10 设 有 限 群 有 两 个 指数 互 素 的 超 可 解 正规 子 群 , 则 
G 自 身 亦 必 为 超 可 多 的 ， 

证 明 ”关于 群 阶 用 归纳 法 。 设 4<d6G, 8dG, 4 与 B8 超 可 
解 , 生 {[G:4], 【6G:81) = 1, 因而 6G= 48. 

首先 应 注意 的 是 ，G 之 任意 子 群 也 含有 两 个 指数 互 素 的 超 可 
解 正规 子 群 。 因 为 召 委 G 时 有 有 召 从 4 与 妇 门 B 在 好 内 正规 且 
HN 4 与 吾 作 8 血 超 可 解 , 又 由 [HH:H 人 4] 二 [HA4:A4]1i(G:4], 同 
理 18H:B8N B8]1[G:B] 得 《B88 站 41, [9:8 站 B]) = 1, 故 说 明 
了 女 有 两 个 指数 互 素 的 超 可 解 正规 子 群 日 门 4 与 五 站 3B。 于 是 据 
归纳 法 可 知 G 的 任意 真子 群 篆 为 超 可 解 群 。 故 由 定理 8 可 知 : 当 
olG) 至 少 信 有 四 个 不 同 素 因数 时 , G 亦 必 为 超 可 解 . 

因而 下 面 只 需 讨 论 o(G) 至 多 含 三 个 不 同 的 素 因 数 ， 

其 次 ， 注 意 6 之 任何 高 群 也 含有 两 个 指数 互 素 的 超 可 解 正规 
子 群 : 这 是 因为 G/N 含 正 规 子 群 AN/N 与 BN/N, 且 AN/N 汪 
A/ANN 与 BN/N 之 B/BNN 保证 了 AN/N 与 BN/N 的 超 可 解 
性 ， 又 [G/N:AN/N] 一 [G:AN]I[G:A1] 坟 及 同 理 [G/N: BN/ 
N11i[G:8B] 蕊 说 明了 ([ G/N:AN/N1, 【G/N: BN/N1) 一 1 的 绿 
改 ， 所 以 据 归 纳 法 得 知 G 的 真 同 楚 象 亦 为 起 可 解 群 . 

设 了 是 o(G) 之 最 大 素 因数 ， 加 jp(G)， 员 of(G) 一 mpr” 中 
(ms 四 一 1 ， 由 于 4, 刀 之 指数 互 素 可 知 o(4) 与 of(B) 至 少 有 
一 个 含 因数 加， 不妨 令 p"lo(4)}， 由 4 之 超 可 解 性 ， 知 和 4 的 西 洛 
-于 群 Ss <4, 但 4dG, 著 5。4G， 由 是 G/Sp 为 超 可 解 ， 随 
而 知 G 有 丁 洛 塔 . 

着 G 至 少 有 两 个 极 小 正规 子 群 M,N， 则 因 G/M 与 G/N 都 
是 超 可 解 而 知 G/M NN 超 可 解 ($ 1 定理 15), 故 从 MNN=I 
得 G 超 可 解 . 

所 以 下 面 只 考 号 @ 只 有 唯一 个 极 小 正规 子 群 好 ,于 是 由 Ss 
G 可 知 1<Z(Ssn)oG， 不 得 不 有 MESEZ(S)， 随 而 M 为 初等 交 
换 p- 群 。 

如 果 M < 5S。、 由 舒 尔 定理 知 $* 在 G 内 有 补 子 群 C, 即 G 一 
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C3， 而 有 CN 作 8, 二 1, 故 这 时 有 CM 二 6G, 因而 CM 为 超 可 解 ,所 
以 有 一 个 卢 阶 循环 群 P<4CM, 随 之 亦 有 Pd M ,当然 得 PZ(5y)， 
故 又 PdSs， 于 是 PdCS。 一 G， 再 从 GJ/P 之 超 可 解 即 知 G 超 可 
解 . 故 最 后 只 剩 下 M = 一 Sr 的 情况 需 探 讨 ， | 

由 于 放 是 6 之 唯一 个 极 小 正规 子 群 ， 可 知 MSA 及 MCSB. 
这 时 若 oCG) 只 有 两 个 不 同 的 索 因 数 , 如 ofG) 一 qfp", 则 由 4 ,8 
之 指数 互 素 可 知 4，B 中 至 少 有 一 个 的 阶 含 4 为 因数 ， 不 论 是 4 
或 者 是 逆 ， 这 时 由 于 8 一 好 所 4 及 3 一 有 三 有 已 知 有 了 加 | ofd) 
及 加 |o(B)， 故 或 o(4) ~ qsp* 或 o(B8) 一 gsp", 即 4 一 G 或 了 一 
G6, 都 说 明了 G 之 起 可 解 性 . 

车 olG) 有 三 个 不 同和 的 素 因 数 , 如 o(G) 一 rq pr" fr < 天 记 )， 
同上 理 知 4，3 中 至 少 有 一 个 的 阶 含 后 为 因数 ， 不 妨 设 号 ， 即 
ofB) 一 上 gap (0 所 所 志 8)， 则 出 B 之 超 可 解 性 得 B = HM ， 
oH) 一 tr 《MM 一 65), 且 8' 为 容 零 的 并 有 8"<G。 于 是 由 
是 4G 之 唯一 的 极 小 正规 子 群 就 知道 8B" 的 阶 没有 异 于 ? 之 来 因数 ， 
旭 B' 生 M ,因而 HSB'CM, 不 得 不 有 于 一 1， 即 而 为 交换 群 ， 
从 而 如 之 西 洛 于 子 群 了 因而 工 也 是 G 的 西 洛 二 于 群 亦 必 为 交换 
的 . 

再 6 之 可 解 性 保证 了 G 有 西 治 9- 子 群 8 使 TO 一 QT7T,G 有 西 
洛 塔 二 > 05y 二 0M XAG, OM 为 CG 之 真子 群 一 > 0M 超 可 解 一 > 
(CQOMY 奢 零 有 (OMY》 dG, 故 由 CG 内 极 小 正规 子 群 对 之 唯一 性 可 
知 罕 零 群 (OMY》 之 阶 无 异 于 训 之 素 因 数 , 即 (OM7> EMH，, 故 ES 
《0OM7SEM, 不 得 不 有 0 一 1, 即 2 交 换 ， 

又 日 之 次 换 性 半日 之 西 洛 9- 子 群 0,48 地 H 二 TO 一 0.T 壕 
B 一 HM 一 TOM dG, 故 从 M <JG 易 知 GM.:Ne(T9)%， 
由 是 zgeloftwe(TOD)). 从 NATO0O) 之 可 解 性 又 知 Ne(TQ,) 有 


1) 事实 上 ，YEp 《GCG>2"'Hg 导 gm'Bg 二 B， 然 而 B 之 可 解 性 又 说 明了 有 5EB 使 
2-'Hg=b-'HbC'" HH 与 M 互 补 在 BB 内) 而 bE PHMSb= hm(h EH,m EM), 
故 g-'Hg=6- Hh-=m-ihHim = mimogm- € Ne(H)»g EM. Ne(H) 
smC= M:NeCHY. 
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与 了 为 可 交换 的 西 洛 9- 子 群 ， 就 令 它 为 上 段 里 的 9, 于 是 79, 村 
Ne(TO) 人 TBTD. 但 79 一 号 之 交换 性 一 了 对 人 79， 故 
TYqJq70; 又 TO 有 西 咨 塔 一 > 9 TO， 于 是 了 一 了 了 X 0 为 交 
换 群 . 

然而 以 之 (初等 ) 交 换 人 性 一 > MSZeM), 故 由 G 一 TOM 及 
MG 得 G/Zc0M) 一 了 DZc(W)AZo(D) ~ TO/TONZeAM), 
说 明了 G/ZelMD) 交换 ,因而 (G/ZeAMD)) 一 1， 

又 Sp 一 MCZEAM) 及 B= 二 TOiM 之 起 可 解 二 (B/ZaCMD)) 
为 产 群 , 故 由 B/Za(M) 之 阶 不 含 靖 为 素 因数 就 不 得 不 有 

(B/ZAM)) 一 1， 

即 对 于 任 5€ B 常 有 21E ZaAM)SZo(M); 又 OM 一 尺 之 超 
可 解 之 (K/ZxCM))r! 为 bp- 群 ， 故 从 Se 一 MC 入 Zx(M》 广 知 
KK/Zx(M ) 的 阶 不 含 素 因数 p,， 于 是 只 能 是 (K/ZxkC(M))*! = 1， 
即 对 任 XE KK 常 有 TE Zx(M)CCZe(M)， 故 对 任 yE 0 及 任 
ze M 也 常 有 y? '€ Ze(M) 及 zr!1€ Ze(M). 

由 是 从 6 二 TOM 可 知 G 中 任意 元 8 二 xyz(x€ TCSB,yE0 
zE M) 恒 有 8 Zeo(0MH) = (gZelM)) = (xysZoe(M)) 一 
《rzZekMHD)7 .CyZe (M))”!: (x2Zo MI)! x Ze (CM): 
yr ZAM) :2112Ze(M) =— Ze(M), BT ger!1€ Ze M)，, 亦 即 (G/ 
Zo MI 1. 

再 利用 (G6/Ze(M))" 二 1 二 《G/Za(M))*”!， 而 氛 引 理 2 可 
知 邓 为 乡 阶 循环 群 ， 因 而 复 由 G/AM 之 超 可 解 性 即 得 G 是 超 可 解 

据 定理 3 与 10 又 得 下 面 的 

推论 着 有 限 群 C 丰 两 个 计数 气 素 的 直 可 解 下 夫子 群 了 3， 
则 [4，B] 为 至 稚 的 ， 

定理 3 与 10 的 证 明 方法 也 是 攀 恤 同志 给 出 的 . 

这 节 的 主要 问题 是 定理 3( 有 限 超 可 解 群 的 构造 定理 )， 它 是 
从 定性 方面 来 谈 的 。 关于 判断 有 限 群 之 超 可 解 性 ， 也 可 从 定量 方 
面 来 考虑 ， 即 利用 群 阶 之 素 因 数 分 解 中 各 素 因 数 间 的 关系 来 判断 
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有 限 群 的 岛 可 解 性 ,这 留 齐 下 节 下 去 计 论 ,本 节 写 到 这 里 结束 ， 

问题 1 凡 有 西 洛 塔 的 有 限 群 之 任意 一 组 西 洛 子 群 ,不 论 它 
们 是 否 为 西 洛 基底 , 恒 能 组 成 这 有 限 群 的 唯一 组 西 治 塔 ,换言之 ， 
设 oC6) = pripr per (pi 所 记过 pp)， 且 5i 为 6 之 任 一 
个 西 洛 p 一 子 群 , 娼 当 G 有 西 次 塔 时 , 那 末 就 必 有 S 本 G，S -So 
人 -SG Sd 8S, dO, 

问题 2 有 限 超 可 解 群 G 之 西 洛 子 群 全 为 交换 群 时 , 则 G 中 
任 一 个 西 洛 子 群 P 的 正规 化 子 之 换 位 子 群 [Nec(P)，Nc(GP)] 必 为 
P 之 中 心 化 子 ZelP) 的 子 群 , 即 {NelP), NP)]SZelP). 

. 问题 3 上 题 中 Ne(P) 之 任 一 元 的 乡 一 1 次 寡 必 为 Zel 了 ) 之 

元 ; 即 由 x€ NelP) 恒 有 x* 6 ZeCP)。 


§3. 群 阶 与 超 可 解 性 的 关系 


在 第 八 章 56 里 面 讨论 过 为 怎样 形状 的 自然 数 才 能 使 # 阶 
群 恒 为 循环 ,交换 ,或 寡 零 的 ， 这 节 就 研究 # 阶 群 恒 为 超 可 解 时 
所 具备 的 条 件 . 

事实 上 , 设 # 一 pr prr 为 素 因 数 分 解 (pp 二 所 二 :过 
p,)， 假定 凡 # 阶 群 是 超 可 解 的 。 于 是 从 o(G) 一 ”可 知 G 有 了 西 洛 
塔 ， 因 而 有 NAG 使 G/N 与 6 之 西 洛 p- 子 群 同 构 , 即 G 之 最 大 
p 一 商 群 G/D(G)=58， 51 为 G 之 西 洛 p:- 子 群 ; 威 G 为 训 - 宪 零 


群 ， 然 而 在 第 八 章 $6 内 说 过 : 只 要 (oC6), I (4 一 D) 一 1 
又 确 有 G/Do.(G) 之 s.. 这 就 告诉 我 们 怎样 去 求 "之 素 因 数 癌 的 关 
系 ， 可 销 想 为 (pi 全 (pf 一)) 一 1 在 i > i 时。 这 是 居 路 ,下 
面 用 反 证 法 来 解决 . 

若 有 基 了 与共; 之 站 使 PTT (p! 一 1)， 则 当 令 W 为 zz 阶 
初等 交换 群 ( 即 NN 一 ta X in] XX {xajs oz) 一 已 ,并 
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作 N 之 全 形 1KCN) 时 ，、 屠 末 由 oC4CN)) 一 站 人 5] (一 


及 oACN))1o《TICN))， 可知 plo《H(N)), 因而 HCN) 有 一 个 p; 
阶 子 群 M; 于 是 好 衬 N， 但 六 一 ZuwtN) (上册 第 一 章 512), 故 
叶 上 ZaomCV)， 即 对 至 少 有 一 无 不 能 与 立 之 他 部 元 索 角 可 交换 ， 
因而 C 一 {M,N} 不 为 军 零 的 (上 册 第 二 章 $5); 又 由 NN HCN) 
知 NJqC, 故 C 一 MN 且 ofC) 一 pripi。 

敢 断 言 C 不 是 超 可 解 的 : 因 ee <C>C= MX 
G=CX 


5 也 不 是 超 可 解 的 ,但 ofG) 一 7， ES 不 可 . 
因而 知道 : 欲 阶 #2 = 好 :pp2 (pi 之 吉之 pr) 的 群 


便 为 超 可 解 , 则 当 ; > i 时 必 有 (p,s TT (pt 一 1)) 


反之 ;下 面 的 例 1 将 说 明 它 的 逆 不 一 定 成 立 ， 

例 1 设 N 一 {eo} X16} 为 于 阶 初等 交换 群 ， 易 证 。 生 > 
a 一 站 bab = a 为 N 的 一 个 8 阶 自 同 构 ; 理 作 23 . 3 个 符号 
cx (i 跑 遍 模 8 的 完全 系 ， x 跑 遍 N) ,并 定义 Ui Uiy = atisery 
于 是 由 oz 形 之 无 集合 G 为 23. ?? 阶 的 非 起 可 解 全 

解 G 中 二 元 结合 之 意义 明确 ; 事实 上 ，oix 二 otix, giy 二 
Gtiy sp omit ，G2n+jy em OP) oi Cit+ixyoiy 一 Ortz giy. 

其 次 ,结合 律 成 立 :事实 上 , (rz ,aiy) :atz 一 atixety 。otz 一 
itithCrriy tg oitithyr yat 一 Gy » githyrty gx « (giy - gto), 

再 次 ，a"1 为 0 之 左 单位 元 ; 事实 上 ， 

ml ir gtilrir 一 oir, 

最 后 , C 之 每 元 cx 关于 左 单位 元 orl 有 左 逆 cx- : 事 
实 上 ， 

OD) air iti ei 一 Ore 

a ox in x — gx lx 一 dg0]. 


于 是 G 为 群 而 o(G) 一 23. 5， 又 令 ax = 区 易 证 1-1 对 应 
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+ 二 # 一 o'r (* 跑 遍 N) 为 同 构 对 应 ， 故 G 有 一 个 与 Y 成 周 构 的 
3 阶 子 群 羡 ， 因 之 半 一 (3} x { 贡 ， 万 一 闵 一 [5 5] 一 1。 且 又 
NXG: 这 是 因为 对 任 ozy6 G 及 任 z6E 总 , 恒 有 
(ao 一 (oa Dr oor) qly 
= ory DT ry ity ) )y 
一 Ay) ry 一 oy lx ym OT a "EN 
的 绿 故 . 
群 G 又 非 超 可 解 的 : 若 G 超 可 解 , 则 据 西 洛 塔 之 意义 可 知 六 
含有 G 中 一 个 5 阶 正规 子 群 , 即 有 2 天 使 (5222) 一 5, 并 有 整数 
* 使 
(Gb) oe (ox) HB gx oe OKr 1 (orgb*) ox 
me Ox) tb or = A(X) a be) 
i a(x arb we Or gr br grap 
萌 oatp2 一 4424 二 go0arBprt， 不 得 不 有 本 41, 24 pt (mod 5)， 
由 是 有 2 22 二 pr, 即 
(一 2)12 ee OC(mod 5);s 


但 因 (之 ) -一 1, 故 z 一 2 关 0 (mod 5); 必 14 二 0 或 4% 尘 0 (mod 
5)， 二 者 至 少 有 一 ; 然而 由 pz 11，24 时 pt (mod 5) 易 知 4 


与 £& 必 皆 二 0Cmod 5)， 当 1 与 &E 有 一 个 三 0《mod 5) 时 , 又 与 
o(a'B*) 一 5 矛盾 。 故 G 非 超 可 解 . 


可 是 例 1 中 又 确 有 (5, I (2 一 1 )= 1 之 关系 . 这 说 明了 : 

” 阶 群 全 为 超 可 解 时 , 则 当 ps 4 是» 之 任 二 个 素 因 数 , 且 在 > 4 
而 4 时 , 必 有 

(p, II-D)-: (1) 


但 反之 , 虽 *# 之 素 因 数 间 有 如 (1) 之 关系 , 仍 有 ”= 阶 非 超 可 解 群 的 
存在 . 因 之 (1) 式 只 是 ”= 阶 群 便 为 超 可 解 群 的 必 记 条件 ,而 非 充分 
条 件 。 于 是 欲求 * 阶 群 恒 为 超 可 解 的 充 要 条 件 ， 除 (1) 式 外 必 有 
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其 他 的 关系 存在 于 * 之 素 因 数 之 间 , 究 竟 是 些 怎样 的 关系 ,是 一 个 
值得 注意 的 问题 ,然而 (1) 式 确 为 阶 群 全 有 西 洛 塔 的 充 要 条 件 ， 
即 


pz = .<p) ya , 阶 放 G 人 恒 窑 丰 洛 洪 的 庆 村 条 件 是 : Re。 


时 常 有 I Gi—D)=1. 
证 明 令 o(6) 一 wn 且 6G 恒 有 西 洛 洪 如 有 pj; 之 pi 使 
pi I Cp! — 1), 
则 如 上 述 那样 先 作 ps! 阶 初等 交换 群 N, 再 作 久 之 全 形 HCN), 可 
知 HCN) 有 一 个 p; 阶 子 群 M， 并 知 C 一 MN 无 西 洛 塔 ， 由 是 作 


G 一 C XxX5, 但 o(5) = w/prip;, 则 据 $23[l 旬 3 可知 这 * 阶 群 G 


时 ,就 常 有 {P，][ Ce; 一 D) 一 1 当 p 之 pr 时 . 
反之 , 设 之 素 因数 间 已 满足 (pi,。]T Cp! 一 1))~1 当 ;>> 


pr 时。 于 是 这 时 必 有 (oCG),]] (mi 一 1)) 一 1, 故 据 第 八 章 $6 
t=1 
可 知 G 是 p.- 窒 零 的 , 即 有 M,<G 使 CMS (5( 任 取 台 之 一 组 西 
洛 pi-， PpP，***， pp- 子 群 51，5;、-**，S,)， 因而 ofMi) 一 biap3 
pr"。 出 是 从 《oCM0),[G:M1]) 一 1 知 Md 46 随 而 5,,53,……， 
Sr 又 是 Mi 的 一 组 西 洛 子 群 , 故 再 利用 假设 条 件 又 知 
(Co M3), Ti (ps 1)) 一 ]， 

因 之 复 由 第 八 章 $6 又 知 有 MM 使 MU/M; 之 9 即 olM,)= 
z3 "prr， 继续 这 样 的 方法 ,结果 得 到 群 G 的 一 个 子 群 列 

G= Mo>M>M>-.…>M, /> M,=1 (2) 
使 (2) 中 每 Mj+44 了 Mi;， 因 之 每 MiqG， 且 
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oCM,) me prit' "pr = n/pr. “psi, 
故 由 定义 即 说 明了 C 有 西 洛 塔 ， 定 理工 证 完 。 
由 定理 1 即 得 下 面 的 


本 


事实 上 , o(6) 一 5 一 pppr (pi 过 pi 之 …* 达 pr) 即 示 定 
理 1 中 每 一 1 故 当然 有 (pis Ep! 一 上 D) ~ (om 六 一 D=1 


在 p>pi 时 ,于 是 由 定理 1 知 G 有 西 洛 塔 (2); 由 于 这 时 Mi-/Mi 
为 p; 阶 的 , 故 为 御 环 群 , 即 (2) 为 G 之 正规 群 列 而 有 循环 次 因子 ， 
故 据 定义 知 G 超 可 解 。 
附注 这 推论 的 证 法 较 多 ,还 可 另 汪 于 下 。 G6 之 可 解 性 保证 了 

6 有 子 群 M, 使 ofM,) = pap3…prs 故 [G:ad] 等 于 olG) 之 最 小 素 

因数 p,, 因而 有 af < (上 册 第 一 章 §$6)。 同 理 ，M, 有 指数 为 p， 

的 于 群 M: 一 > M,<JM ,继续 这 方法 , 态 得 6 的 一 合成 群 列 6=M。> 

M>…>>M: 一 1 式 中 [Me = pi. 外 于 ol(Mi) = n/p,pa'*p, 

与 [G:Mi] = Pip2…pi; 互 素 ， 故 又 每 Mi<G( 上 册 第 一 章 $13)， 于 

是 6=M6o> Mi> > Mi_1>M,=1 为 6 之 正规 群 列 ,可 知 G 超 可 解 . 

设 2 二 pfip8 pr 《二 磋 和 < 扫 名)， 并 假定 凡 = 阶 群 
千 超 可 解 ， 上 面 已 论证 过 : 只 要 j 之 i ( 即 pj > pi), 就 必 有 


(mw I (pi 一 1)) 一 1. 


然而 不 象 讨论 震 夫 性 那样 , 还 需要 (p;， I C1 — D1 < 7, 


也 就 是 说 这 时 得 允许 有 | ]| (of 一 1) 之 可 能 性 ， 今 问 ; 当 i < 


ji 时 车 遇 着 有 户 |T (pi 一 1), p; 与 ;之 关系 怎样 ?为 深入 下 去 ， 


需要 一 些 预备 知识 . 
今后 设 ，9 是 两 个 不 同 的 素数 ，GF(p") 表 p” 阶 ( 有 限 ) 域 ， 
GF(p")* 表示 除 掉 GFp") 之 零 元 后 的 拓 一 1 阶乘 群 , 故 GFCp”)* 
se 53559 


为 p" 一 1 阶 循环 群 ， 再 令 ” 是 使 关系 式 9* 三 1 (mod p) 成 立 的 
最 小 自然 数 ， 妈 2 一 1 阶 循环 群 GF(p)* 中 4 之 阶 为 z， 因 之 v| 
(Fy: 

设 5 为 g" 一 1 阶 循环 群 GF(9")* 的 一 生成 元 ,好 GF(g*)* 一 
{}, 出 一 51492 为 GF(q')* 之 阶 了 的 元 ,; 故 ?个 元 案 一 1， 
ao -af 为 素 域 GF(9) 中 了 次 多 项 式 x? 一 1 的 全 部 根 . 

令 p(x) 为 域 GF(4) 中 多 项 式 (x? 一 Jr 一 了 一 和 十 
"十 x 十 1 的 一 不 可 约 因 式 ( 首 系数 为 1), 则 g(x) 之 根 必 径 为 
“的 宕 , 如 ee 为 p(x) 之 一 根 (当然 0<i 志 8p 一 1), 见 glo) 二 0， 
则 因 在 域 GF(4) 中 有 关系 式 [9(o)1 一 9 人 (xc)， 故 也 必 有 
Pla9) 二 0, 即 wa 也 是 g(x) 之 一 根 ; 同 理 知 oz。 or ai9 
均 为 p(x) 之 根 , 于 是 其 中 必 有 重复 和 的， 如 令 wd 一 ad (0 所: 一 
人 )， 则 在 GF(9') 中 有 0 一 wf 一 wr = (m9 一 1)*'， 不 得 不 有 
i ee wi, 即 有 自然 数 刺 使 一 因 之 Eiak (a!—/p— gitq Dp 
故人 队 $ 之 阶 为 9’ 一 1 知 i9q* 一 1)/p 为 整数 ， 因 而 由 (i,p) 一 1 
得 站 (和 一 1), 不 得 不 有 vlk.， 反之, 又 确 有 a 一 9 一 
#4”Dp 一 wi, 故 v 是 最 小 的 自然 数 允 满足 关系 式 ww 一 ax 的 。 于 
是 ， , 

ois OTA ge 
两 两 互 异 ,生丝 为 p(x) 之 根 , 故 p(w) 之 次 数 之 ov。 
其 次 , 作 v 次 多 项 式 
Ha = rs — or er a) (rt), 
其 系数 在 GF《(g") 内 自明 ,. 下 面 将 证 明 其 系数 实际 上 还 在 GF(9g) 
内 : 
事实 上 , 令 j(*) 亚 TI Ga 一 +x" 十 Bx 1 十 "十 Bs_s* 十 


feo 


ev 并 令 gi(xi， Ty ”3 Xx) 为 2 个 文字 x1， X23 "3 Xp 上 的 第 
个 初等 对 称 函数 5 从 x, x3，………， zx。 中 任 取 专 个 之 积 的 和 ), 则 显然 


bx ee 《一 工 六 可 Biloiy ar'd, eR) o'r); 


再 以 mw” 代 , 并 利用 函数 g4 的 对 称 性 ,得 
六 一 《一 1 六 gcc oi9, oro 0 ) 
1 
— 1)t. [gra', oz .+ +, oi ) 
且 不 论 允 之 奇偶 性 ,在 域 GF(g) 中 重 有 (一 De 一 《一 1t, 故 
br ay [(—1)* gn (a', ex3， + a’ ')]? ba, 
即 f(x) 中 每 系数 61& GFLgq") 巾 具 性 质 54 = h， 因 而 皆 为 泰 域 
GF(4q) 中 多 项 式 x? 一 + 之 根 ;而 x" 一 x 又 不 可 能 有 多 于 9 个 的 根 ， 
且 GF(g) 中 4 个 元 又 全 为 x* 一 x 的 根 , 故 x* 一 x 之 根 全 在 GF(g) 
内 , 因 之 由 刀 为 ** 一 x 之 根 可 知 每 bi GF(4g), 即 f《x) 为 GF(9) 
中 的 多 项 式 . 
于 是 再 由 fx)1p(x) 以 及 plx) 在 GF(9) 内 的 不 可 约 性 , 得 
jx) 一 g(x)， 这 就 证 明了 下 面 的 
引 理 1 设 p， 9 为 互 异 之 素数 ， “ 晤 全 9， 里 1 (mod p ) 成 立 


是 


0 二 ee 
式 (在 域 GF(g) 内 )， 则 域 GF (g) 一 天 上 多 项 式 环 天 [xz] 而 以 
9(x) 为 模 的 剩余 类 环 下 一 天 [x]/Cg(x)) 是 一 个 gq" 阶 的 有 限 域 ， 
即 了 一 GR(9g. 再 令 Zp 为 模 p* 的 完全 剩余 系 ( 因 而 Zy* 为 p* 阶 
加 群 》。 Cs 
- {Ci, f(x)) liE€ Zary XEF = GF(g’)}, 
并 定义 G6 人 合法 则 为 
(2, fCx)) * (Ks gl4)) = (i+ k, fx) + rig lx)), 
但 1 十 KE Zprs fC2) 十 xig(x)€ 了 一 GF(g')?。 于 是 易 证 6 成 


1 Zou 之 元 以 0, 1, 2，*…, p* 一 1 表示 ,下 的 元 告 表 为 次 数 不 超 过 v 一 1 的 多 项 
式 ( 系 数 在 GF(492) 二 下 内 ).。 所 调 十 和 家 以 2" 为 模 的 最 小 非 负 测 余 、 而 
藉 z) 十 xig{x) 家 以 了 (x) 为 模 的 GFCq) 二 天 中 次 数 不 超 过 ”= 1 的 多 项 式 ， 
以 下 准 此 . 交 之 p* 三 0( 在 2pr 内 )》y 几 (xX) 二 0( 在 f= GFC4*) 内 》. 
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群 ， 单 位 元 是 《0, 0), (i, 1(x)) 之 道 元 为 (六 一 六 一生 (x))， 
今后 简 记 为 (一 i, 一 zx) )， 

再 作 群 G 中 形状 是 (i, 0) 的 元 而 成 之 子 集 B (i€ Zyr), 由 于 
(i, 0)(R, 0) 一 人 0) 一 (%, 0)(i, 0), 且 实际 上 还 有 (1, 0)*"== 
Cp",0) 二 00, 0) 以 及 《1:0) 一 (na 0) 关 (C0, 0) 在 0<x<< 扩 时 ， 故 
8 为 pa” 阶 群 G 中 一 pp" 阶 人 循环 于 群 ,好 8 = {C1, 0)}, 因而 
中 西 洛 p- 了 于 群 丝 为 循环 的 ， 

叉 作 避 中 形状 是 (0, f(x)) 的 元 而 成 之 子 集 4, 但 jx)& FF= 
GF(g*)， 则 因 C0, jx》)C0, gCx)) = (0, f(x) + g(x)) 一 (0， 
8(%))C0, xz))， 故 了 一 人 0 f(x))|1(x) 《一 GF(gq")} 为 G 中 
9" 阶 交换 子 群 。 且 令 x) 一 x 二 cr? 十 cx 3 十 "十 cpar 十 
cy Ci E GFC9)),， 由 于 (0, x#) or ee (0, coax’) (Cr = 0, 1, 


-sv—1; 约定 0 1)， 可 知 (0,7(x)) ee ITI 《0， cr-r-ax7) 一 
rr 二 


本 (0, #)%。 说 明了 G 中 西 洛 9- 子 群 4 由 (0, 1)、(0, *)， 


(0, rx’), 和 《0， 人 所 生成 ,到 4 一 {C0, 1)， 《0， *), 《0， xz]。 
… 《0 xz” 让 ， 因 交换 群 和 中 每 生成 元 (0, x”) 是 4 阶 的 : 〈0， 
*")* 一 (0, 0), 故 4 为 初等 交换 g* 阶 群 ， 于是, 6 一 48B 一 {(1,0)， 
(0, xir 一 0，1，……，2 一 1]}， 最 后 , 因 《1,0)-《0, xz) (1,0 六 :一 
《1， 0) 《0， x") " (—1, 0) 一 (1, x’+!) ， 《一 1， 0) 一 (0， xzr+l)E A, 
政 知 4<G, 即 4 为 G 之 初等 交换 4" 阶 正规 子 群 . 因 之 , 若 令 一 
(0,1), a = (0, 2), 2 一 《0 xz) av 一 (0， x" 1),b=(1, 0), 
OG = {a et os Gry by dra; = gajy af—=1, br =1, bab = 


ep 一 1 2, 9—1), Mi bab l= (0, x*) =(0, > kz 一 


可 《0， x II aks, 式 中 各 人 7) he i TE i 
1=1 f 二 1 
一 fx 一 所 
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了 六 下 全 二 站岗 量 


全 
+ ss @ ® 


:» 六 a4 i [oe qi; ] bob ee 1 ,2 CO— 1) 及 
basb == afiai:* -+ gato 所 决定 之 群 G= {a ,#0 6} 的 阶 为 
p94 ", 且 含 9 阶 初等 交换 9- 群 4 二 {a,， 2 上 为 正规 子 群 ， 并 
有 六 阶 循环 群 B 一 {8} 为 4 的 补 子 群 《文献 [54])。 

这 群 G 有 下 列 的 重要 人 铂 质 ， 即 
推论 ” 引 理 2 中 群 G 具 下 列 太 性 质 , 即 : 


(DG 之 每 西 洛 子 群 旦 为 它 部 的 生机 化 隆 ,到 


和 


Ciii) G' a es ep 
证 明 设 y&E NekB), 则 y= odioz8…'awb” 且 有 y26y™' 一 
于 是 利用 5ef 一 af (i 二 1 2，*…* ee 及 bas=atralr.. ,atv 
JH = yoy 到 qa -arbasle a2 hai 
= 《ai 。 a Xe + arteivh ) Carl ». a aT:) 
ms a lvada Rly alr kvl vbar 。 "ai rgi 1!) 
mr a ida 一 kz dlr kvlvg pe "" 了 agri 
-= Oe » a 


不 得 不 有 + 于 1(mod p") 及 


证 
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2 pe 


把 它们 加 起 来 就 有 2。 一 ( 息 十 扣 士 … 十 和) 天 0(mod 4)。 若 
2 。 二 0 Cmod 了 )， 则 必 有 各 十 如 十 十 ky 一 1 大 0Cmod g)s 如 
FC1) 二 0 (mod 9) 说 明了 p(x) 在 GF(Cg) 内 有 根 1, 而 与 p(x) 
ot oho ied alls ohare ae a 
te a 得 到 二 0，4; 硅 0，…… 
0mod q9) Ry 二 EB 一 {6}, 证 明了 (i)。 | 

假若 有 如 1 二 NN 二 4 及 NG 的 N 存在; 则 4 之 初等 交换 说 
明 N 亦 初等 交换 ; 令 NN 一 {a} XX {cs), 则 ww< 达 v 且 有 4 二 
NXM={c) XxX: xfc x {cn X. x {ec}, 式 中 M= 
{crm} XX{c,). i i 
{es} 可 得 


ci= I a Ras= He Ci 1,2,+**, 0), 


因而 得 知 
. 地 mn Se 
I Af = ITI IT CI = IT. 名 .3 
j=1 j=1 k=1 k= 
不 得 不 有 
Dp -{ a 
si ml 1 站 
0 (kX 1) 


这 说 明了 : 令 卫 = (pn) 及 9 一 (91) 为 二 个 级 矩阵 时 :出 有 
PO E(mod 9), PO=P!lE GL(v,Z,), 
由 N44G 及 A446G 又 知道 
be TT (f= 1,.2,-.-, rt) 
与 j=1 
六 ci 一 I (i=ut 1, ,9); 


另 方面 ,又 有 
Baib Tl = ~-]I (bej6-1) = I I cA 《注意 : 当 7 一 1， 


f=1 #=1 
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Lo 入 LL 
Pe 时 应 有 Ma 一 一 一 0) 一 于 11 AH 二 
了 -1 k=i t=1 
bd Ld 
Gap RPRL | 
ls, > ， 即 说 明了 


jk=1 


0 10 
0 0 1 0 

0 = QAP = PAP (mod 9)， 
0 0 0 0 1 | 


Ri KR; ka 和 Ry Ro 
2 ws Me 


0 


网 We ts 


式 中 人 一 Cix) tat a. Kata tativett 0 hats 
Bi ed Mi, a i ed 
于 是 作 特征 人 阵 之 行列 式 ,就 有 
x | 0 -0 0 
0 区 一 ! 0 0 
0 0 0 x < 一半 


一 扩 —k& —ks 和 一 大,-1 过 一 下 

tT dotiatt *** hit 

: (mod 2)， 
一 2 A 一 os Td 

币 堪 端 经 计算 易 知 为 pCx), 说 明了 ps) 在 GF(4) 内 可 约 , 不 可 。 
故 上 述 之 入 不 存在 ;见证 明了 (ii)， 

最 后 , 由 G/4 8 一 {8} 之 交换 柱 , 知 有 G' 生 4, 而 G 之 非 
交换 性 又 保证 了 1 三 6', 故 由 6G’<G 并 据 (ii) 就 不 得 不 有 G 一 
4, 即 (iii) 成 立 , 

现在 可 讨论 一 pr9p3 prr 阶 群 《p 二 Pi 二 "之 p,) 信 为 

9 0661。 


xX— 41 ae 一 0 
Sz 


ee 


超 可 解 的 包间 之 关系 ,已 知 : 当 ? > i 时 有 (pj, ] (2p! 一)= 
+=1 

1， 因而 pr 之 指数 (mod pj) 必 之 m， 但 i<j 时 可 允许 有 

(ps II Cp} — 1)) 兰 1, 与 之 等 价 者 是 名 ! 羡 (pi 一 1), 或 pi 之 


指数 vw (mod pi) 必 所 人 [3 但 因 pr?!=1 (mod p.), 故 1 所 vz 扫 pi;— 

1 过 pi， 于 是 作 如 引 理 2 中 的 pq" 阶 的 群 G (这 里 令 p= pj, 9 一 

Pj) 时 , 据 引 理 2 之 推论 知 2 阶 群 4 为 G 之 极 小 正规 子 群 , 故 p >> 

1 时 ,G 为 非 超 可 解 的 ,因而 对 阶 为 的 任何 群 N 所 形成 的 直 
tos 

积 G XN 的 阶 等 于 且 非 超 可 解 的 . 故 欲 凡 阶 > 的 群 恒 为 超 可 解 


的 , 必 有 vo 一 1， 这 就 是 说 ; 当主 一 了 且 户 | 开 (pj 一 1) 时 ,就 必 


有 pri(p; 一 1)， 玖 当 # 晤 pp ptr 人 记 一 < 和 ) 阶 群 
恒 为 超 可 解 时 , 则 在 i 二 j 时 固然 有 pi 之 指数 《mod p;) 大 于 mw， 


与 之 等 价 的 是 (pi J Cp; 一 1)) 一 15 但 p 之 指数 《mod p) 或 


等 于 1 或 大 于 mi, 与 之 等 价 的 是 (zi 了 (站 一 D)=(psa 一 D， 


因而 当 疡 委 汪 时, 因 部 到 1 (mod pi), 故 pj 之 指数 (mod pi) 
这 时 必 小 于 a;， 随 之 不 得 不 等 于 1， 即 是 说 在 pj; 筷 a 时 必 有 
pil(p; — 1). 

于 是 又 产生 了 一 个 新 闻 题 ， 即 在 i < 之 j 时 若 pi 之 a;， 昌 必 有 
pilCpi 一 1) 一 一 刚 证 过 ; 但 能 否 有 pi 二 < 二 门 使 pp 一 1) 
及 prxl《Pi 一 1) 呢 ? 假若 有 这 样 的 pi, 为 叙述 简洁 令 p = pi, 产 一 
tk 一 加 考 卉 自然 数 pp'q* (p 二 pp 之 gq pl(p’ 一 1), p'l(g— 
1), 当然 也 还 有 p1(4 一 1), 而 由 于 模 9 与 黎 p 均 有 原 根 ， 故 必 
有 与 P 使 其 指数 分 别 关 于 模 4 与 模 pp 为 户 与 p， 即 oo = 
1(mod 9) 与 p? 到 1(mod p')， 我 们 将 证 明 由 定义 关系 


DP = Bt em 0 AF os el 一 1 =™ 【ci aj]s 
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pip’p mn b'r, blasb ze 1 {i ms 1 ， 2 "yg p 3 1), 


Blapb = a bob = i = 1,2,...,p) 
所 决定 的 恕 一 fa oa， as， 6，6'} 是 阶 sp'q? 的 群 : 

事实 上 ， 定 义 关 系 二 af 一.… 一 af 一 1 一 [a;, cj] 决定 
了 一 个 9? 阶 初等 交换 9- 群 4 = (ai} X {az} X … Xx {ap}。 容 


kop! PP 一 大 ap 下 
易 验证 对 应 关系 ofio 和 at 一 ateez oa” gf?” 为 4 之 


一 自 同 构 ( 当 然 有 4; 一 4” ), 并 易 知 这 自 司 构 的 阶 等 于 户 , 故 据 
上 册 第 四 章 $3 定理 1 得 知 有 4 被 p* 阶 循环 群 的 一 个 扩张 8' 使 


1 一 上 


站 

P) 及 b” 一 1，o(B') 一 pg?。 再 令 B' 之 元 btatia$: .afp 

bafpasireoabe 《当然 有 22 a an 人 一 1 2 

一 及 ap 一 a1), 不 难 验 证 这 对 应 是 B' 的 一 自 间 构 ,其 阶 等 于 

p， 于 是 复 据 上 册 第 四 章 $3 定理 1 可 知 有 8B’ 被? 阶 循环 群 的 扩 

张 ,使 在 这 扩张 中 有 代表 元 系 Bb, b+, br ls br? ml 具 性 质 : 
bbb bbiab gn (i 1,2,... Pp—1) 

及 blasbh = Gil 

这 扩张 之 阶 为 pp'g?, 即 互 是 这 样 的 群 . 

若 瑞 超 可 解 ， 则 态 必 有 4 阶 正规 子 群 N, 即 NN 一 {9}, a 一 
qfia a 布 xx xp 中 至 少 有 一 个 与 9 互 素 , No: 于 
是 有 整数 上 使 Blab == a:, 但 215 到 0 和 90 和 a! 二 
Cg32 3p1 BR rp Xt rf YF af Kp 
rps(imod 49); 因而 再 据 至 少 有 一 个 六 与 9 互 素 , 就 知道 每 x; 壬 
0Kmod gqg)， 因 而 wx: xp 计 0《mod 494)。 另 方面 ,又 有 整数 * 使 


一 上 
p 
本 2 


b’ lab’ w= a’, RI] afizez ax (mod g), 
x20° "= Xx (mod 9)， 于 是 从 (xix 9) 一 | 得 知 天 > 亚 
or 《mod 9), 不 得 不 有 p71 三 1(mod #) 即 p 生 1Cmodz)。 这 显 
与 之 指数 为 p (mod p') 之 条 件 相 矛盾 , 不 可 。 所 以 互 决 不 是 超 
可 解 的 。 


= 663。 


由 是 令 K 为 阶 #2/piprp?i 一 n/pp'9? 的 任何 群 时 , 则 直 积 6 = 
日 XK 亦 非 超 可 解 且 有 阶 *>， 又 与 题 设 矛 盾 了 .这 就 证 明了 : 在 
凡 阶 ”的 群 都 是 超 可 解 的 前 提 下 : 若 pi 所 9 G<j)， 虽 能 断言 


和 


Pil《pi 一 1), 但 决 无 二 pxki 二 太 忆 站 使 priCpr 一 1) 及 PCB 一 


1D 国 时 万 立 : 
这 时 还 可 断言 ;<< 2, 且 有 p?'1Cp; 一 1) (这 是 说 在 a > 1 时 
有 六 | 六 一 1)). 


先 假 定 ai > 1 并 设 tp; 一 1). 

由 pj; 所 a; (i< I) 已 证 明了 pilCp; 一 1). 今 考 虑 prpr’ p< 
?p81i)、 则 有 pip9i1n。 为 简洁 计 , 令 pi 一 Pp; pj 一 49， 于 是 pip?i 说 
Pa P= 9 pl(9—1), pg—1), 且 有 prg?ln. 

今 作 g? 阶 初等 交换 4- 群 4 = {9} X {as} X … x {a9)， 
即 af 一 … af 1 一 [4;, a;]。 取 指 数 为 p Cmod 4) 的 一 数 
p， 即 pz 1 (mod q); 并 作 4 之 上 映射， a4; 这 af 一 qu (i 一 1， 
一 1) 及 ap 一 of 一 9f, 因 之 对 任 4 二 ati*'*aberiafp&《 A 而 
定 只 2 一 4y 一 afpas ago-:。 易 让 bE A 之 自 同 构 
群 。 且 又 易 知 a 一 af (一 1, 2， ,pp), 由 是 of 一 eyeo2 一 
a 二 qi(i 呈 1p), 说 明了 ”一 1 为 4 之 恒 等 自 同 构 , 于 
是 据 上 册 第 四 章 53 定理 1 得 知 有 4 被 产 阶 循环 群 的 一 扩张 KK， 
即 有 BEK, br 1 blab = a (f=1, 2, -sp 一 1) 及 
61gpb 一 af, 而 天 一 412 换言之 , K 一 {41，…， ap，5} 而 具 
定义 关系 af 一，… 一 af 一 [ai aj] 一 1 -67 bab =ay (i= 
1 PP 一 1) 及 1apb = af, 但 P 之 指数 (mod 9) 为 p, 且 这 K 
是 zl 阶 群 (p 二 9), 并 为 g? 阶 正规 子 群 4 之 分 离 扩 张 . 

车 玉 超 可 解 , 则 它 有 了 阶 正规 子 群 , 即 有 a 一 cafe 六 -ai (至 
少 有 一 个 x; 计 0 《mod 02 bab 一 a1，,(t, 4) 一 1. 因 市 

dirraz¥raF" + ap = af'iads /a3 "app’, 
故 x 于 xint Cmod 4g) 2 2，'…，b 一 1) 及 xpp=xt (mod 49)， 
由 是 得 xi xpt? "(mod 4) 一 12， 和 一 1) 及 xep rpt? 
《mod 4)?。 因 至 少 有 一 个 拉 关 0《〈《mod 9)， 收 必 有 xy 半 9， 随 之 


064。 


有 ps 如 (mod 49) 故 1 二 op 宇 i《mod 9), 说 明了 + 之 指数 (mod q) 
为 声 ， 政 p? ICg 一 1)， 与 假设 PtCg 一 1) 相抵 ,不 可 。 说 明 KK 为 
非 超 可 解 群 . 


于 是 ， 当 工 为 阶 也 一 5 之 任何 群 时 ， 则 直 积 G 一 K x 


工 之 阶 为 # 且 G 非 超 可 解 ， 又 与 原 题 设 相 矛盾 ， 故 欲 凡 阶 2 的 群 
是 超 可 解 的 ， 则 在 p; 专 aj (i 二 站 时 固有 有 pil1(p; 一 1), 但 车 4>> 
1, 则 又 必 有 #1(p; 一 1). 

又 能 进一步 地 断言 a 委 2 (在 pi 志 aj (i 二 门 的 前 提 下 ), 车 
ww 之 3, 则 pip?iljn， 且 在 上 面 已 解决 了 好 |(p; 一 1)， 于 是 为 简洁 
计 仍 令 p; 一 p, Pi 一 9g， 就 有 pip?i = pg? 且 pr1(4q 一 1). 仍 作 gq? 
阶 初等 交换 群 A4 一 {41} X {4} X， " xX {ar}, 一 一 一 
1 = [ai a;], 再 考 碟 4 之 映射 业 : 

2i a 一 A (2 一 1，2， 人 户 )， 
但 2 之 指数 (mod gg) 为 p?, 即 oz 三] (mod g) 而 Pp? 闫 1(mod 7). 
易 知 由 为 4 之 自 同 构 ,其 阶 为 媚 , 即 g* 一 ， 于 是 据 上 册 第 四 章 
$3 定 理 1 有 4 的 一 个 分 离 扩 张 妃 一 {，z， -tp 一 {5} 如， 内 
定义 关系 : 
bh af a [a,, zi 站 一 1， blab = ai 
. (f= 1, +, Pp)s 
因 之 oC( 8) 一 pig*。 再 考虑 8B 之 映射 q: 


全 一 0 一 ar (im lp —1), 


PP 中 (1 一 站 四 


dap -全 a me Mb > br 一 bltr, 

也 易 证 9 为 8B 之 自 同 构 ,有 阶 等 于 ps 即 g* 一 1, 故 复 由 上 册 第 四 章 
$ 3 定理 1 可 知 有 一 群 R, 使 dR 有 旦 8 在 RR 内 有 补 子 群 是 Pp 阶 循 
环 的 ,; 即 有 R= {c» bs a, 022 ***, wp 而 上 其 定义 关系 : 

ct 一 8 一 41 一 一 一 [oa 一 1， 

blab = pi (f= 1,2,..:,p); 

cbc Bit ce lac = Aan (i= 1,.*,3p— 1), 

c leoc 一 4019 


二 H65 a 


但 pr 二 1 (mod 9) 呈 pz 天 1(mod 4) 显然 , oC R) = pag?， 

又 可 断言 RR 非 超 可 解 : 因 不 然 , 就 有 一 9 阶 正规 子 群 {4}， 
da 一 1], 即 s 一 cfej ago 中 至 少 有 一 个 居 与 9 互 素 , 且 8 685 一 
2 与 ciac 一 al。 由 cae w= a! 以 及 守 少 一 ;与 9 互 素 , 可知 每 
xj 轩 0 (mod g); 于 是 再 从 61ab 二 a! 可 知 zi 到 zipIrGrOn (mod 9) 
(i 1,2,.", 户 )， 特 取 i = 二 1 与 2 时 就 有 p=t 二 1? (mod a); 
即 p? 严 1 (mod 4》 此 不 可 ， 由 是 不 论 5 为 阶地 pe 的 任 
何群 ， 直 积 C 一 R X 3 非 超 可 解 且 o(G) 一 2， 又 与 原 题 设 相 抵 。 
敬 @ 和 2 在 pi 志 a 时 (i 志 站), 

总 括 上 述 , 得 到 这 样 的 结果 , 即 : 

车 一 prip9 pr 《p41 近 丘 达 … 忆 pr) 阶 群 恒 为 超 可 解 的 ， 
那 本 必 有 : 


(i) (po 开 人 -中 -1 在 ?> i 时 ， 


(i) (po TE pf— DD))— Cp p— DD 在 i>i 时 ， 
上 二 4 


(ii)》 当 之 j 时 ,着 pi 过 mi 则 必 有 1(p; 一 1)， 县 决 无 一 
pr 到 门 使 pilCpi — 1) 及 让 | 大 一 1) 能 局 时 再 成 立 ， 并 
还 有 上 魏 2， 和 而 在 w 一 2 时 又 必 有 pil(pi 一 1). 

现在 反 过 来 ,假定 n= pip pr (pi 三 志 二 … 达 py) 已 具 
(让, (让, 《省 ) 三 个 性 质 ,而 来 证 明 凡 阶 = 的 群 必 是 超 可 解 的 ， 

先 将 证 明 中 所 需 和 的 预备 知识 写成 下 面 4 个 引 理 《 引 理 3 一 6)， 

引 理 3 设 rp — 1), 则 使 Fp ~— 1) 的 最 小 自然 数 
r 一 9 (p，4 均 为 素数 ). 

证 明 由 4p 一 1) 可 令 p 一 1 一 495 而 有 (b&b,9) 一 1. 于 
是 代入 pp 一 1 三 0 (mod df) 中 得 (1 十 984 一 1 二 0 (mod q+1)， 
即 rbg' = 0 (mod gi)>rb 0 (mod qg) 之 7 二 0 (mod 9). 故 云 ， 

引 理 4 设 gp 一 1),《< 二 qs 则 GL(K Zp) 中 任何 9 元 


证 明 设 有 xeGL(R 2y) 且 olx) 一 4 则 1 一 1 是 
* 的 零 化 多 项 式 , 改 * 之 最 小 多 项 武 me 一 1), 且 mm(4) 
之 根 中 至 少 有 一 个 为 4” 一 1 之 原 根 2, 于 是 以 Z， 为 基 域 , 可 知 
m(4) 之 分 裂 域 也 是 ”一 1 的 分 殊 域 . 设 此 分 裂 域 之 次 数 为 +， 
则 分 裂 域 之 捷 群 ( 阶 为 z 一 1) 中 有 阶 为 gt! 之 子 群 ; 故 Cp 一 
1)， 据 引 理 3 可 知 ” 渤 9， 即 m(1) 之 次 数 送 r 之 4. 

另 方面 ，x 之 特征 多 项 式 det (XE 一 *) 之 次 数 一， 故 从 
to(1)| det (4E 一 z) 又 知 m(4) 之 次 数 生 训 二 9， 显 与 上 眉 的 结 
论 矛 盾 ， 

故 GL(t,2Zp) 中 不 存在 阶 为 ze#: 的 元 :证 完 ， 

引 理 5 设 Se ei 的 正规 化 


2 立 的 每 元 为 对 角 逢 阵 . 它们 可 视 为 空间 7 上 的 线性 
变换 ,相应 的 基底 令 为 e,， e;， +， ex. 

空间 站 中 有 这 样 的 对 空间 丈 ,， 使 闫 作用 在 它 上 为 纯 量 和 矩阵 
《例如 每 i 生成 的 子 空间 就 是 ), 称 这 样 的 子 空间 为 及 的 纯 量 子 空 
间 ， 者 纯 量 子 空间 六 不 真 包含 在 另 一 纯 量 子 空间 内 ,就 叫 栈 为 极 
大 纯 量 子 空间 ， 

任 一 基 向 量 。 必 属 于 茶 一 航 大 纯 量 子 空间 玉 。、 因为 ej 生成 
一 个 纯 量 子 空 间 环 ,， 从 Wi 出 发 可 得 到 纯 量 子 空间 的 升 链 ， 而 这 
升 链 显 然 不 能 无 穷 , 故 存在 一 个 极 大 纯 景 子 空间 包含 邢 ;， 设 所 有 
极 大 纯 量 子 空间 为 站,，--*， V1， 由 于 每 基 向 量 o 至 少 在 其 中 的 
一 个 里 面 ;不 得 不 有 证 Vi 二 -十 VV 

下 证 这 和 为 直 和 .用 逐步 递 推 方法 . 

设 玉 =f} 了 和 ,为 电 之 全 部 元 案 ， 用 1 


1) 取 A" ”一 1 之 分 裂 域 F( 和 2), 因 旭 got， 圾 A 一 1 无 重 根 ， 四 之 m() 
亦 无 生根; 故 有 PE GLCR，F) 使 PixP 一 ding(aiy es ek》 Qs€ F， 因 之 = 
pr pdiagtar 1 从 olx) 二 gr 又 知 至 少 
有 一 个 中 使 o(ei) 二 q+, 即 四 为 和 7” 一 1 之 一 原 根 . 
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袁 仁 等 映射 (对 任何 空间 )， 

考虑 NV 一 W。 由 于 TV, 为 统 量 子 空间 ， 故 作用 在 VV， 上 
有 大 一 和 1(47€ Zp)s 即 Ywv€ V,, 恒 有 (Cvi)hi 一 4iw， 同样 可 
知人 在 六 中 有 太一 后 1 (CE Zp)， 则 Wwa€ V,， 和 恒 有 (v3)7; 一 
tiv2， 于 是 若 有 w( 守 0)€ WW， 则 必 有 《wh 一 4w 一 piw， 不 得 
不 有 4 二 pg 《; = 了， 故 对 任 十 v3& 及 十 F 得 Cv 十 
Vi; = Cv; + Cv) hi 二 二 V+V 
亦 为 吾 之 纯 量 子 空 间 , 而 与 站， F: 是 不 同 的 级 大 纯 量 子 空间 相 误 
盾 ， 所 以 太 十 Pa 一 信 由 7 ( 直 和 )， 

还 知道 : 到 与 凡是 及 四 了 中 仅 有 的 两 个 极 大 纯 量 子 空 间 。 

事实 上 ， 落 厂 为 V, 信 V, 中 不 同 于 TV 与 P 的 一 个 极 大 纯 量 子 空 
间 , 则 至 少 有 一 元 ww 一 十 wwEW,w 半 0, v0， 且 (w)h; 一 
《2 十 《yh it 十 priv2; 男方 面 又 有 wh; 一 而 中 二 而 丰 十 
十 jv3，、 因 之 对 所 有 的 i 及 一 ni 一 pt， 这 又 导 得 VV 儿 V ,为 纯 
量子 空间 ， 

今 归 纳 地 假设 Vt +tV, = VBPBY,, BV, V, 
为 六 终 '… 终 V, 中 仅 有 的 极 大 纯 量 子 空 间 ,而 来 考 存 

(VB.…BV MNT, =—W. 

将 妃 作 用 于 rr， 得 太一 与 1， 即 Vv Vp， 有 (vhs= 
总 wz 故 册 WCVm 知人 WW 为 纯 量 子 空间 . 叉 W CEOVD:: ‘DYV,, 
故 碎 一定 含 于 V1 四 … 鲜 V, 的 某 个 极 大 纯 量 子 空间 TV 内 ,有 即 
玉 CVss 因此 玉 WCCVN Vm 然而 由 前 述 又 有 VV, 因 Vms 故 了 由 
Vn ~ 0, 因 之 W = 0, 即 得 人 名 :全 V,BVmn, 

又 车 画 是 食 在 访 级 …… “四 及 轴 7 内 的 异 于 Vs Vs Vn 
之 极 大 纯 量 子 空间 ， 则 同样 知 W 至 少 有 一 元 wv 十 "十 
《fs 了 为 1…，r， Tr 十 1 中 菜 几 个 ) 且 vi 疡 0,……*, vi 半 0; 令 
CoN Ris os Ci Nit (whi = vt +n = 
G0 Civ 二， 十 bivs 可 得 Xi 一 = 二 6 又 导 得 十 
十 VV 为 纯 量 子 空间 ,不 可 ， 

因 之 递 推 而 可 知 了 二 VB…: 名 所 
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今 设 xe GL(k，Zp)， xz 为 互 之 正规 化 元 但 不 是 中 心 化 元 .于 
是 对 任 h 必 有 某 及 (rr 表 指 标 ) 使 得 zz 而， 令 《p) 一 
ivCv E Vi), MN vrhs = Cyrr hx = (vix—= Nv = 
Cv)x, 说 明了 ix 为 纯 量 子 空间 。 假 基 还 有 纯 量 子 空间 矿 真 包含 
Vr > TVixs 则 WxT!1 之 TV 即 Wx ! 为 真 包含 人 V, 的 纯 量 子 空 
间 ?, 这 与 VV, 之 极 大 性 矛盾 了 , 所 以 Vx 二 VV 为 极 大 纯 量 子 空间 . 

综 上 所 述 ,可 知 x 作用 于 子 空间 集合 《Vi。，**， V1) 时 就 产生 
了 《Vi，……*， V7) 的 一 个 排列 :x € 61, 即 

V, V, .FV Vi V, -+ Vi 1 2。 8 

3 Vx pi) 本 GC V+ se 下 人 2 ja) 
m= mx Si. 

显然 , 令 x 一 x (x 有 瞎 射 为 x:)， 易 知 这 映射 是 使 循环 群 {x} 间 态 
于 {zx:} 的 同 杰 映射 , 即 {x} ~ {x}. 

Wr = 1H, Yo EE V(t= 1,2,.:,1), 有 (vo)h; = iv 
Ci 一 ]:， 2 n), 疏 (Cv)xhs gs (vr Nh ai LclCve)x) 一 -办 
Vix 二 VF,, 为 纯 量 子 空间 ; 但 x,= 1 又 说 明 Vx 一 了 一 7， 因 
而 =!， 于 是 (vse) xh di Cv dx) iC ve)r) i Misvi)r = 
(Cv)hix， 且 由 于 vw 在 VV, 内 的 任意 性 ,得 知 xhi; 与 加 zx 作用 在 VV 上 
的 功效 相同 ;再 因 + 一 1,，2， ,i 让 * 如 与 hz 作用 在 了 上 为 等 
效 的 ,不 得 不 有 xh 一 4， 即 * 为 瑟 之 中 心 化 元 ,与 假设 的 条 件 予 
盾 了 . 政 {xx} 为 非 单 位 的 1 次 置换 群 。 证 完 . 
了 二 p 均 为 素数 ,a > 0,8 > 0)， 如果 rgiprt 满足 (i), (iD)，( 刘 )， 
则 五 为 交换 群 且 HH 一 1( 即 FH ~1= HH ). 


大 
证 明太 为 GLCK，Zo) 之 于 群 一 > 村]T (Pr 一 1) 


1) 因 如 为 纯 奶 于 空 间 ， 故 Yew EW (Cw) 和:w， 即 Cw)x-thixx 一 号 we， 或 
《Co)z-Diis 一 者:CCw)x-!), 且 由 于 Arx 也 随 荐 性 跑 遍 了 万 , 故 关系 式 
(Cw ri = EAC) 9 
见 说 明了 由 zx-! 为 下 上 的 纯 星 于 空间 ， 
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ee ee -Te 一 


此 
g| ]TCP 一 1), 故 由 条 件 Ci 得 引 (p 一 ,81(e 一 1)。 于 是 由 条 


件 ( 证 ) 可 知 : 当 :< 委 帮 时 ,就 必 有 zt(4 一 1). 

其 次 , 互 中 任意 9 元 x 的 阶 olx) 魏 go 这 里 |Cp 一 I).( 这 
是 由 于 当 g > 大 时 由 引 理 4 有 of(x) 委 9 当 ?< 委 大 时 由 条 件 《 证 ) 
则 有 qf|Cp 一 1) 一 一 实际 上 还 应 有 8 委 2， 故 有 ofz) 所 gf 才 4,) 
同 理 ， 互 中 任意 二 元 9 的 阶 oly) 委 世 ,这 里 纪 人 一 1)。， 故 都 应 
有 x? 一 1,y" 1! 一 1。 因而 车 六 为 五 之 一 交换 子 群 时 ， 则 必 有 
NP- 一 1, 

下 面 将 证 明 互 为 交换 群 ， 先 证 五 的 西 将 9- 子 群 8 是 交换 的 : 
事实 上 ,在 4g 万 时 由 条 件 ( 启 ) 知 8 夺 2, 天 oC(8)=gf 所 9 即 
表示 了 Q 之 交换 性 ， 在 4 之 时 ， 用 反 证 法 ， 设 8 之 合成 群 列 
9>…'>F>N>…'>1 中 从 后 往 前 看 第 一 个 非 交换 的 项 为 F， 
则 六 为 交换 的 , 瑟 了 为 六 添加 某 一 9- 元 7 所 生成 ， 即 了 一 {N，?. 
这 时 , Yx EN, zt 一 一 1, 凤 x 之 最 小 多 项 式 m(4)1(%4?! 一 1), 由 
于 m(4) 元 重 根 且 根 全 在 Zs 内 ， 改 每 * 都 相似 于 GEL(&，Z，) 中 
的 对 角 阵 , 再 由 入 之 交换 性 可 知 N 中 所 有 元 可 同时 用 GL(%, 2Z9) 
之 元 变形 为 对 角 阵 。 因 而 下 面 就 假定 NN 为 对 角 和 矩阵 群 ， 

由 于 F 一 {N, y} 之 非 交 换 性 ,可知 Y 为 N 之 正规 化 元 但 不 
是 中 心 化 元 , 故 据 3 引 理 5 知 {y}~5 的 非 单位 子 群 ;而 1 二 ! 志 划 ， 
所 以 oly) 含 不 大 于 《之 素 因 数 ， 这 与 ?为 所 元 之 意义 矛盾 了 
《因为 大 二 4) 故 28 必 为 交换 的 . 

局 理 , 互 之 西 洛 二 子 群 了 也 是 交换 的 . 

现在 来 证 明 互 为 交换 群 ,分 两 款 . 

当 #* 扫 不 时 ， 由 最 开始 的 说 明 有 (4 一 1)， 故 由 (i) 就 有 


(。 1 Ee 1))=1, 又 据 (D (a, I (zz 一 1) 一 1, 故 是 畦 


零 群 ,因而 H=7 x09, 于 是 Ts,0 之 交换 性 就 保证 了 莫 为 交换 的 ， 
当 z > 万 了 时 ,用 反 证 法 ,由 理 之 超 可 解 知 8 9, 把 它 贺 细 为 合 
成 人 群 列 妃 >> >F >>N 之 ，… 放 1, 设 从 后 往 前 看 , 令 第 一 个 非 
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交换 项 为 F, 则 入 交换 , 这 里 oCF/N) 二 1( “OSCN)。 FF 为 从 N 
深 加 某 一 :~ 元 * 所 生成 ，F = {N,*}， 同 上 面 已 论证 过 的 推理 
可 知 {x) 同 态 于 6 之 一 非 单位 子 群 (1 二 ! 魏 和)， 从 而 o(x) 合 
不 超过 之 素 因 数 ， 而 与 x 为 !- 元 矛盾 了 。 所 以 说 + 之 大 时 及 亦 
交换 ， 由 前 述 当 然 有 H?"* 一 1， 证 完 ， 

今 设 o(G) 一 n= pps pr (pi 所 pa 二"…* 必 pr), 并 且 条 
件 (让, (ii 十) 皆 成 立 .注意 # 之 任何 因数 也 满足 条 件 (i),(ii)， 
(ii)( 易 证 )， 于 是 关于 群 阶 用 归纳 法 可 知 G 之 真子 群 与 真 间 态 像 
都 是 超 可 解 的 ， 故 当 »# 售 4 个 以 上 不 同 的 素 因数 时 ，G 是 超 可 解 
的 ， 因 此 下 面 只 需 考虑 * 所 3 的 场合 , 即 一 fgspr (1，49， 户 均 为 
素数 ,t 二 gg 过 pa 守 0,8 守 0). 

条 件 (i) 之 G 有 西 洛 塔 (定理 1). 设 T,0,P 分 别 为 G 的 西 洛 
上 - 子 群 , 西 洛 4- 子 群 , 西 洛 六 子 群 , 则 PdGC，, 于 是 1 过 ZC(P)4G. 
令 认 是 包含 在 Z(P) 内 的 G 之 极 小 正规 子 群 , 则 M 为 初等 交换 p- 
群 . 令 oCM) 一 pt(l 所 龙芯 7)，G 之 每 元 8 共 罗 地 作用 在 M 上 上 
得 到 对 的 自 同 构 ro 《ACM) 之 GL(R, Zo)， 则 g 一 Ts 为 6G 在 
ACM) GELCK， Zp) 内 的 一 个 同 态 , 令 同 态 像 为 H, 实际 上 有 G/ 
ZAM) 之 HEGL(R, Zz)， 但 PCZoAM), 故人 了 从 G 一 TOP 得 
HG/Ze(M)= TOP/Zo(M)~— TOZo(M)/Zo(M)TTO 
ZA MI)N TO), 因而 oH)Iol TO) 一 1°g8, 所 归纳 法 知 瑟 起 可 解 ， 
且 因 olB)- pln, 故 olH)， pz 满足 (让 , 《ii), 《过 )， 于 是 由 引 理 
6 得 知 H 一 H?"' 一 1, 随 而 (G/2ZoM)Y=1 一 (G/ZAM)》， 
故 据 $2 的 引 理 2 可 知 M 为 f 阶 循环 ,因而 由 G/M 之 超 可 解 即 得 
G 自 身 亦 起 可 解 。 故 证 得 了 下 面 的 

定理 2 设 ”之 素 因 数 分 解 是 部 一 prip .per (fp 二 如 二 


和 


@ (pH) -1 > 
G (sD) -nD 
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《ii 当 < 了 时 若 疡 委 w 则 必 有 四 丢 2 且 2 人 (一 1 
但 不 存在 pKi 二 太 近 站 使 pi|(pr 一 1) 与 prl(p; 一 1) 同时 成 立 ， 

定理 2 中 条 件 的 充分 性 之 证 明 方法 是 攀 悍 同志 的 . 

问题 1 设 一 prtp2prr (pi 过 训 二 之 pr 均 为 素数 ). 


若 对 每 ; 恒 有 关系 (pi，]] (81 一 1)) 一 1 县 m<2, 则 凡 s 阶 群 


之 换 位 子 群 的 阶 不 含 素 因数 pp， 3 

问题 2 证 明 阶 为 40 的 群 必 有 阶 为 20 的 正规 子 群 。 

问题 3 设 p, 9 为 超 可 解 群 G 之 阶 oCG) 的 两 个 素 因 数 ， 
x*€[G, CC] -GG Ho) 一 pz， y € Gly) 且 o 一 入 河 [x， ?1 二 
1, 试 证 gC(p 一 1》. 

提示 : 6 一 如 > 全 > 二 > > > 如 一 1 为 C 之 正规 群 列 ，[ A441:4;] 
呈 pi《 索 数 )， 不 妨 令 [ye di [*。，?]5 .44 7<m。 因 循环 正规 子 群 
忆 王 群 仍 正 规 故 知 {[rsy]j 刀 HGAAA 由 5 王 [6,6] 之 办 零 ,从 
oz) 一 加 字 of xy) 一 pp 辕 [Ys9] 二 #7(y xy) 之 阶 为 户 的 星 闻 4 4 一 
{Lzs?]j4isU7Li4 为 ? 阶 的 (pi 三 Pp), 但 Gn A456 Nn AiyEZ(G'/C nN A4i41) 
(参看 $1 定理 5 之 证 明 ); 故 [[r,y], xJEG Nd 握 [xy yx1€ 4i413 即 
[zy]454 与 #4i44 为 G1/4jy41 中 可 交换 的 二 元 . 
由 是 若 [zy 3]€ tts 即 [syy]44 与 34 可 交换 , 则 [x*, y].4+: 为 

{x AAA 一 1 个 AHVAAi 之 中 心 元 ， 查 [xy ?7] AIEZ(Ctry 

9 A4t/ 44 之 换 位 子 群 在 20{zyyj AH 内 宝 { 外 
ti/dit1 为 2 类 罕 零 群 过 #4 与 yA 可 交换 之 [x、y] Edhiy 不 可 . 

故 [xs ys9]E4419 再 {[zy yj 237HGAA4 忠 9414 诱导 了 {[z， 
y]}45+7<4+i 的 一 个 非 恒 等 自 同 构 字 oy)i(p 一 1) 坟 4|(p 一 1) 

问题 4 设 超 可 解 群 G 之 阶 o(G) 一 pb pp 过 py 过 
EC 一 [5G,G 且 oG) 一 区 试 证 G 中 凡 阶 与 pp 
互 素 的 元 必 与 * 可 交换 ， 即 若 (oly), po mm] 则 必 有 [>， yj] 一 1 

提示 : 令 ofy) 秋天 2 的 oppr (0 安生 )， 井 令 opi = 0(y)/p81， 则 
《ma 1 9 加) 一 IT， 仿 ak 大 《整数 )， 和 mm 十 Ka 十 和 十 天; 王 
1 = oy) 二 pi。 再 利 用 问题 3, 若 [*yy] 关 1) 则 
至 少 有 一 天使 jy 站] 关 1， 故 Pi| lp, 一 1), 不 可 。 
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$4. 阶 无 平方 因数 的 群 的 个 数 及 22 阶 群 之 构造 


有 限 群 由 一 个 重要 问题 是 决定 已 知 阶 # 的 互 不 同 构 群 的 个 
煞 ， 这 个 问题 一 般 远 未 解决 ， 在 上 册 第 四 章 里 列举 的 许多 例子 以 
及 第 七 章 的 5 1， 部 是 研究 ”为 某 特殊 数 的 情况 。 这 节 研 究 两 个 
问题 ,一 是 研究 阶 无 平方 因数 之 群 的 个 数 , 二 是 讨论 2 阶 群 的 构 
造 (p 是 奇 素 数 )， 前 者 为 超 可 解 ( 前 节 定理 1 之 推论 )， 后 者 可 利 
用 超 可 解 的 概念 来 解决 ， 因 之 这 节 实 际 上 是 前 三 池 的 应 用 。 

先 谈 第 一 个 问题 .， 设 坟 = pips p(y 夺 六 在 i 半 j 有 时, 均 为 
素数 ); 令 ?+ 个 差 才 一 1, 所 一 1,…-…, ps 一 1 中 能 为 素数 pp; 整除 
之 个 数 表 为 中 又 从 ?个 差 记 一 1, 记 一 1，，*:; ps: 一 1 中 去 掉 访 一 
1, pi 一 1，***, pp 一 1 以 后 所 留 下 来 的 诸 差 能 被 pj; 整除 之 个 数 
令 为 1akt 要 解决 的 第 一 个 问题 是 证 明 #w 阶 群 之 个 数 ( 互 不 同 构 
的 ?为 

站 11 一 1 
和 1 A Cp 1Xp —1) 
7 Cprik— Lprit — IXPpRii—1) 

(p= Xp — ior — 3 


《文献 [551). 

先 需 引进 一 些 预备 知识 ， 

定义 1 # 阶 群 G 的 有 | 个 元 记 为 803 HI 3G33 "°° Hn-iy 使 a 
与 及 之 积 wet 一 a 的 编号 可 由 公式 es 十 PR《mod n) 得 以 
计算 Cp 为 与 间 克 天 均 无 关 )， 就 叫 C 为 编号 群 

对 编号 群 6, 可 将 求 元 4 与 a 的 积 ait 一 44 的 运算 转化 为 
用 公式 

ho Ci 十 pp (mod 2 (C1) 

定义 的 编号 之 运算 @ 来 代 换 ， 模 # 之 完全 剩余 系 Z。 关 于 运算 四 
显然 组 成 一 个 与 编号 群 @ 成 同 构 的 群 ， 今后, 凡 与 由 (1) 所 定义 的 
群 成 同 构 的 群 统统 叫做 编号 群 ， 于 是 求 阶 编号 群 之 互 不 同 构 的 
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个 数 ,是 与 适合 (1) 式 之 P( 了 以 模 二 言 ) 之 个 数 有 紧密 的 关系 .关系 
怎样 ,是 我 们 研究 的 中 心 . 
编号 群 的 例子 较 多 ， 例 如 有 限 循环 群 为 编号 群 ( 这 时 (17 中 
p 一 工 即 可 7) 又 三 次 对 称 群 为 一 个 6 阶 编号 群 (这 时 令 《17 中 p 一 
=—ls 参看 下 3 引 i 理 1 之 附注 1). 
引 理 1 设 H4G, HH 与 6/8H 和 循 环 ,; 且 《oC8),[G:H])= 
1 则 G 为 编写 如 
证 明 令 妃 一 {a}， 由 舒 尔 定理 知 如 = {4} 在 G 内 有 补 子 
群 , 即 G= (a,5}，G/H 之 {18}. 设 oC(a) 一 mn，o(2) 一 mm， 则 
ofG) 一 mpz， 且 G 之 元 唯一 地 写 为 s2 形 (x，y 分 别 跑 遍 2Z，， 
Z,)， 因 28ap-: 一 er, 故 
AaB « grb? mm qxtter pr ty (2) 
今 将 G 之 元 用 下 面 的 方法 编号 ;对 每 a*br€ G, 由 于 (mn) 二 
1 知 适 合 h 三 + (mod #) 与 4 三 y (mod mm) 的 是 唯一 的 《mod mn)， 
就 令 元 az 对 应 于 自然 数 1 即 给 a*8? 为 编号 下 的 元 , 即 令 4 二 
GxBp7。 显然 ， 当 4 一 az87 与 A a* bY” 不 同时 ， 易 证 彤 天 
hmod zz 下 G 与 Zu 间 有 1-1 对 应 4 axb7 .再 令 ! 二 arp 
A anbos 并 令 p 为 同 作 式 组 0 ,之 唯一 解 i ee 
则 因 26"ab” am 信和 本 1] (mod #)， 故 从 { med 
1 mm y, (modzm ) 
f ms xr; (mod 2 | 十 p 扰 亚 罗 十 rizass2 十 zy?it《mod 1), 
Ry (modm) Mi+t+phy+ ly 二 yy 《mod tm), 
于 是 若 令 heb sab artarviprty,， 则 大王 守 十 
PRCmod mn), 导语 i 四 上 轩 1 十 p 有 RCmod mx), 即 Zmo 关于 运算 
名 成 群 , 即 G 为 编号 群 ， 证 完 . 
附注 1 引 理 1 不 只 是 证 明了 具有 引 理 中 条 件 的 群 为 编号 
群 , 旦 从 证 法 者 尚 可 知 怎 样 使 群 之 元 编号 ， 即 引 理 ! 之 证 法 提供 了 
这 类 编号 群 的 如 何 编号 之 方法 。 例如 可: 中 有 LU:<G:, 及 (〈o(11)， 
{3:43]) = 一 1 故 从 了 一 {123 让 一 {ajy 4 二 (123) 及 /Us 二 
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{2}, 5 一 (12) 得 名 ;== {e 0 一 后 ， 之 六 个 元 为 1, 一 《123)3 人 一 
(132)，, 6 二 (12), ob 一 (23), ob = (13); 由 引 理 1 提供 的 方法 ， 
因 5o8 一 es 知 7 二 2; 又 由 一 1=2(mod3) 及 一 1= 1 (mod 2) 
可 知 取 。 二 一 1, 而 得 1、(123),《132), 《12)，(23),(13) 的 编号 
各 为 0, 4，2， 3，1，5。 

附注 2 编号 群 之 定义 中 有 它 的 特征 :所谓 ” 阶 篇 号 群 , 指 
的 是 Zu. 关于 运算 他 成 群 04 多 ks + pk (mod #), 当 i, KE ZZ 时 )、 
今 问 Z, 为 编号 群 之 2 具有 什么 特征 ?首先 , 当 Z 为 编号 群 时 , 因 * 握 
4 十 (mod z)， 故 1 一 (i 十 7)@Oh 坟 Pp! 三 pit" (mod #)、 特 取 i 二 0 
得 二 1 (mod a) 地 (p95) 一 1 地 p70 二 1 (mod ?2)， 又 【1 四 1 人 1 一 
18(181D)31+p+ ptr=1+p(1l+p) (mod 7)$ pot? (mod n) 
坊 0' 三 2 (mod w). 敬 # 阶 编号 群 Z, 中 的 4 满足 w=1, po 二 1 及 
Pr 二 Pp 《或 0! 三 1) (mod #) 之 关系 , 反之 , 凡 具 这 些 性 质 的 ?又 是 
以 使 2 关于 ,他 ks 十 ci (mod wn) 之 运算 四 可 成 编导 群 。 事实 
上 , p* 二 pp (mod m) 字 p "二 0" 三 二 p07 皇 pr sp (modn)， 于 是 
从 CDNB + oATit+o tr pj 十 pi(pr ) 搞 三 
十 Pitppolkh=it plitoR)=i+o (OK) iIOE) (mod x), 
知 结合 律 成 立 ， 了 又 0 多 ks0 十 5p 有 一 二 上 ph0 三 KO0 (mod #2) 之 0 
负 单 位 元 之 作用 。 最 后 , :@=itpk=0(mod #) 志 >A=0" (7 一 
ij(mod wx)， 帮 Zn 关于 i 你 =i 十 oo 区 (mod n) 之 运算 名 成 群 , 而 为 
一 编号 群 ， 故 得 : » 阶 群 为 编号 群 之 充 要 条 件 是 编号 之 运算 必 中 
的 2 (到 i1@h=iTpt (mod#)) 为 p" 二 1 (mod #) 及 pr 三 plmod 7). 
[注意 : pr?=1(mod x) 是 0" 三 1 《mod #) 的 必然 结果 .] 

附注 3 引 理 1 中 条 件 (o(8)，[6:H]) = 1 非常 重要 ,不 可 
省 ,否则 , G 有 为 非 编号 群 的 可 能 . 例如 G6 为 p? 阶 初等 交换 时 ,6G = 
{a xtb} 一 如 一 1 一 [2 若 p 二 2， 则 G6 之 四 个 元 可 令 为 
co 一 1，cls cay cs 且 不 论 《i 起 ) 为 《1，2， 3) 之 任何 排列 ， 恒 有 
ccf 一 cx 一 ciciy 并 对 每 大 言 常 有 所 一 1 一 co。 于是, 当 G 为 编号 
考 时 ,有 大 + po 钛 二 0 (mod 4)， 特 取 大 一 1 得 o+1ls=0(mod4) 或 
Pp 三 一 1 (mod 4); 反之 ，2 三 一 1 (mod 4) 只 六 兰 1《mod 4) 及 2 王 
plmod 4) 是 显然 的 ， 故 由 附注 2 知 6 为 编号 群 。 这 说 明了 4 二 2 
阶 初等 交换 车 确 为 编号 群 ( 取 0b 二 一 1 (moed 4))。 再 考虑 2 为 闸 玄 
数 , 若 G 为 编号 群 , 令 6 为 编号 上 之 元 ,由 于 域 1 一 必 及 


Ch 一 cplttoty 一 AK 一 cacheti+ph) = Ci 二 pspzty yc 
ml PR Cg 
不 得 不 有 1 十 十 二 p27) 宇 0{modp?); 但 办 {p,p)=1 
《附注 2), 故 若 令 号 最 小 自然 数 使 pt 三 t Cmod pg), 旭 *|lp 一 1)， 
因而 从 上 式 得 二 pe 十 十 p12 二 0 《mod pr); 于 是 令 p= 二 1+ 志 
时 :pi mm《1 十 幼 站 =1 十 mp {modp'), 小 有 1+p* 十 … 寺 OP- 
=] + (1+ip) + (1+2) + + (+ mi) sp+[l+ 
2+ + (Pp~—1)]ip=p+ -一 2 pri=p lmod pr) SL + oT+ 


232 天 0 《mod gr?); 上 二 个 过 相 矛盾 的 结果 说 明了 纪 认 初等 交 
换 群 不 能 为 编号 群 (> 是 奇 素数 时 )。 由 ”一 2 及 p 关 2 的 两 种 p* 阶 
初等 交换 群 为 例 说 明了 这 样 一 个 问题 : 明 上 <4G,H 与 G/B 绰 德 环 ， 
且 有 (ol(#8), [6G;H1)x1, 则 上 可 能 为 编号 群 , 也 可 能 不 为 编号 群 。， 
除 引 理 1 外 ,又 有 
引 理 2 设 G 汶 编号 登 ， 虽 G 必 有 -一 稍 环 正规 子 群 豆 停 二 
G/H 也 是 你 绝 , 轩 而 为 间 可 种群 
证 明 因 G 为 了 阶 编号 群 ， 故 = 个 元 可 编号 而 令 为 co= 1， 
cl ci co 使 得 ick ™— Ch 中 一 1CO% eer 十 pk (mod 1 ), 
但 p" 和 1 及 p? 唔 plmod #), 因而 pr 二 1 (modw). 若 令 m 是 最 
小 自然 数 使 or 加 1 (mod zn)， 则 必 有 mil(n, pCx))， 下 面 证 明 G 


中 节 个 元 素 cos cm czn， …*， “(a-)m 得 组 成 所 需要 的 正规 子 
群 忆 . 

事实 上 ， 令 ct :com = ci 时， = km Om km 十 ptr lm 
Cmod n), 青 利用 p* ee 1 《modn) 知 一 (多 十 1) mCmod #), 即 
Chm ”Cim 于 ca 瑟 为 子 群 ， 又 ct cin 一 CrDm Ch Com 
Ca Cm “3 Ch mm Cims BH {cm} 为 由 cm 生成 的 循环 群 .最 
后 ,cr ci， ef 一 ci ci Coriwn th 1hm Op (nC— i) = 
G+ piRm)Dp (nm i) i+ pihm t+ pt tm. pn 一 站 一 
i+ pkmt pp ni) mi pihm + sn—i 3 pikm (mod #)=> 
cicitacT coitm EH, 改 HYG,. KeoHe Heckn < 
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7 一 1 国光 i 二 pi km (mod pn) 一 | 1 (mod mm 大 cc 
cm 日 ;CoH 一 昌 是 G/B 之 汶 个 ( 即 全 部 ) 元 素 ; 且 (cH》 二 ccH 一 
craH, (cHP=acisH = Hy (OH) eotptpoT!* 
H= HCl1+p+P+t 二 ps0(modn)), 而 1,1++p， 
1 十 pe 十 px 1 二 po 十 只 十 :十 p 又 组 成 模 灵 之 完全 重 
余 系 〈…p 主 p (mod nn) 了 >m|(p 一 1 全 pa 汪 T(mod7))， 故 商 群 
G/H 之 7 个 元 为 ci 好， (oHy, Py Cen), Ca)” 王 五 ， 即 
G/H 一 {cH} 为 wz 阶 循环 群 ， 证 完 ， 

由 引 理 1 人 

事实 上 , C 之 西 洛 子 群 均 循 环 信 gs 二 [G, G] 及 G/G' 才 
是 循环 的 ， 且 (ol(G'), ol 0/0 )) 一 1 一 一 第 八 章 $3 定理 6。 故 
据 引 理 1 知 G 为 编号 群 ， 证 知 ， 

出 引 理 3 得 


证 明 (4,m) 亚 让 = ye 人 Cod 有 好 
mm [pn)) 字 mn, 但 (p,m) 一 1 不 能 保证 (jg， wn) 一 1]， 可 基 
能 令 # 一 Ar 使 (人 pm) 玫 1 以 及 i 含有 与 加 的 一 切 素 因 数 ， 
于 是 x 一 十 km 当然 满足 和 三 1 (mod mpg), 并 且 也 有 (x, 2) 一 
(pg 十 Rm, kim) 一 1 这 说 明了 我 们 总 可 以 适当 地 选 上 使 2X4 到 
lCmod m) 及 (p77) 于 1 都 成 并 . 

今 令 由 i@ 二 i 十 pCmodn) 及 i 里 i 十 p 议 (mod#) 所 
定义 的 两 个 > 阶 群 分 别 用 与 G, 表示 ， 并 在 6G 与 C: 的 元 业 间 建 
立 一 个 1-1 对 应 的 关系 i 全 i 式 中 记 宇 pi (mod m). 又 若 克 生 末 
Ri 则 [1 《mod z); 于 是 ， nOR) 2 十 p'R) 三 访 十 p'k 
(modn), H.pt sm pt pmodn)Tp’ = pt pi "pL (mod 4), 


故 有 EC) 十 1 十 pi Ri 《mod 力 )。 出 ] pli BE) 过 站 (mod #2)s 
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说 明了 i 二 zi 与 六 二 3 得 有 i184Gh， 即 6 之 GG 证 
完 ， 
附注 ” 引 理 4 中 条 件 Pp,==p* (inod >) 只 是 两 个 编号 群 为 同 构 
的 充分 条 件 , 非 必 要 条 件 。 例 如 分 别 由 i 名 《=i 十 六 (mod 9) 与 i 全 
三 f 十 4 站 《tod 9) 定义 的 两 个 9 阶 群 G 与 6, 同 构 ( 下 看 将 证 明 
之 ), 但 没有 4 使 (4,3) 二 1 及 本 圭 1(mod 9) 同时 成 立 . 
令 G 中 9 个 元 6 三 154449 所; 9 559 5 5 5 重新 排列 为 
这 样 的 次 序 , 如 4 5 cy si 34 9 49 5 使 它们 分 别 对 应 于 9 
有 阶 循 环 群 G 之 元 名 二 1c ery 9 Cy Cy eer cyy ori 一 ciyec = 


4), 易 知 6 与 6 由 下 表 所 示 为 同 构 的 ， 


Co Cr Fr Fa Ce C4 Ce Cy ce Sa Fy fs Sf 
fa Co pe Fy Ce Fy Ce Cr yl 
Ca Cs Ce fs Ce Cr Cy 9 S| fs Sy Se i 
Cy Se Cy Fe Cy Fe Hy fF Co ft HS SS 
ey | Ce Fs fe Ci FH fo CO) F353 4 
| Ce Fs Ce fr CE Co CL Ce 3 34 | Ba IE Se Se 2 So Sf) $1 fs 
cs Sy Ce tr a Co fr GG ho Se fe Of SS SS) fy 9 JS4 
cs fer CE Cy FC Cs C3 fo Cs Ss ; fe £7 1 So Sd 
by fr Ea Co Cy Ca Cs Co Cs | Ss oS Sg a eS 
] Ca ee Co Fs 9 fe Cs fe i 2 Sa ffs Sf 


现在 提出 这 桩 一 个 问题 ， 即 当 由 ;四 上 一 了 十 p 和 《mod na) 与 
1h i 十 p 克 (mod mn) 所 定义 的 二 姓 G 与 G, 同 构 时 ， 在 什么 条 
件 下 才 有 p 四 pmodn) 昵 ? 为 回答 这 问题 , 需 先 证 下 面 的 

引 理 5 设 ” 阶 编号 群 G 由 1@# aa :十 po 人 (mod n) 所 定义 ， 
mm 为 最 小 自然 数 停 om 一 1 (modn)， 则 当 (m; 三 ) 一 1 时 ，G 之 
每 循环 正规 子 群 或 与 妃 一 {mmy 2m，37 一 致 或 为 雯 的 子 属 . 
CH 为 G 之 循环 正规 于 群 可 参看 引 理 2 之 证 明 .》 

证 明 令 < 为 G 中 编号 姑 的 元 ， 则 尾 一 {o}， 若 G 之 其 循环 


正规 子 群 的 生成 元 EH, 则 由 ol8)jz 一 w， 全 中 (ms 三 ) 一 1 
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知 ol5) 一 tp 使 tlm 及 pj 他， 因 H4G 有 (oC(H), [6G:H1)= 


(三 ,mm) 一 1 故 从 3EB 得 2 闪 1; 再 令 c 一 br 因 ol5') 一 pg; 天 


bi1€EH; 由 (ps;4) 一 1 知 有 s;1 使 i 十 碎 二 1, 因 之 5 一 (6 
(B42) 守 c brEB, 但 以 =b4 二 1 €H, 故 若 7 过 4 使 ci=bri&H， 
则 因 站 是 之 最 低 次 军 使 EH9, 故 有 21ej 玉 217， 于 是 从 j<2 
必 有 i 一 0。 这 证 明了 cc cs ci 与 tw 工分 别 在 G 关 
于 天 的 不 同 陪 集 内 . 

因 {6} G0 ba = bg libria = br lea era—=ac!, 
故 日 与 cH 一 He') 有 公共 元 ca ac' 坟 eH -cH>e€ HH， 
因 之 据 上 面 一 段 得 21s 一 1D, 政 从 一 1>c 人 二 1 字 c* 一 cy 有 
ca 一 4 一 ac， 再 令 元 < 之 编号 为 *， 则 ac 之 编号 为 mw 多 + 圭 
jj 十 prr 三 0 十 r (mod#n), ca 之 编号 为 1r Om 于 7 十 p'm (modn)， 
因而 sc 一 ca 字 Hfpr 一 1) 二 0(modn)=p’ 一 i(mod 一 ). 又 p? 三 
过 pr”"! 1(mod 1)， 而 由 力 之 意义 可 知 ml(p 一 1), 即 p= 


Imod m) 之 p' 三 1 (mod m), 表 与 pp 1 (mod 三， 合并 得 pa 


1C(mod#), 因 之 mlr 字 c EH, 又 与 < 5rEH 矛盾 了 。 

引 理 5 因而 完全 获 征 ， . 

为 今后 叙述 简洁 ,引进 下 面 的 

定义 2 由 i@k mi+p 导 (mod 4) 定义 的 " 阶 编号 群 G 之 
p 叫做 6 之 基数 . 当 基 数 。 适合 引 理 5 之 夭 件 ( 即 mw 为 最 小 自然 
数 使 p” 一 1 (moda) 且 (ms 三 ) 一 1) 时 ， 叫 为 第 一 类 基 数 , 否 


1) 因 著 好! 为 上 之 最 低 次 署 使 BE 晶 (1<%), 网.0, 歼 ol) = or， 
因 之 令 5 二 4， 则 ot4) = 二 0; 而 4EH 才 0(4) 一 oo(E) 一 二 (yz 一 


1; 但 1 = 0]msr|lm, 故 再 与 C0, mm) = 1 合并 得 0 ==19 一 义 
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风 叫 为 第 二 交 的 , 
今 可 回答 引 理 5 前 面 提出 的 问题 , 即 
本 ey i@R i 二 p'Rk (mod 的 总 a 


a sp eo 0 


pe pi 三 p* re i 且 人 (2 一 二 ?4 是 最 小 自然 
数 使 pm 三 | (mod #). 
证 明 办 6 二 G1, 故 G 或 G, 之 元 均 有 两 种 编号 法 : 四 与 驴 ， 


由 引 理 2, 知 G 有 立 阶 循环 正规 子 群 万 以 及 有 二 阶 循环 正规 


子 群 Hi (m 是 最 小 自然 数 使 op 尘 1 《mod #))， 因 ?与 pi 都 是 
第 一 类 基数 ， 故 由 引 理 5 可 知 HSH 及 HEH3H= Hi>m= 
P11, 
属 编 号 六 鲍 之 编号 为 1 之 元 的 逆 元 的 编号 令 为 1"m?, 于 是 由 
i1@REi+p (modn) 1 Pl. (x 一 1) (mod nn), 故 1@m 人 名 
1m 二 pm (mod #). 但 属 四 之 编号 为 训 的 元 必 在 玉 内 , 故 对 编号 法 合 
言 得 知 这 元 有 编号 tm. 于 是 若 令 编号 I( 对 代言 ) 之 元 对 护 之 编号 
为 x， 则 其 逆 元 之 编号 ( 仍 对 久 言 ) 令 为 im?, 就 由 规则 0 二 gw"? 
宇 g 十 pf pm 《modn) 可 得 jp 人 ?二 pf 了 An 一 pmodw), 因 而 有 
ulmeae 玫 pfkm (mod n), 这 证 明了 在 编写 法 令 内 编号 为 pm 
的 元 在 编号 法 合 内 的 编号 是 prkm. 但 对 食 言 由 归纳 法 易 证 
em = mm Dm (modn), 


共 P 个 
而 对 合 言 又 确 有 
pikm = kmORmO. .Om (modn), 
i 


共生 个 
帮 pf 一 po {mod of 万 ) 一 2); 然而 内 PP 2 P， of Sp (mod #)> 
Pp 三 1=pi(modm) 克 包 一 1 中 plmodm), 因 之 由 (m， 卫 ) 一 1 
得 prf 二 plmod n), 再 据 加 之 意义 得 知 (p, mr) 二 1, 故 朋 1 使 44 寺 
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1 (mod m) 且 p* 于 pl* = p(nmod#)、5 引 理 5 获 证 ， 

有 了 这 些 引 理 ,可 证 下 面 的 

定理 1 设 =” 一刀 六 无 素 因 数 之 平方 ;+ 个 差 如一 1， 
p 一 1,…, p， 一 1 中 能 为 素数 p 和 了 之 个 各 人 全 从 这 7 个 


上 


和 


的 ( 超 eT 


psi—l (pli — 1Xphi— 1) 

1+ > | 2 (pi — 1Xp;— 1) 

(pra Dp 1MNp4 1) | 

和 (pi— 1)pi— 1X pr — 1) 

证 明 因 ” 阶 群 为 编号 群 45| 理 3 之 推论 )， 故 由 5@@8 人 证 
p'k (mod 1) 定义 其 元 之 编号 ， BG 中 天 个 元 Ro ly 43 02 "sy 
Io71 得 有 2st 呈 a4 中 有 二 i 十 pmod pz) 若 令 六 为 最 小 自然 
数 使 or 一 1 (mod a), 则 不 仅 有 mmjn， 且 由 = 之 意义 还 知道 (m， 


三 ) 一 1, 故 p 为 第 一 类 基数 。 于 是 固定 mm 以 后 , 据 引 理 4 与 6 可 


知 同一 个 # 阶 群 得 由 plm) 个 基数 所 决定 (mod *) 又 每 基数 e 
有 关系 式 p? 三 p (moda), 即 ec 二 1 (modn)， 不 得 不 有 pp 到 
Imod 关 )。 这 说 明了 凡 基 数 缘 满 足 
"1 (modn) 
+ 到 1 (modm) (3) 
xuasli(modn) 在 0 二 1 二 mw 时 
反之 , 若 4 为 《3) 之 一 解 , 则 由 吉 |# 与 a" 三 1《(mod a) 得 四 王 
1 {mod nn)】; 又 由 之 指数 为 mm (mod#) 及 x 三 1 (mod mm) 得 三 
](modn) 二 wr 三 a 《mod nn)， 于 是 4 可 为 使 +# 阶 群 成 编号 群 之 定义 
中 的 基数 。 
于 是 互 不 同 构 的 * 阶 群 之 个 数 等 于 (3) 之 解数 Na。 (mod ,) 陈 


以 wp(m)( 对 每 ml)， 即 等 于 > ， A 今后 的 问题 是 求 (3) 式 
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之 解数 N, (mod z)。 
设 x, 8 为 (3) 之 不 同 解 (a 二 (mod#n)), oa” 1(mod 0) 信 


w=1 (mad 也)， 同 理 p"=1 (mod 生 ). 尚 可 断 计 a 和 8 (mod 二 ) 
一 一 因为 从 a 二 1 三 f《(mod m) 而 假若 又 有 «= p (mod 三 )， 则 


必 有 a 二 p(mad | >， 三 | 一 的 缘故 ,又 a 与 8 之 指数 (mo 三 ) 


也 几 为 m: 事实 上 ,若菜 (0 之 4 之 m) 使 :1(mod 三 ), 则 从 
a 1 (modm)>a! = 1 (mod m), 可 和 Mat 1 (mo 一 : m=n) 
显 与 (3) 之 意义 相抵 。 故 (3) 之 解数 No。 (mod a) 不 多 于 

| (mod 三 ) 

2 mE Cod my C4) 

zi 于 1 (mod 世 ) 在 0<4 二 才 时 
之 解数 (mod 三 让 

反之 , 设 7 与 8 为 (4) 之 互 异 解 (7 竺 8 (mod 二)), 则 7 = 

1 二 3 (modm) 字 7"=| 圭 8” (mod m), 再 与 7” 寺 1 二 8" (ma 2) 
合并 而 利用 (m， ) 一 1 可 得 7” 二 1 后 (mod n); 且 Y 与 8 
对 模 去 之 指数 为 2 当然 也 说 明了 它们 对 模 w 之 指数 不 小 于 m, 因 
而 必 等 于 m, 又 7 和 9(mod 二 )> 7 拓 3(modn)， 这 又 证 明了 7 
与 3 为 (3) 之 瑟 蜡 的 解 。 于 是 (4) 之 解数 (mod 羡 ) 又 不 多 于 (3) 


® 看 和 2 em 


之 解数 No (mod n)， 
由 是 (3) 与 (4) 之 解数 相等 (前 者 对 模 w。 后 者 对 灾 二), 所 


以 我 们 所 要 解决 的 问题 转化 而 为 求 (4) 之 解数 (mod 三 ). 
因 (m, 名) 一 1 故 1* m+1， 2m 十 1,…*， 之 吉 十 1 为 模 - 
之 完全 系 , 于 必 (4) 之 解数 【mod 也 ) 可 限制 在 1m 十 1, 2m 十 1 
…, 训 信 十 1 中 去 取 ; 且 这 些 数 中 每 一 显然 = 1 (modm)， 故 条 

件 * = 1 (modm) 是 多 余 的 , 因 之 (4) 之 解数 (mod 之) 为 
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x” mm | (moa 二 
人 (5) 
x11 (mod = 在 0<% 过 mw 时 
之 解数 (mod 三)， 记 为 4(m; 了 ; 于 是 互 不 同 构 的 + 阶 群 之 个 
数 等 于 
y (m; pn (6) 
mn Pm) 
再 令 mw pipipt pis 二 一 pape'* po 
首先 证 明 ; 当 mm 一 mmz; (mis m3) 一 1 时, 则 必 有 
ee 


但 (ms 三) 与 (ms 三 ] 分 别 为 


2 rn2 
1) 需要 注意 的 是 ,(3) 之 解数 不 仅 等 于 C4) 之 解数 ,而 且 所 上 述 证 法 还 知道 (3),《4) 
的 解 是 一 致 的 ;但 不 能 说 (3)，《5) 的 解 一 致 ;只 能 说 乡 (mw; 之 ) 一 Nm。 


* iB3» 


一 一 一 一 -一 一 一 一 一 


粕 


(3) 
| (mad 也) 在 0< 一 和 时 
(mo 2) 


xs 1 (maa 三 ) 在 0<1 < mH 


之 解数 (mod 二 ) 事实 上 , 设 和 ij -入 与 mm 二 分 
别 为 (8) 与 (9) 之 一 切 解 (1 一 (ms; 生 )，s 一 上 (ms 三 ))， 对 
任 i, js 和 有 (355 一 (7 DPK a =1 (mod 二 ); 其 次 , 令 2 
表 模 六 的 既 约 剩余 类 群 , 则 因 ZY 中 元 ys 的 阶 分 别 为 mm 与 
mss 且 《zm my) 一 1 敬 o(yiz1) 一 吉 mm 一 功 ; 这 证 明了 每 yzi 为 
(5) 之 解 。 又 yaj = yar (mod 王 )>(yi21)* 二 (yasa)* (mo 三) 
> yy (ma 三 }。 同 理 27 一 a 人 (mad 二 )， 故 yi 
nod) 式 中 wim = 1 《mod mm) (i 窜 
i j= 112), My my Ss (mo 二】 , 不 得 不 有 :一 1， 


i 一 gk， 这 证 明了 st 个 yis; 是 (5) 之 互 异 的 解 , 故 必 有 由 (os 于】 > 
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加 (ms 二) ,由 (mo 三) 反之 , 因 至 中 元 ys………， yj 之 阶 为 
斩 s 且 《 秽 2 人 呈 1 故 9 yy 之 阶 也 皆 为 tm 又 
y7: = y7 (aa 三 ) ym 三 ym, (mod )2y=y (mod 三 )， 
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故 由 (re 一 (90m = 1 {mod 三 ) 得 知 和 838， YP 为 
(8) 中 :个 两 两 互 异 的 解 ， 因 之 以 整体 言 知 8" 3 32 与 
yj ,是 一 致 的 (mmod 三 ) 于 是 若 = 为 (5) 之 任 一 解 , 则 


| (mod >" 1 (mad el 2 中 xm 的 阶 为 mi 
这 表示 了 xm, 为 (8) 之 解 , 因 而 有 y=" (mod 对)> (70m 王 
1 (mo 二)>o(z?7) 一 im 又 《xz 本 1 (mod 三 ) 之 x' =}! 
(mod 了) 且 因 (mlCma m1) 一 1， 履 oY) 一 my 于 是 xm 
yi 1 (mod 王 )>m 一 mmlim 之 m4 天 结 果 必 有 1 一 po 


ol xy7!) = #3, 即 Xp 为 (9) 的 解 一 => 有 某 Sj 使 xyr! = Zi | + 
yizi (mod 三 ) 又 说 明了 (5) 之 任 一 解 必 为 # 个 yisy 中 的 某 一 ， 


故 又 证 得 由 (oa 王 ) 所 加 (ms; 三) "加 (ma, 三 ) (C7) 式 于 是 完 


全 获 证 
反复 利用 (7) 式 , 设 m = pibi** “pss 斯 有 : 


(ms 2)— (ps E) ops E)0 (ps 5) 


x?i mm 1 (mod 于 
xs 1 (mod 三 ) 在 0 过 4 过 py 时 0 
和 


因为 素数 , 故 (10) 之 解数 由 (PP; 也 应 为 
xm 1 (mo 三 一 和 po (11) 
之 非 当然 解 之 个 数 (x = 1 (mod 也 叫做 (11) 的 当然 解 )， 襄 
C11) 之 解数 (mod 蕊 ) 应 为 加 (ps 三 ) 十 1, 由 数论 知识 又 知 (11) 
的 解数 应 等 于 


xn se 1 《mod pe) (12) 


s+ 


zri=1|] (mod p»,) 
中 各 方程 之 解数 Has Hgs “" "> fo 的 乘积 ， BL 
(ar 民 ) + ] 一 力 cj8 * “Tle (13) 
然而 由 数论 知识 可 知 : 
ne = Bs 1) 时 ， re 
PK 二 1) 在 pit(ps 一 1) 时; 
a | 5 1) HY， 
” 人 旺 =1) 在 六 Ke 一 1) 时 ; 
总 之 ;如 令 徊 一 名 sy ng pj: op 时 (每 5 一 1 或 一 0) 
代 和 《13) 中 则 得 
y BS 荆 ) non me 一] 一 区 tptti 一 ] = plikes — 1, 


se 
多 (es 也 ) 《pt 


因 之 再 由 46) 式 可 知 互 不 同 构 的 = 阶 群 之 个 数 等 于 (逐次 地 证 严 为 
1, 再 为 一 素 因 数 ,再 为 二 素 因 数 之 积 ,…》 


» GHG *. 


Pi 


| 齐名 讲 mi 


nT 


Eid 
So) 1 十 3 bel > Cp pH = 1) 


mn Plm) fi pl a (pi— 1NXp— 1) 
i ph ACPI IN PRI TT) 
oe (fi— pi— pr ~ 1) 
定理 1 于 是 完全 获 证 . 
再 讨论 本 节 的 第 二 个 问题 ， 利 用 超 可 解 群 的 概念 研究 2p 阶 
群 (p 为 奇 素数 )。 . 


ol(G) 二 23p (p 奇 素 数 ) 一 > 6 可 解 一 > 有 4<G 使 [G:4] 一 
2 或 一 bp 当 [G:4] 一 pp，G 为 8 阶 群 被 放 阶 循环 的 扩张 ， 故 当 
p 较 大 时 ,讨论 过 于 复杂 困难 , 因 之 希望 [G:4] 一 2, 便于 使 讨论 
简单 .但 只 有 当 G 是 超 可 解 时 , 才能 保证 有 44G 使 [G6:4] 一 2 
《$ 1 定理 7), 为 此 ,今后 假定 p< 3, 7. 

因 ofG) 一 232 中 思拓 3 7， 故 (ps (2 一 1X2 一 1X23 一 
1))=1>G 有 西 洛 载 (43 定理 1)， 即 有 MG Ho(M)=p. 由 
于 :之 循环 性 及 G/M 之 圭 零 性 一 >>G 超 可 解 ($1 定理 13) 一 > 
有 A446 使 oC4) 一 2:p ($1 定理 7), 即 [G74] 一 2， 但 据 上 册 
第 四 章 $3 的 例 2, 知 4 只 能 十 下 列 五 型 : 

(1) A= {a}, 97 = 1; 

(1) A=i{a} Xx {6} xX {cc}, ao 一 天 一 cp 一 1 一 [yy2] 一 

[las c] = Lb, ce]; 

(1) A= {fab), ar= l= hb lab a !; 

(IV) A= {a,b}, af = 1, b= ar,b lab a!; 

(V) A= {a,b, cc}, a = lb bd! cb, 

co=bec,c tac eat, 但 R= 一 1 (mod p). 
《注意 : 仅 在 p 三 1(mod4) 时 , 才 出 现 (V).) 

先 讨论 (D， 这 时 ，G 一 fa gj， a 1, 8 一 a', gag 一 
2a"， 而 有 + 二 1(mod4p), 7 一 1)=0(mod4p)， 然 而 了 
1(mod 4 pP) 有 四 个 解 即 二 1, 一 1, 2p 十 1,2p 一 1(mod4p). 

在 + 孚 1《mod 48) 时 ,GG 交换 ; 因 G 已 有 4 阶 元 故 交 换 群 G 
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只 能 有 下 面 二 个 可 能 性 , 即 
(i) Go Zoi 
(ii) G2 ZX 2Z, xX Z,. 
在 r+ 三 一 1 (mod 4 pp) 时, 1 = 0 (mod2p)> 或 六 一 1 或 六 一 
a*?, 改 有 : 
(ii) Go {a, 8} af = 1 gpg, pg iag—=a!; Z(G)= {qt} 
为 2 阶 循环 ; 
(iy) Go= {a,g}, or = 1, go= qa, giag = 4!; Z(G)= 
{e2 为 2 阶 循环 
在 ra2p 十 1Cmod4p) 时 ,有 1 二 0 (mod2)=>1 = 2(2 十 
1 或 一 2 因素 二 xm 一 人 (modp) 有 解 x， 故 令 & 一 o 后 
有 G =— {a,8} a {a, gr 小 ， a ] ， gr dgi—avti, gat te za 
2 mr YY 
ED mT ow pm 
(v) Gl{a,g), fel, gO—1, gg =a; ZG)= 
{4) 为 2p 阶 循环 ; 
(vi) G=— {a gg} a mm 1, gr gt, glag attl; Z(G)= 
{a*) 为 2 p 阶 人 循环， 
在 r=2p 一 1(mod4p) 时 , ! 宇 0 (mod p), >g: = 1, a?, 
422 或 a ， 但 令 gr ~ sg 后 又 显然 有 G = {a, 8g}, 而 a 一 1， 


gi'ags 一 2 以 及 如 一 a8KB8 lag) = ot = , 


这 证 明了 G 只 有 两 个 可 能 性 , 即 
《vii) G= {0 gly a =1, 8 一 1，grlcg 一 4 !; Z(G) = 
{a} 为 4 阶 循环 ; 
(vi) G= {eg}l at = 1, 582 一 ap glag 一 az Z(G)= 
{a 为 4 阶 循环 . 
又 《ii 《iv)， (Ci CviiD, (viii》 中 2 阶 元 各 有 4p 十 1 
个 、1 个 ,5 个 、1 个 ,2p 十 1 个 、1 个, 说 明了 (十) 与 (iv) 不 局 
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构 ， (vy) 与 (vi) 不 同 构 ， 《vii) 与 (viii) 也 不 同 物 , 故 再 结合 中 心 米 
考虑 , 易 知 (一 (viii) 又 确 为 两 两 互 异 ( 即 互 不 同 构 ). 

再 讨论 (DD)， 这 时 , G 一 1a pcgly amb cfel1= 
[os 6]=[a, cl=[tb, ec], gr—=u(=utdic™), gizxg = x (Vx € A), 
oEA(A);, P= 1,w 一 因 A 一 (a, bc 中 阶 2 之 元 只 有 a， 
5b， ab 共 三 个 , 阶 了 之 元 为 c(i 一 1，2，……，p 一 1)， 故 由 o's 6"， 
c" 也 是 4 之 一 组 生成 元 ,不 得 不 有 


pg ag abs, ,1 

8 28 = ab’, 且 wy 是 s 0 (mod 2), 

. vy 
Eg ee (i 1, ‘pp), 

再 利用 o 一 oa 加 一 bi 一 < 得 : 


a tHe phat rv =g 全 十 如 z= 1 
w+ n=l1 
Et DH ma hb by mod 2 1 um 1 (mod p). 
2 | | ) 及 《 p) 
ct 5f2 十 2) 呈 0 


又 从 atb cm em = Haba br) cin 一 qttétprktvi cin JA: 
(4 一 1) 名 二 6l=s0 
HR 二 (2 lle ol Cm 2)， 
(i— I)m==0 《mod p), 
然而 由 ?=1 (mod p), 则 知 或 i = 一 1 (mod 六 之 m 到 0 (mod p)， 
或 i 三 1 Cmodp) 之 m 任意 ,又 人 十 p81 室 久 十 jx6 (mod 2) 之 
半 二 (mod2), 故 或 4 一 Jy 一 0 或 4 一 v= 1, 
当 i ms 一 1 (mod p) 时 , m 宇 0 (mod p). 


若 4 一 2 一 0, 则 从 | 名 | 半 0Cmod2) 知 4 一 8 一 1， 故 


?Cmod 2), 于 是 或 拓 一 wx 一 允 或 8 一 # 一 1 但 在 玉 一 他 
时 :, 令 8 0 易 风 G 一 {a, ce， g}={4, bs cs Bij， 号 有 如 一 
gg2(g~ieg) 一 0 一 1 及 gilag = b, gle dg eb 6, 
这 说 明了 一 7 = 1 可 转化 为 *= 1 一 0, 即 得 

(人 ix) G = {a, 6, ¢, g), a=D=e?=1=[a, 1] = [a, cl1= 
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-一 一 一 


[5, cl,g’=1, gag—b, gbg— a g cg es; 
ZCG) 二 {a8}) 为 2 阶 循环 . 
范 14 一 2 一 1, 则 za 三 0 (mod 2)， 改 或 一 0 5 一 1， 或 
Kk 一 1,6 一 0, 或 py 一 0 8， 共 三 种 情况 ， 由 于 元 4，,5 在 G 内 
地 位 之 对 称 性 可 知 上 一 0 5 一 1 与 4 一 1 8 一 0 给 出 周一 群 , 因 
之 只 需 研究 & 一 0:8 一 1 与 4 一 3 一 0 这 二 区 
然而 在 kz 一 3 一 0 时 ,大 与 上 可 任意 ,由 是 gag 一 4228 一 
bg cg 一 c!1, 而 ?一 1, 4,5 或 a8 共 四 种 可 能 ;由 于 4,5 在 6 
内 对 称 性 可 知 g? 二 a 与 g? 一 这 二 款 无 本 质 上 的 差异 .又 在 二 
ab 时 令 a 一 ab 后 则 知 4 一 fa} X {6} XxX {ec} 一 {a} Xx {2) xX 
{中 二 1, gg? 一 4b 一 m1， 故 结果 内 有 下 面 二 个 可 能 类 型 : 
(x) Go= {4 b,c, 8), a:—=b ct—1l~—[a, bl=[a,¢]= 
[b,c], gr 1, gicg— ee! gag a sg bg b; 
Z(G) 一 {a} X {8} 为 4 阶 初等 交换 . 

(xi G= {a,b, es ge}, 0 一 由 一 cf 一 1 一 [ob 一 Ta， 
c] = [8, c]，8 =ab (或 ,bg 'cg=e 1 8 1198 一 
2 8 bg 一 人 2ZCG) 一 {ayX{f5 为 4 阶 初 等 交换 . 

至 于 在 4 一 0, 6 一 1 时 ,就 有 g 'ng 一 4a, g ‘bg 一 ab, 8 cg 一 
c1 及 gr 一 a 《 因 这 时 从 (4 一 1 十 1 三 0 (mod 2) 得 1 
0(mod 2))》， 改 中 一 1 或 一 a， 然而 在 上 二 a 时 令 81 一 如， 有 
Go= {a, zs cg8} = {2s 2 Ci Bi}, 且 8 一 1 以 及 giag1l— 4, 
287'bg1 一 4b, giicgi 一 < 这 说 明了 二 a 可 转化 为 搬 一 1 来 涝 
虚 . 可 是 在 下 1 时令 Qi 二 92 又 得 到 G = {a, b,c， g} {qs 
5、c，g} 而 有 定义 关系 : 

dp cl= [a b= [a c= [sb, cl,e := 1, 

8 cg el 8 qag™ bg bg™ a 
即 G 变 成 了 (ix) 型 . 

总 之 ,在 i 号 一 1 (mod p) 时 ,至 多 有 三 型 如 (ix), (x), (xi). 

再 过 论 i 1 《mod p)，。 仍 应 分 1 一 0 一 > 及 1 一 1 一 ?两 
款 . 1 一 和 一 时 一 > 一 3 一 1 二 王 上 (mod2) 一 或 大 一 ?一 1 
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或 一 1 一 0, 故 g2 一 ec" 或 abe”, gg 一 BT8 a, BT1c8 一 
C3 于 是 令 g, 二 ac’*g 后 , 显 有 6 一 {a, bcs 8 一 {a， b,c g1}, 
使 gilagy 一 ,gi'b81 一 4 gicg CT 

Se re 一 cm 时 ) 
人 emt (Wg: = gabe™ 时 六 
且 对 某 一 m, 当 z 人 路 遍 Z， 时 2x 十 头 亦 跑 遍 Z。， 故 慎 有 * 使 六 十 
2x 于 0 (modp), 即 在 8 一 abe” 时 可 选 负 使 好 一 1， 而 在 8g 二 
c” 时 若 直 接 令 gi 一 ce 亦 知 8g 一 1。 总 之 ,得 适当 地 选 8 使 6 二 
{a, b,c,， g}， 具有 : 

a= bc?eel=[a,b]l=[a, cl [b,c], ,eo= 1, 
g ag bg dog— a sg ge, 

这 时 再 令 g' 一 acg 《Gg 一 abe’, 涂 人 队 olab)=2, ote) 一 p 
以 及 [ab 0 一 1 得 oCa6e) 一 2p>olg") 一 22， 故 olg)= 
olg”). (2, olg)) 一 2p* (2, olg' ))， 但 易 知 8 一 acg 福 8 之 
奇 次 宪 必 含 g， 好 olg’) 一 偶数 ， 故 ofg = 4p; 说 明了 G 有 
4 阶 的 元 史 ， 因 之 [G:{g1] 一 2>{g 4G， 即 G 有 4p 脐 循环 
正规 子 群 ,而 转化 为 (DD) 款 。 

所 以 在 i 和 =e 1 (mod p) 时 ， 只 需 研究 1 一 1 一 >， 于 是 如 前 所 
述 知 这 时 只 考 虎 4 一 0, 5 一 1 及 4 一 0 一 6 两 种 现象 ， 

在 xz 一 0;,3 一 1 时 > ! 一 0 任意 ，G 一 {a pc 8g} 中 全 一 
blsm cfaa l= a,b] La, c]—[b, c],g opg 一 28 05 一 40， 
gig cs p=atc"; 再 令 gi 二 qb'r’g, 又 有 G2= {a,b,c, gp}, 
仍 具 gilogi 一 a, gi'bgi 一 ab, grim ce, Mg atvetm, 于 
是 选 上 使 下 十 四 0(nod2) 并 选 使 2x 十 为 泗 0 《medp)， 则 
好 一 1。 这 说 明了 可 适当 地 选 G 之 元 8 使 中 一 1 故 再 令 8 一 
pe 得 g” 一 ae, 故 从 ofac) 一 2p， 因 而 同 前 述 又 知 okg) 一 
偶数 ; 由 是 得 oCg) 一 4p， 即 G 有 4P 阶 元 随 而 有 4 阶 循环 正规 
子 群 ,又 回 到 了 (1) 款 ， 

所 以 只 考虑 jx 一 8 一 0>k,! 周 任 意 字 6G 一 {4,8, <， 8 
gm ctl as pb] 一 [uc 一 [pc]，8 lag=ag 1828 一 
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bg cg 一 cg 一 atb'e"m, 间 G 是 交换 群 ， 这 时 由 于 (ae 多 cg 一 
atbientz 可 知 G 中 元 素 之 阶 最 大 的 是 4p 或 2p， 因而 G 可 能 为 (D 
款 内 之 〈i) 型 外 尚 有 下 型: 
《xii) G= {a}l XXXfexfgh 人 2 一 六 一 由 一 上 一 
1 一 ioey 2 一 [eic 一 [eg] 一 [2 cl 一 [2 58] 一 
[ce, gl}. 
由 于 (ix) 一 《xii) 均 无 4p 阶 元 ， 故 它们 都 与 《iD 一 (vi 证 ) 型 不 
同 。 叉 《ix), (x), (xi) 型 中 2 阶 元 各 有 2 捕 十 3 个 ,4 钞 十 3 个 ,3 
个 : 故 〔iz) 一 (xii) 互 不 同 构 。 因 之 (i) 一 (xii) 型 确 两 两 互 不 同 构 ， 
再 讨论 (I)。 因 4 二 {a6} a? 一 1 一 bb iab a!, 
波 G= (a;5, 8g) 中 还 有 givg 二 a， gp 一 b", ot A(A), 
4 pg wg = #， 因 4 二 {a} 十 {fab 中 属 干 陪 集 {aj 
之 元 的 阶 均 为 2, 故 4 中 2p 阶 元 全 在 {a} 内 ,于 是 必 有 
&£ ‘ag(=a") 一 24， (RK, 27) 一 1， 
g be(=b°) 一 qib, 
En i 
a 《8 一 4# 一 4 时 ) 


> 3 
a ltl(gr rab 时 ) 全 


但 sat 一 832 有 Wiay = { 


| 1 (sg = a 时 ) 
一 1 (gr 一 sb 时 ) 


3(mod 4) 时 又 有 (二 !) 一 一 1, 干 是 只 能 是 一! 形 ; 然而 在 p= 


《mod 2p); 且 三 3 或 1(mod4), 而 在 p 王 


imod 4) 时 ，g? 一 aq! 区 a% 均 有 可 能 ， 为 简单 计 ， 先 讨论 p 吴 
3(mod 4)， 由 是 包 玫 a1, 尼 耐 1 (mod2p), 友 这 土 ] (mod 2p), 并 
gg8 一 4 或 4s! 但 在 gag 二 4 ! 时 令 gi 二 bg 后 就 有 G = {4， 
bs g) cy {a, ;， gi}s 而 

g1 481 = 4) 

gi'bgs 一 845》 

gl = -+th), 


说 明了 可 将 圭一 1《mod 2p) 转化 为 禄 时 1 《mod 2p), 即 可 令 6G 二 


* 692* 


{fas5 gl 使 地 一 工 一 天 blab = aTl, glag oo dy 8g Dg = dpb, 
好 一 0 一 zx) 于 是 再 由 2 一 'bw 可 得 28 4 之 4 十 + 二 
0(mod p). 

若 * 是 奇数 ， 则 o lg) 一 22 《ps 时 ) 或 一 2 《pls 时 )， 故 
olg) 一 4p (ps 时 ) 或 = 4(p1s 时 ), 但 由 ol(g) 一 4 人 《1 时 ) 则 从 
ga 一 2 及 of 一 户 可 知 o(ag) 一 4p 总之, 当 s 为 青 数 时 ,G 
人 恒 有 4p 阶 元 ,又 回 到 了 (I) 款 ， 

于 是 只 研究 * 为 偶数 : s 一 24， 当 pls 时 ,一 1， 当 pts 
时 : 选 如 使 ax 至 工 《mod p), 且 可 令 x 为 亲 数 { 因 x 与 p+ x 中 
必 有 一 是 奇数 ), 故 再 由 《5 二 pr 写 1(modp) 及 5s 与 54 十 pp 中 
有 一 是 奇数 ,可 知 有 青 数 * 使 得 xx, 二 1 (mod yp), 因 之 (x, 2p) 二 
1, 妆 令 41 一 时 , 则 GG 开 fay bg} 中 a= l= bab 一 
aTly pg lag = G98 bp (ab) m aatib, gC ee 0 sm Gis ee ft 
ca) 一 总 之 , 当 :为 个 数 时 ,可 限制 为 一 0 与 一 2， 亦 即 
G= {a,6b, g}s a = biab a!, g 8 一 058 be 一 
ai 89 一 1 或 一 4 

然而 在 中 一 妈 时 有 ge 一 a?-!， 政令 = g? 一 af-ig 后 又 
有 G 一 {e， &, 8 ， 其 中 BT 一 好 9? gi bg Se GZ gi=1 » 说 明 
了 := 一 2 的 情况 也 可 转化 为 *= 一 0, 即 恒 可 限制 为 gr 一 1， 于 是 再 
从 gg 一 4 到 得 所 一 下 2 了 mg lab)g=ab tm 0(Cmod p), 
改 7 一 4 或 一 p, 即 

(1 Go= {4a, 5, g}, ef = 1 = 6, blab at, gr 1, 
或 pg iag™— dsp bp mb; 

(2) Go= {a, 5 g}, Pe lob, bigbher dl, gl1, 
giag= ag by arb, 
当 (1)》 为 真 对 ， 令 21 a?, d= es 则 dm Add CG 
{a, 2， g} Da {qs dz 2， g}, 即 G 一 {g， G1? ay 6b} 而 臭 定义 关系 : 
Fo=d—1l= [ga]l=[g, 0] = [a 4], 1, 
blab = arlyb nb = gb labd = a 
好 《17 之 G 恰 与 (x) 型 完全 一 致 (将 这 里 的 gms 493， 2 分 别 团 做 
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(x) 型 中 的 ay 5, c，8). 

当 C2》 为 真 时 , 仍 令 4 二 of; 4; 二 477, 则 G 一 {a,5,8} ee 
{ as dzs bs g}={ag, fs azb} 但， Bb» A23 b}, 式 中 A= dfs 币 
具 定 义 关系 : 天 一 人 一 a 一 1 一 [4 g] = [#, 42] 一 [g， 0z]， 
1 bh pb ba 呈 47!1， 恰 与 (ix) 型 完全 一 
致 (将 这 里 的 A， £2 Ca25 2 分 别 看 做 (ix) 型 中 的 gs by ts £7). 

总 之 ,说 明了 在 p 二 3《mod 1) 时 ,除了 上 已 讲述 过 的 Ci) 一 (xii》 
型 外 ， 不 会 再 产生 新 的 群 . 故 需 探索 的 是 p 于 1 (mod 43， 这 时 


由 于 全 一 1 知已 = 一 1(mod 2p) 确 有 解 , 因而 这 时 可 能 己 一 


a 也 可 能 g? 一 ab。 在 g* 一 a! 时 ， 与 出 在 上 面 讨论 过 了 的 完全 

一 样 , 不 会 青 有 新 的 群 。 但 在 g 二 x6 时, 怀 娄 一 1 《mod 2p) 有 

二 解 , 形 令 一 a 就 有 G = {a，6,g} 一 {4 如 sg1, 其 中 

a = 1 = bi, bilab, = GT gE lag= at,g ihe— at-Detlg), 

. gp? = bi, 

这 说 明了 可 以 限制 为 :一 0, 换言之 有 G 一 {4a,5,g} 使 

a ml bb lab sm gl, gpg lag ww at, g bg—=alb, gr=b(=u), 

但 吓 二 一 1 (mod 22). 再 利用 wz 一 gg 一 # 又 知 4 三 0 (mod2p)， 

故 g ng = aot,g bg 一 5g 一 上 式 中 妨 一 1 (mod 2p). 然而 

中 之 一 1(mod 22) 之 二 解 所 ,外 有 关系 式 大 十 生 喇 0《mod2p)， 

故 从 gag 一 a 人 而 令 gy 二 5g 后 就 有 CG 一 {a,6,g} 一 {a5, ph)， 

具 定 义 关系 griagi = er, gribg 0 人 一 0。 这 说 明了 妨 四 

一 1(mod 2p) 之 二 解 对 群 G 无 关 , 即 二 解 次 定 G 之 唯一 型 ,而 为 
(xiii) Go {a bg oP = 1 bb lab md!, gag 二 

at, gbg = bg =6b, 人 但凡 二 一 1《mod2p), 而 Pp 三 
1 (mod 4). 

且 易 验证 ZCG) 一 {a?} 为 二 阶 循环 。 但 (x 说) 型 中 阶 2 之 元 有 

2p 十 工 个 ,与 ( 直 )， Giv), (x) 型 中 2 阶 元 之 个 数 均 不 同 ， 晶 然 它 

们 的 中 心 都 是 2 阶 循环 的 . 因 之 ;在 训 = 1(mod 47) 时 ,还 有 (xiii) 

型 之 一 新 群 
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下 讨论 (VD 4 二 {fas Bb}, a 一 1, = ar, blab = al. 
这 时 G 一 {4,8, g}， 尚 有 gvg 一 0, gbg 一 56 gE A(A), 
gE A, 月 ww 一 giug 一 ww， 出 于 4 之 陪 集 {a5 中 每 元 的 阶 为 

gagl—=a) = at, (XK, 2p) = 1, 
4 之 gbet =2°) = ab, 
go—#) 一 4a! 或 二 ab， 


又 
2 己 i a 《8 = a 时 》 
(gr a 时) 


I 
La Cmed 41) x yp BRt), 
故 在 p 二 3 (mod 4 ) 时 只 能 是 gg 二 4: 字 忆 二 1 (mod2p) 祝 万 于 
士 1(mod 2p). 但 从 大 兰 一 1 (mod 25 即 gog 一 ea 令 名 一 bg 后 
得 G 一 {ay pg 一 1Tay bs, 8 8ilcgi = os 8TBg mm 0a, gi = 
et 这 说 明了 不 拓 一 1(mod 2p) 可 转化 为 不 号 1 (mad 2p)， 
即 可 适当 地 选 8 使 G= {a, 65, g),， gliag 一 2，8T168 = ab, 


g2 TE a 


. pls>o(g) ~ 4p; i a 
当 为 奇数 时 ， 人 | os) 一 4%oC wi) 一 4p; 说 明了 全 


有 4p 阶 元 , 回 到 了 (1) 款 。 故 只 需 研究 :为 偶数 这 时 着 p| 一 ， 
则 F 一 1; 荐 名 二 , 选 坟 使 坏 = 1(mod p)， 且 可 令吉 是 奇数 
(与 二 入 必 有 一 为 奇 ), 于 是 再 损 ( 并 十 2) alCmod p) 以 
及 3 与 十 p 中 有 一 为 柯 , 可 知 有 奇数 * 使 xx, 到 1Cmod p), 故 
zxi 号 上 (mod 2p)， 于 是 再 令 aa 一 oz 后 ;有 G 一 {ab 6， g}, a 一 1， 


p= a 《一 at ms a? ), biab -ps Ql!s g ing = hl» g'bg cir2 
2 37 i 6 人 a pd 2 a’ ), 总 之 ;说 明了 区 为 个 数 时 ， 
9 看 95 


CS- 
8 A 1 


只 需 探 索 * 一 0 与 5 一 2;, 即 G 一 {ep 8 中 性 一 1 天 一 人 
biab = a glagmas gibg = 4b gr 一 1 或 =2， 但 在 p= 
时 gr 一 at 故 令 忆 一 9g? 一 afTig， 又 有 G 一 {4,5, 1} 使 得 
导 一 aDg? 一 a 二 1, 又 说 明了 s 一 2 可 转化 为 用 :一 0 去 蔡 
代 , 这 就 是 说 能 设 6G 二 {a,5,g} 中 a 二 1 于 a? Baba， 
gdp 一 4,g'bg 一 a, 8 一 1 由 是 再 利用 2 一 sx 得 aa0 一 
2 即 2 三 0《mod p), 因而 有 下 面 二 个 可 能 : 

(1)’: giagmasg bp—=b,g = 1; 

(2)": grag asg bg— a bg 1. 

再 令 一 oem 一 atf 则 2 一 ao， 因 之 G 一 [ao 5 8 一 
{qm 上 gj 一 fear az bs 8 一 1 az pg ， 式 中 万 一 aag。 

若 (1) 成立: 改写 G 一 {4#，g， 42， 8 上 后, 有 定义 关系 : 大 一 
ra?—1= [kh,g] = [h,a] = [g, 02], 天 一 828， 2 62 一 0， 
5 195 一 607igb 一 g， 恰 与 (xi) 一 致 4 把 4，g，2， 2 分 别 看 做 那 
里 的 a， b,c, g), 

若 《2》 刀 成 立 , 令 太一 旷 后 又 有 G 一 18 035} 一 {hg， 
R23 b.}, 其 定义 关系 是 : Ea asm 1] [kh, gl 一 [请 az] 一 
[gs 931s 型 一 1, BT hb = gs brigb = bh, bd 07', 说 明了 6 
与 (jx) 型 一 致 , 

总 之 ,在 p 于 3 (mod 4) 时 ， 除 上 述 的 (i) 一 (xii) 外、 款 (IV) 
也 不 会 再 给 出 新 的 群 . 

可 是 ， 在 pp = 1 (mod 4) 时 尚 需 研 究 如 三 一 1 《mod 2z2)， 即 
有 一 4， 这 时 ， Kk 至 一 1 (mod 2p) 有 二 解 > 2» 于 是 友 十 大 三 
0(mod 2p). 车 gag 一 ok 令 和 一 上 站 后 又 有 G 一 (ay 8g} 一 
{ay 2， gi}, 其 中 Biappatt, gr bg = ab, gi 一 ez， 这 无 
异乎 是 说 她 号 一 1 (mod 2p) 之 二 解 和 入 决定 同一 型 , 故 没 有 必 
要 区 分 或 已， 然而 令 责 一 后 又 有 G 王 人 pg 一 [ay5 
gl a 2 1, bt gt, bilab—a ly, g ‘ag—=at, g 一 
参 一 访 ， 又 说 明了 可 不 失 一 般 竹 能 令 一 0; 于 是 再 由 #7 一 4 一 
8 bb 可知 g bg 于 站 14 一 0, 因而 引 有 
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(xiv) Go= fa, b, g}, a =l, =a, blab ee gl, glag 一 
at,g bg bg 但 如 二 一 1(mod2p), 而 三 
1 (mod 4)，Z(CG) 二 {e+} 为 二 阶 循环 . 
但 (xiv) 中 2 阶 元 仅 一 个 而 无 4p 阶 元 , 玻 《xiy) 与 (i, (ix), (xii) 
不 同 构 且 与 (iy) 亦 不 同 构 , 因 之 (i) 一 (xiv) 崩 两 两 互 不 同 构 . 

最 后 讨论 (V)， 这 时 当然 是 p= 1(mod4) 时 ,而 4 = {4， 
5，c} 具 定 义 关 系 4a? 号 = 二 1,b lab 一 a 's 全 一 六 che 一 六 
clgc 一 qt, 但 记 开 一 1 (modp); 于 是 6 一 fosb cy gj 中 尚 有 

plag 下 如 

g bg™ b° | OeE AC(A), gr =—=u = abierE A, WH = #. 

g cg i er 
但 i=0,1;mw=0,1;:=0,1,2,.*:*,p—1. 

因 4 一 {a} 十 {6)5 十 {a}e 寺 {ajbec 中 凡 属 于 陪 集 {a16 之 
元 的 阶 为 2, 而 属 {ajc 及 {ebe 之 元 均 有 阶 4, 故 有 

g lag(=a)— ailie 1 2,..*,p— 1), 
Ee ls, 
geg( 二 c") 于 are 或 abe. 
然而 carbec 地 eg tointbc=(e) ae => = 
cb labe = og i 二 4 让 访 刘 二 0 《mod p), 不 可 。 故 只 能 是 
pg ‘cg(=c") are, 
ag ag ua cmb iabien=e nar emg ri" > 
Fm ( 一 1)e (modp)， 故 加 一 1 (一 DMim 儿 一 1= 
六 ss 1 (mod p)> 2 内 o( 门 一 8 之 81(p 一 1)， 因而 在 p= 
5Cmod 8) 时 不 可 能 有 mw 一 1, 故 只 能 是 mw 号 0。 为 简单 计 , 先 讨论 
ps5 (mod8), 

肢 优 定 了 pp 于 5 (mod 8) 之 一 0 之 壮丁 《一 [If (mod p)> 

ss 1(modzp) 字 1 之 4 次 宪 为 Zy 之 单位 元 ;而 Z8 为 2 一 1 阶 循 
环 群 这 Z# 中 4 次 罕 为 单位 元 的 元 之 个 数 丛 等 于 4， 且 优 } 又 是 
Z# 之 唯一 的 一 个 4 阶 子 群 、 故 必 有 整数 + 使 i 曙 玉 (mod p)。 再 
令 : 合 + 十 :二 0 Cmod 4), 并 令 Bi Cg; 则 CC 一 tc,2， cg 一 
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{a, b,c¢， 8 具 定 义 关 系 : 
gr = 1 = bib = al, bc bem b,c lac we at, 
但 妨 圭 一 1 (mod p) 
与 
griag( =at qt") 4 gi'bgr ab, gilcgs = arc, 且 有 
2 本 cg g te!'g) sn ciatb(are 六 eraib!esarkltkt. th 
PE cle sale oartdtht. th) = Piagtk bbirgrittkt tt) 
aD ea 
别 j 好 = a'b! 形 . 这 说 明了 可 适当 地 选 8 使 G 一 {a; b,c 9} 中 除 
已 有 的 。, 5 ec 闻 之 关系 外 尚 有 
gliag=a,g bg = ab, gicg 一 arc 及 oN =u) = ab 
然而 4 二 ?og 一 wlaw 一 ab = ae( 一 1) = 1(modp)> 
7 一 0 全 所 一 4 再 令 g = gy 但 2* 十 ! 二 0(mod py), 则 G= {a， 
,cc，,g), 而 有 
8 ag adsg bg a 
这 是 说 又 可 适当 地 选 8 使 
glag= dg bp ab,g cg— arr, pg = 1. 
这 样 作 了 以 后 ,再 利用 g "(g™'bg)g 一 5 得 bg eb) 二 a5> 
4=0(modp)> gbg 一 六 由 是 六 一 8 bg = bw 《cz)12cco 一 
cr1gr48guc 一 22 友信 KE0KCmod p)> gricg 一 ec 改 G 一 fa:psce gl 
中 a= l= biab ee a lc = b,c be 六 criac = at [但 
Rl (modp)],g lag ~ a g dem bg cg es gl. 并 
注意 万 可 取 为 奇数 […(p 一 本 写 室 一 1 (modz)]， 改 总 三 
一 1 (mod 2p)， 政 再 邻 a ag 之 0(a) 二 2p, 而 8g 二 8g' 8g 1 一 
gr = arg?f af 下 MGe {ab cs gl = {a bt 8} = {as b,c} 
而 具 定义 关系 : 
qr = | by Blab a 0 CAC eat, CoC = b,c b, 
邑 这 GG 恰 与 (xi) 型 一 致 《 将 这 里 a1,5,c 分 别 看 做 (xiii) 中 的 
a，5,8)、 这 也 是 说 在 p 二 1《mod4) 了 时 如 出 现 p 三 5(《mod 8), 就 
不 再 有 新 群 产生 ， 
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二 是 只 剩 下 p 宇 1 (mod 4) 中 p 二 1 《mod 8) 需 探 索 ， 这 时 

一 airer 而 mm 二 0 时 同上 述 一 样 不 会 产生 新 的 群 ， 故 只 
考虑 m 一 1, 即 G={a, 6 ec, ga 一 天 一 1，0 5 一 41 
6 mm 态 ， Che 加 页 ，cTI6c we at [ki —] (modp)], g ag— ai 
i= 1,2, *, PP—1), gbe— alb, gcg™ arc, gO— a'b'e 
(t=0,1,.… ,pC—1;i= 0,1). 

下 分 1 一 0 与 1= 1. 

先 讨 论 1 一 0. 这 时 g* 一 ac, 六 二 一 1, 六 本 1 (modp)， 因 
dg gd (modp)， 且 在 ZY》 内 
0(1) 一 8 于 试 半 1(modp) 字 (一 斌 )xY 十 zo 0 (modp) 有 解 
xz， 于 是 令 员 一 ar 时 有 G 一 ay ayc,g 一 fab cfg， 式 中 
时 一 cy pilags = dl pihbgs we ath piegs 一 aerirctoc， 说 朋 
可 适当 选 G 一 {a, 6。， c,g} 中 的 8 使 一 cg lag 一 ea ， 并 有 
8 be abRg cy ee arc 形 ， 

青 从 ww 一 ww 地 gicg 一 5 得 je 0(modp); 又 由 加 一 (《c7 闻 演 
4 一 0 一 上 访 4 三 0(modp),， 玻 G 一 {as，5b，,c， 8g} 中 除 4， 86, 
间 之 关系 外 尚 有 

0 一 14) 

于 是 待 决定 的 是 ;， 因 在 23 中 oi) 一 8, 故 {让 是 23 中 唯 
一 的 一 个 8 阶 子 群 ， 因 而 Z* 中 8 阶 元 仅 总 启 , 站 ;六 共 四 个 ， 即 
《14) 中 之 可取 为 六 Pi PP 即 giog 一 4 或 二 er, 或 一 a， 
或 一 of. 

然而 在 gag = 4af 时 ， 若 令 ga = ger Cae 1,2,3)， 则 有 
Ge {a,b cs gl = {fas by es ga}, MM gilbga bs gaitga— ¢, 
下 一 ct 以 及 gilage 一 a 一 a 《2a 十 1 一 3,5,7 分 别 由 
a 一 1 ,2, 3 识 定 ).。 当 ae 一 2 时 ,G 一 [pcypg 中 腊 一 < 一 
5; 当 a 一 1 或 3 时 ,由 于 G 一 {e, gc goj( 但 cc 一 0 中 全 一 
到 一 1，BP 8 一 0 clrm pb, ceilbey me by, cilaci we a [一 三， 
B— (RF=—l(modp)], 要 一 co gilage = 4", gi'bga = b, 
ga Cla™ Cl 而 与 (C14) 全 同 ( 以 cj 代 c， WM go 代 g), 只 是 换 为 
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加， 这 说 明了 《14) 中 :怎样 变化 无 关 紧 要 , 只 要 它 的 阶 ( 在 23 
内 ) 等 于 8 就 行 。 也 是 说 G 之 型 唯一 , 即 
(xr) Go= {a,b c, gs a bi ,biabma l,i b, 
Cbe em b,c larc = at i R=! (mod p), 上 且 外 = ， 
pg be—=b,g gm ec sp lag™ a 人 iml1 (modp) 
而 7 二 一 1 《mod p)， 注 意 这 时 p 于 1 (mod 8)， 
易 证 Z(G) = 1, 履 (i) 一 (xv) 均 两 两 互 不 同 构 ， 
简 下 的 仅 是 m 一 1 时 ?= 1 的 情况 需 探索 , 即 G = {4, 5, ¢， 
g} 中 ef= B= 1, blab = al, cb, che = b,c lac—= at 
[二 1l(modp)],g log = a(t=1, ,pp—1), pg Ve=a'd, 
Eg eg ac ,gabe (t= 0,1,...,p— 1). 
注意 a 一 ga co labe — a tr es 一 Xz, 
一 1, 人 1(modp) 字 在 ZF 中 oG) 一 8, 故 ?fr 理 一 tt (mod yp)> 
lm ik(modp), BO FiR, p= > (+) +t: 
0(mod p) 有 解 x; 令 g 二 a*g， 有 如 一 fa by ec, g}=={a,b, cs gi), 
其 中 pilags mai, gi'bg! 让 ax BTlcg 一 Cix0TLC 及 gi=be; 
这 无 异 平 说 可 迁 当选 使 
Blag a, gr bes Re bg — a 与 gicg =e grc 形 , 
再 be be pg bg mg lobg ww aatialb {i + 1)4=0 (mod p) 
iD(modp) eo bog eb; cm bg leg ~ gg 一 
b> bc madb > ul 0 (mod p) 字 um 
(mod p) 字 gicg 一 c， 这 说 明了 G ~ {4，5b,c,g} 中 giag==ai， 
g bg bg rg— cg bc, 
然而 4 二 {a,b cj 一 fa ac， 但 cmmBc， 阁 G {a， 
5 cig} 而 有 : orb l, blab ma!l, climb, cre bs 
cac 一 a [一 一 而 有 二 内 二 一 1(mod p)], f= 8 bg 一 
56,8 8 一 C1， 8 48 一 a’; 恰 与 (xv) 型 一 致 ， 总之， 说 朋 了 在 
m1 时 ,1~1 与 1= 0 给 出 G 之 同一 型 
总 括 之 :证 得 了 下 面 的 
定理 2 2 从 理 p 为 过 素数, 且 ps 3, 7) 在 
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(a) 户 喧 3(mod 4)7 时 :共有 12 个 ( 即 (i) 一 (xii)); 
(b) p 宇 5 《mod 8) 时 ,共有 14 个 ( 即 (DD 一 (xiv)); 
(ct) p 三 1(Cmod 8) 时 ,共有 15 个 (好 (i) 一 (xv》7. 
定理 2 中 之 所 以 限制 p 站 7, 3 的 ,为 的 是 保证 G 之 超 可 解 人性 ， 
从 而 G 必 有 指数 2 的 正规 子 群 , 但 在 p 一 7，3 时 ,由 于 这 时 (p， 
(2 一 1XZ? 一 1X2 一 1)) 二 pp， 可 知 6 不 必 便 有 西 洛 塔 (#3 定 
理 1), 因而 G 有 为 非 超 可 解 的 可 能 ;但 oCG) = 23p 确保 证 了 G 之 
可 解 性 ， 故 G 或 有 指数 2 之 正规 子 群 4， 或 有 指数 请 之 正规 子 群 
B. 
先 讨论 p 一 7， 如 有 44G 使 [6:41 一 2， 这 时 有 of(4) 一 
227 ,7 = 28， 和 而 所 第 四 章 人 $3 例 2， 知 4 只 能 是 前 述 的 《I), 【II)， 
《IUD (IV) 一 一 均 将 ?了 换 为 7， 由 于 这 时 7 ww 3 (mod 4),， 没有 上 
述 的 (xiii) 与 人 xiv) 型 ， 故 知 : 56 阶 群 G 当 含有 指数 2 之 正规 子 
董 时 只 能 为 上 述 的 《i) 一 (xii) 型 。 
故 需 研究 的 是 56 阶 群 没有 指数 2 之 (正规 ) 子 群 , 因 之 它 必 有 
指数 7 的 正规 子 群 3B, 即 BC 使 [G:3] 一 7， 故 ofB3) 一 8 一 2 
即 B 为 G 之 唯一 的 西 洛 2- 子 群 。 由 第 七 章 $1 定 理 1,， 知 B 只 能 
为 下 列 五 型 中 的 某 一 : 
(7 B= {2),4 一 1,(8 阶 循环 ); 
(II 8B8= {a} xf ao 一 红 一 1 一 [5]:(f2,TI]- 型 交 
换 ); 

(IY B= {a}l XxX {fo} x {ec} == 1=[ab]1= 
[a, ec] 一 [56,c],《 初 等 交换 ); 

(IVY B= {ab} a 一 1 beg 05 一 2 《四 元 数 
群 ); 

(VY B= {4,2}),4m b= 1 6 10b 一 qa”!, (二 面体 群 )，, 

因 (o(B8), [G:81) = 1, 故 由 舒 尔 定理 知 G 二 BC, B 几 C= 


1, C 一 {8} 为 7 阶 箱 环 , 于 是 6 一 之) Bg', 且 gg 一 ** (每 
x*< 了 ) 中 aedB)， 而 中 一 工 
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在 (IY 款 时 , 因 A4(8) 为 pg(8) 二 4 阶 的 , 故 从 一 1 得 a 一 
1, 即 gag 一 4a、 6G 交换 之 G 必 和 证 环 , 而 与 C 无 指数 2 之 正规 子 群 
的 假定 相抵 ,说 明 (1》 款 不 行 ， 

在 《IT7 款 时 , 易 知 2(B) 一 {a*} 为 2 阶 的 , 故 B/@(B) 为 4 
阶 初等 交换 , 因而 4(B/B(B7) 二 5, (6 阶 群 ), 但 因 [4CB):1]| 
[2(B):1F. [4(B/B(B)):1] (上 册 第 五 章 $4 引 理 1), 故 

[ACB):1]|2 .6 = 24, 
于 是 从 中 一 1 亦 得 o 一 1, G 交换 ，o(ag) = 28 二 G 有 指数 2 之 
子 铬 {sg}), 与 原 设 相抵 ,说 明 (IT) 款 亦 不 可 . 

又 因 四 元 数 群 与 二 面体 群 的 自 同 构 群 分 别 为 G64 与 二 面体 群 ， 
其 阶 为 24 与 8, 故 在 (IVY) 与 {VY 款 时 , 欲 o 一 1, 亦 必 o ~ 1， 
即 g ag 一 a， olag) 一 28, 亦 不 可 (同上 理 ). 

于 是 ， 唯 一 的 可 能 为 (IIY 歼 ， 即 ?是 8 阶 初等 交换 ， 因 之 
G 一 fosypcygl, 旦 王 {epcy a=r=1= [4,5]= 
[asc] ~— [b,c],g rxe— x {( 任 x€B),o€ A(B) ~ GL, 2,) 
上 册 第 五 章 $4, 有 5 一 1， 说 明了 对 g& G 有 一 个 3 级 矩阵 
人 一 (1;)， 使 detA 半 0(《mod 2), 即 


gag =— ga = quib tcl 


gbg mm pr mr qari birc ls 


* 且 有 A7 = E (mod2). 


gcg ie OO ma B 加 1 起 jazr la 
下 面 来 证 明 这 样 的 群 〈 非 交换 的 ) 是 唯一 地 存在 。 先 注 章 
cfg 一 7 (Gi =—= ],2, 3,4,5, 6), 故 出 2’ 决定 的 8B 之 自 同 构 or 之 


阶 亦 为 7, 即 

giagi—=a"—aal? pal? Cal 2 A A 

gibgi—br a bi cd dy, es 2 A 

Bicgi—e" a bi eal A 10 4 
实际 上 , 还 有 (4s8) 加 A《(mod2), 但 14 吕 一 246g， 显然 , 又 有 G 一 
fa，5，c ,8g'}， 于 是 要 证 朋 这 样 的 群 是 唯一 地 存在 ,就 是 要 证 朋 对 
任何 的 A 一 (py)eE GL(3, 2;) 当 二 E (mod2) 而 4 时 ， 
我 们 能 在 G 一 {a,5,c,g'} 中 找 得 正规 子 群 B 一 {a}x {5} x{c} 
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= E(mod2). 


之 另 一 组 生成 元 a19 由 ， < 上 《《 针 已 一 {a} x {5.} x {ce}) 因而 6 二 
{a bs C1s 2'}, 使 | 

gE ag’ = alli 已 各 ci, 

g ibg' = af2! Or: Ci, 


gcg' = AT bY et, 
即 可 . 
0 == apfer 
5 一 atpxcs 中 年 阵 2 一 


C1 = Asibic™ 


然而 ars Bis C1 存在 的 充 槛 条 件 是 


pr 
(: y ,| 为 满 秩 , 即 detP 至 1 (mod 2)， 于 是 出 
6&7) 

一 2 人 ce 全 一 : a™mtanatén pi teatimereatént aas, 
giag'= [Cee yase yearsy 

— got Ud er roa ti gti re Net et 7 ， 


ofr 42 2 多 2 和 
(ppp ) | LyE . Gan 42 | (mod 2 ); 
| 4 4 2 如 
岗 理 由 go8 与 g icg' 之 表示 式 分 别 又 得 到 
《Fa pn Ka)P = (pr AL) Cmod 2) 
与 C patis21433) Pa (SL X 4) (mod 2), 合并 上 面 三 个 式 子 ， 则 有 
(pup)P = P(A5B) (mod 2), 
即 PAP = (10) = A' (mod 2). 

这 说 骨 了 我 们 要 解决 的 问题 转化 成 了 这 样 一 个 河 题 ， 见 给 了 
GL{3,Z,) 中 两 个 阶 均 为 7? 的 矩阵 4 与 A 后 ,要 证 明 在 GL(3,2,) 
内 必 有 一 拖 阵 P 使 等 式 :AP=Ai 成 立 的 i (i=1, 2, 3, 4, 5, 6) 
一 定 存 在 。 下 面 就 来 证 明了 与 i 的 存在 性 : 

事实 上 , 因 域 Z, 只 有 0, 1 二 元 ,; 故 AE€GL(3, ZX) 地 detA 一 
1, 且 A 之 特征 多 项 式 人 4) = det (4E 一 和) 本 加 十 可 十 4 十 1， 
或 = 如 十 如 十 1, 或 =2 十 2 十 1 或 一 有 十 1， 只 这 四 个 可 
能 , 但 A7 一 EE 又 说 明了 A 之 最 小 多 项 式 加 (2 (好 十 1)， 且 因 


aa 703。 


得 


和 7 十 与 其 导 函 数 妈 无 公共 根 之 妈 十 1 无 重 根 ， 故 m(27) 无 重 
根 ， 于 是 当 der (XE 一 A 一 4) 一 如 十 可 十 4 十 1 一 (4 二 17 
时 ,由 mC4)11%) 即 得 m(4) 一 1 十 本 和 一 下 与 和 之 阶 为 7 之 
很 设 相抵 . 当 大 2) 一 好 十 1 时 之 0 一 大 A) 一 各 十 瑟 之 和 A 一 E， 
小 据 人 A? 一 EE 又 有 仿 ==， 亦 不 可 。 于 是 仅 二 个 可 能 ; det (4E 一 
和) 一 4) 一 如 十 如 十 1 或 如 十 4 二 15 但 不 论 是 何 种 ,人 4) 与 
FC4) 无 公共 根 ( 易 证 ), 故 开 4) 无 重 根 守 mC(4) 一 人 4) 由 是 入 的 
有 理 标准 形 是 : 


0 1 0 .1 

-| 0 中 1(2) 一 形 十 入 十 1 时 ， so-|， 0 :| 

1 1 1 0 
当 灰 机 一 于 十 4 十 工时 (空白 处 为 0)， 同 理 , 4 之 有 理 标 准 形 也 
是 C 或 卫 . 

于 是 ， 当 4 与 A 之 有 理 标准 形 或 周 为 C 或 同 为 了 时 ， 则 在 
GL(3, 22) 内 A 与 A 都 与 C( 或 D) 相似 , 办 而 A 与 A 也 互 为 相似 
的 , 则 有 PE GLC3, 2Z;) 使 Pihp 一 公 , 

如 果 4 与 A 之 有 理 标准 形 一 为 C, 一 为 DD 时， 如 令 RTM4R 一 
C, SAS~= D(CR, SEGL(3, 2Z2)), 则 0 一 大 和 A) 王 As 十 全 十 
E>0= ACAS+ATE) = (A P+A 十 As 一 (As 十 (Ai 刀 十 五 ， 
即 阶 ? 的 矩阵 Az 满足 方程 如 十 十 1 一 0， 由 于 它 无 重 根 且 在 
域 Za 内 不 可 约 又 知 所 的 最 小 多 项 式 不 得 不 为 妇 十 好 十 二 因而 


4 


:0 1 
A 之 有 理 标 准 形 亦 必 为 C | 1 0 中 即 有 了 Te GLC3, Zi) 使 
. 11 


TIAT=C. 故 RTM4R 一 0 一 TTIAT > PidP~ AXP= RT-'). 
对 于 RTAR 一 DD 及 5 AS = 人 C 之 情况 亦 可 类 似 地 处 理 ， 
故 不 论 A( * 瑟 ) 怎样 选取 ,只 要 A" 一 E(mod2), 群 G 之 型 


001 
sta! 0 ar 
QILI LI 


= 7G4 。 


xiy Go= {ab, cy pA ohm gi [a,b]= 
[as cj [bs cl],g iag—cs gbg— a g icg=—be, 
于 是 得 到 
定理 2，56( 一 7 x 2’) 阶 习 共 有 13 个 ( 即 定理 2 中 所 说 的 
《iD) 一 (xi) 型 以 及 上 述 的 Qxiii》)。 一 一 注意 (i) 一 (xii》 型 中 的 
均 换 成 7, 
最 后 来 讨论 p = 3 的 情况 ,了 oCG) 一 22.3 一 24。 
CC 之 可 解 性 之 有 4qc 使 C:4]=2: 或 8B4G 使 Tc:8] 一 
3。 如 果 有 4 人 qqG 使 [rcG:4] 一 2， 则 o(4) 一 12，4 只 能 为 5 种 
类 型 (上 册 第 四 章 $3 的 例 2)， 其 中 有 四 个 就 是 前 述 的 (IT )， 
(C10), 《IY2》《 即 开始 证 定理 2 时 的 ), 只 是 用 六 王 3 代 之 ， 而 另 一 
型 是 : 
(VI 4 一 lb 即 4 一 fay2cjo 一 下 一 [ab 一 1 一 c3， 
elac wb, ec 10c = qb. 
由 于 这 时 p 一 3 本 3 (mod 4), 故 知 在 (1D, C19, (11), (IV) 
时 , 如 同 证 定理 2 完全 一 样 , 可 知 只 有 定理 2 中 的 (i) 一 (xii) 型 . 
即 24 阶 群 当 其 含有 指数 2 的 (正规 ) 子 群 如 《1D), (ID, (111); (IV) 
时 共有 十 二 个 , 即 定理 2 中 的 (i) 一 (xii) 均 以 pg = 3 代 换 之 . 于 是 
尚 需 讨论 (V)? 款 , 这 时 G 一 4 十 Ag 一 {abc, gl，22 一 儿 一 
[a, bl l= , clac mm by clbe we ab, gH we qrbiem (ks 
一 0,，1; 7 一 0;,1, 2)， 旦 
jx- arb, a 
g be(—=b) ahr, |! | 琴 0(mod2)3 rt 一 0，1 9=1, 2, 
gicg(—=e") = qb'e®, 
但 o€ AC(A4) 而 有 w =u 改 
0 gl albe )g = al'+nd paty) 
| i 
8 08 一 ETmecn mi 一 《nm 一 时) ， 
人 一 2 时》 
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多 pg (Casbr)g ~ asttiprtes 


『 (za 一 0 和 时) 
0050 时) ， 
a 《io 一 Zi) 


(二 15 十 psttut rt 站 
cg l(a be) 8 a [ a ee 《8 el 时 》 
Gs (nti s+ (8 = 2 时》 


| abttiec (m= 0HH) 
Wcu=e mb /a teatblicm 一 aktipte (m= 1 时 ) 
ape (m==2 了 时) 
Et WU pp 同 g iatb'ewpg 
qk+totp rk tut (m= 0 时 ) 
ARTBLts puRt vt (m= 1 时 ) 
ARtot ti pukt rtstt C2 ( py 一 2, 6 一 1 时 》 和 
AR+Bl tetip rRt vts (m= 2, = 2 时 7 
m= 1 了 时 必 有 0 一 1， 
因 之 wr 一 4 过 4m 一 2 有 时 也 必 有 9 一 ]， 
mv 0 时 才 人 允许 6 一 1 或 2 的 可 能 ， 
下 面 就 m= 1,2, 0 各 款 分 别 叙述 于 下 : 
【一 ) 由 一 1 之 8 一 1 这 时 从 po 一 oriotx 及 8 一 2 得 
知 和 十 ppB 关 0 人 十) 到 501 + vy) mm ytd am 1 《mod 2)> 
下 一 一 1 lv= 0>g lrg—ab,g bg—a, 再 c” 0 Wlct 
《或 ww) 这 ;一 1 及 1 二 十 1(mod 2) 才 picg 一 qibttic 与 8 一 
abc。 但 令 ab?Yg， 则 仍 有 GG~= {a, &, ¢, g1}， 而 gi™ 
artc 于 是 选 * 使 1 十 x 0(mod 2),， 再 选 y 使 大 十 x 十 
》 过 0 (mod2) 后 就 有 gi==c, 目 gi’agi 一 a5, gi'bg 一 a 及 gz c&i= 
。 这 说 明和 一 1 时 可 令 为 
《xii)?:G 一 {a, 6, cs g}, a =b [Tas 5 1 cz cr-igc 一 
b, cbemmab, pe, giag— aby giby ds 
gcg 一 <。 
(二 ) 1 2 字 98 二 1, 这 时 , 令 Bli™ egy 有 G 一 {a 5 cy gi}s 
9 706 。 


8 i cg(gice) i catp'eclab'c 二 aktits prtte, 说 明了 从 一 2 能 
转化 为 m 一 工 来 考 碟 ， 


全 加 ee 2 二 n=1 

(三 ) m 0. 这 时 ,or won {0 (mod 2) 
时 8 十 2) 轨 0 Be 
Be od (mod 2)， 因 而 得 妊 (mod 2) > 


1 一 ?一 0 或 1 一 ?一 1 而 2 一 一 0 站 一 请 一 1 全 gilag 一 韦 
与 gg 一 o314 一 5 一 1] 之 或 4 一 8 一 0 或 一 0 与 5 一 1 或 
“一 1 与 3 一 0 亦 即 gog 一 48 08 一 或 8 048 一 58 158 一 
ab，、 或 giag 一 ab5,g 1bg 一 5， 然而 克 莱 世 四 元 群 1ey X 12 中 
三 个 2 阶 元 a, 5 x( 一 ab) 间 用 8 变形 的 结果 是 : 

giag— a 由 g ldapg = a 

gf be at | pe g be=b 
总 之 ,说 明了 在 4 一 ?一 1 时 所 得 后 两 个 可 能 性 中 不 论 是 哪个 ,如 
用 8 去 变形 总 得 使 a, 5, x( 一 上 2) 中 有 两 个 互 变 而 另 一 个 不 变 . 
这 就 是 说 ,在 1 一 7 一 1 时 ,P 一 0， 6 一 1 与 x 一 1, 6 一 0 都 可 
转化 为 1 一 0 一 多 因而 着 一 上 一 6) 来 讨论 于是， 只 需 研究 下 
述 二 款 : 

0 


}> gtg™ 0, 


J 一] p20— v1~8), 或 


(1)* go8™ } (Wm 1 p06). 


E 28 一 

再 由 WW 一 &《 及 c” 一 ww!cw 得 : 

o C216l 
02) jad 
及 

(24 十 17 十 味 王 了 

(3) Good 或 
《8 一 上 时 ) 
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(1 二 17 二 (GT 十 1 
(p+ I) 十 vi 二 龙 十 ! 
(68 一 2 时》 
但 (0), (2)2 (3)? 人 一 0 一 六 rr 一 /一 0 或 5 一 上 一 1>> 
中 一 1 以 及 Bicgmmc 或 一 abc; 可 是 crlec 王 三 仿 (gicg) 
(glag) (8g tcg) ~ g bg 故人 glag = b, gibg — a, gicg— 
‘或 gliag 一 5b， 8g bg 一 498 1cg 一 abe 之 任何 代 人 上 式 中 得 
c bc 一 6 或 colBapc 一 aa， 而 多 有 cc 开 4y 显 与 原 关系 
c bc 一 此 相 矛 盾 , 不 可 ， 
又 《1 六 《279 (3)* D1=1, se hg lag—=a, gibg = o, 
g Cg = akbic, 下 clac=b>(g eg) (gag Ng lcg)=g 2g > 
ca =e) cibe = ab>a 一 1, 显 非 所 许 ， 
然而 (1)7 《2 和 六 (3) 全 《一 0 二 1, :与 + 可 任意 地 giag 一 
dasg bg bg cg bic, ge 1。 这 时 , 选 gi 一 a*bYg， 则 有 
G= {a, b,c, gi), gli- 1, grilapi™— a, gi' bo = bo, gi! C81 一 
a ttye, 夏 取 3 使 :十 y 三 0(《mod2), 再 取 x* 使 :十 + 十 y 三 
0 {mod 2) 后 就 有 gr'icgs 一 <。 这 说 明 可 适当 地 选 8 使 G= {4,5， 
cy 8} 中 4,8,c 间 之 关系 仍旧 外 还 有 ging 一 a, g bg ~ b, 
gg teg 一 “8 = 1, 故 得 


(xliD G0 {fas bs es g}, ql=b—=[a, bl]—=1 = ce,c-lgc= 


(3)* } Cmod 2). 


b,c hemab, gi—l,g ag—a, g beg—b, gicg=e., 
然而 令 品 一 cg 时， 则 (xiii)”? 型 之 G 一 14，65,c,g}， 且 有 
Bic gla ab, 8158 4g1'c8 Cc， 表示 了 (xiii)"? 弄 
与 (xii)? 型 完全 一 致 。 今 后 舍弃 (xiii)*, 而 采用 (xiii)**, 原因 是 
容易 看 出 《xii)”” 型 之 群 C 含 有 8 阶 初等 交换 群 {a} x {6} x {g} 
为 工 规 子 群 ， 即 为 8 阶 初等 交换 群 被 3 阶 循环 群 之 扩张 《 非 交换 
的 7 因而 《xiii2"” 型 含有 7 个 2 阶 元 , 虽 与 《vi) 型 中 2 阶 元 之 个 
数 7 相等 ,但 (vi) 之 中 心 为 4 阶 循环 ,而 《xiii)"” 之 中 心 Z(G) 二 
{ 引 为 2 阶 循环 , 故 5iD 一 (xii) 与 《xiii)?。 共 13 个 群 均 互 不 同 构 . 
又 1)?, (2)°, (3)# 迪 8 一 1 一 和 一 0 或 1， 再 结合 8 一 2 
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有 四 种 可 能 性 (分 大 一 一 了 一 0 与 下 一 一 5 一 1): 
SR = 人 [= 
2 GD 


cg = be?, 8 'cg = ac’, 


cg 一 gc 
关于 a, ,cg 间 其 他 的 关系 仍 为 
a = b= [ayb]=1= ce, cac 一 上 cc = ab, 
8 dg og bg—a. 
但 用 c= 二 5e 代 ec, 得 G 一 {a,b cpg) 有 c= 1, ciliacl 一 局 
criba=ab,g cg— dg icg—mb 时 , 或 亚 aci 当 gicg = 
ac 时 ,这 说 明了 (i)° 可 转化 为 《1)*, (iy)° 可 转化 为 《 雪 )*。 于 
是 实际 上 只 有 (i)" 与 (ii)” 两 款 , 亦 即 
(xiv)°.G={a, 6, cp) a —bl [a, b]=1=e, clac 一 五， 
cbe—=ab, g ag™—b, g bg—a, g rg cy pg = 1, 
与 
《xiv 了 : G={a, 6b, cs 8}, ei—b’~—[a, 8] = 1= 3, cac=b, 
ce bce—ab, pg lag—b, g bg—=a, g cg—ac, go— qb. 
但 令 EB1™— 28 后 , 则 (xiv) 中 的 G= fo， ec， gi}s 其 中 4s 上， 同 
关系 依旧 外 , 尚 有 gi'ags 二 6b, grbg1 一 4, gi1C8i = 0 叶 一 1， 这 
说 明了 (xiv)? 与 (xiv》 型 是 一 致 的 . 今后 取 (xiy)" 型 考虑 一 一 实 
际 上 , (xiv)? 型 之 64, 因而 ZCG) 一 1. 
总 之 ;对 (V)” 款 言 又 得 二 型 , 即 (xii)?。 与 (xiy)? 型 ,连同 前 
述 的 (i) 一 Cxii) (以 pg 一 3 代入) 共有 14 个 型 ,两 两 互 不 同 构 . 
” 综 上 所 述 得 知 : 有 指数 2 的 (正规 ) 子 群 之 24 阶 群 G 共 有 11 
个 型 , 即 (i) 一 (xi) 中 的 pp 一 3 以 及 (xiii)"? 与 (xiv)". 
因此 下 面 考虑 24 阶 群 G 没 有 指数 2 之 子 群 。 这 时 G 之 可 解 
性 保证 了 G 必 有 指数 3 的 正规 子 群 B， 即 ofB3) 一 8 一 2 有 上 且 是 < 
G。 政 8 是 G 之 唯一 的 西 洛 2- 子 群 , 由 是 有 G 一 Blg}, BN{g} 二 
1，8 一 1。 又 8 仅 为 前 述 的 QQ》 C7, 《IV)，《VY 款 中 
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互 为 (1I7 款 之 G 一 fei g}, 98 一 1 一 8 有 iag 一 roeE ACB)), 
中 一 1; 于 是 由 of4(B)) 一 4 得 知 必 有 oa 一 1 之 a8 一 8 他 G 为 
24 阶 循环 ,与 G 无 指数 2 之 子 群 的 假定 相抵 ,不 可 。 

8 为 (1)》 款 字 G= {a,b, gj), a 二 人 一 [a,b]=1, =1, 
giag — a gbg 一 5", x€ A(B), 且 直 一 1。A(B) 不 难 求 得 ， 


见 下 表 : 

aE€EACB)IL ET io lor| 呈 | 四 | ozcior 
| 
pb? plablaps|l sb | bp lablasbib 


即 A(B) 一 {o,f},01 二 7 二 1 ,TOT 王 oo! 为 二 面体 群 。 因 之 
rn€EA(B) 及 ~ l>r ml=>[le,g]=l= [2,g] > ong)™= 12 
之 G 有 指数 2 之 (正规 ) 子 群 , 亦 不 可 ， 
又 因 二 面体 群 之 自 同 构 群 仍 是 二 面体 群 , 故 与 讨论 (11) 型 同 
理 得 知 召 不 能 为 《V) 款 ， 
当 B 为 (LIY 款 即 8 阶 初 等 交换 时 ，C 一 {a，2， cg} 中 下 一 
1， 且 
g ag 一 07) = qrubluets 
gbgC—=6b") = dalapbinclss 
gicgC—=e) 一 otiblachy 
2 41,2 413 
= : Xs Ns 
My az 433 
因 之 det A 二 0 (mnod 2) 之 det A 富 1 (mod 2) 当然 还 有 A 二 
E (mod 2)， 因 入 之 特征 多 项 式 det (4E 一 和) 一 4) 只 有 四 个 可 
能 : 
ey PE 


,OE AC(B) GL(3,2,)3A 


3? 
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而 A (mod2) 之 和 之 最 小 多 项 起 mt) 十 1), 且 1 十 1 
与 导 函 数 本 互 案 , 故 13 十 上 无 重 根 六 m(%) 亦 无 重 根 ， 于是, 若 
式 轨 一 下 十 妇 十 2 十 一 (人 十 1 则 由 m4)1f(4) 知 必 有 
mif2) 一 2 十 1 信人 一 已 冯 glixg 一 2( 任 xEB) 二 G 交 换 之 G 
有 指数 2 之 子 群 , 非 所 许 ， 因 如 十 妇 2 +1， 如 十 4 十 1 与 信 十 1 
都 和 它们 各 目的 导 示 数 互 素 , 故 都 无 重 根 , 因 之 当 厌 2 一 太 十 入 十 
1, 和 aa 上 2 二 1 或 妇 十 1 时 秋 必 有 zz 人 7) 到 大 2 而 如 (24) 王 如 十 
二 1 之 0 一 和 候 十 人 十 EE 一 A?, A 降 佚 ， 不 可 ; 同 理 m(4) = 
妇 十 1 十 1 亦 非 所 许 。 政 唯一 的 可 能 是 mC(4) 二 4) 二 革 二 1， 


:Vol 如 有 了 
因而 A 之 有 理 标 准 形 是 | 1 0 村 int 2 | E GL (3, 
0101/ §¢7 
0 01 
Z;) 使 PAP”! -| 0 ,| 今 令 gl 一 ac5pcy， 而 一 4HBrcs， Ci 
DO10 
asatcay 则 由 P 之 满 秩 性 知 B= {fa} X (fei 一 {oa}X{6b}x 
00L1 
{c}, 改 利 用 PA 二 | 100 ere 
010 


got tr spanteltriyeanatiiniiy 一 057c3 一 51， 癌 理 pb p= 
aET 一 py 8 Cb 一 Abre? ob 再 令 qd 一 0 by = QC1s ca 一 
ab cs 则 B= {far Bs cr} = {93 B23 ec2} = {a3} xX {5} Xx {ec}, 
G=— {a B23s C3s 8 而 有 22 =- [Ss < = ] 一 [ce:， 2 一 La， <3] 一 
[pc]， 天 一 1 g eg — bs 8 bg ww db29 8 29 62 恰 与 
Cxiti)°® 型 一 至 把 这 里 的 Ga， 已， £2 C1 分 别 当 做 (xii)°" 中 的 弛 3 
2，c，8)。 这 说 明 (IIT7 款 亦 用 不 着 考虑 , 

所 以 仅 震 (IV》, 即 8 二 {4, 2 为 四 元 数 群 (at 一 1, 六 一 0， 
blab ea!). 于 是 G = {a,5， g} 中 尚 有 a 一 1， g 1a8 = 4”, 
gbg eb ,但 ot€ A4(B8) 且 一 1。 婚假 定 了 G 无 指数 2 的 ( 正 
规 ) 子 群 :可 知 o < 1 否则 或 有 olug)》 一 12 之 [G6:{og}] 一 2). 


a7lIl。 


故 olo) 一 3. 然而 四 元 数 群 了 的 4(8) 人 6， 因而 4(B2 中 有 八 
个 3 阶 元 ;对 应 着 54 的 八 个 3 项 循环 ， 由 上 册 第 一 章 $7 里 又 知 
G4 之 八 个 3 项 循环 而 成 之 共 轰 类 (= 为 ,之 某 三 项 循环 ) 对 山 
宫 可 分 为 两 小 类 各 含 四 个 3 项 循环 ,其 中 一 小 类 与 < 共 斩 , 另 一 小 
类 与 ww 一 x! 共 斩 ( 共 和 之 意义 指 的 是 用 UW 之 元 去 变形 )。 于 是 
在 4(58) 内 也 有 相似 的 结论 ， 但 由 四 元 数 群 B 一 {a,5} 之 4 阶 
元 4，,5，a8 所 诱导 的 8B 之 内 自 同 构 1,, 1s, 1 丝 为 2 阶 的 自 同 
构 : 事实 上 ,有 
dita db 一 2 alnb 一 8 1 
p's = 6b-i } bp=8 | Blab ms 上 

并 易 证 fi 一 712， 改 J 了 ls 二 1s 一 154 呈 1614， 说 明了 1 了, 1, 1,， 
Is 组 成 4(B8) 之 4 阶 了 - 群 ; 且 问 构 于 名 ,因而 可 视 为 二 之 元 . 于 
是 , Ta'alss 11sy lwolso， 0 均 为 3 阶 的 且 两 两 互 异 ;又 Tiel,， 
To1s， Ta om 也 皆 为 3 阶 的 并 两 两 互 异 。 因而 它们 恰 为 
ACB) 的 八 个 3 阶 元 . 

很 显然 , 易 知 ga = a”g, g5 一 名 8， 利 用 之 可 知 : 

1a'gls 可 由 G 之 元 oga 一 a na"g 所 诱导 ， 

Itols 可 由 G 之 元 红 5 5 bg 所 诱导 ， 

Jatc1u 可 用 G 之 元 tigab beriar bg 所 诱导 。 

?由 玉 所 诱导 ， e 

7zlo21 由 a Tga = a lga lg aa ) pg 4 lu"g* 可 诱导 ， 

loo 由 妈 rgra wb bg 可 诱导 ， : 

17212105 外 25a lgia0 一 2 ie a"b"g’ 可 透 导 。 
并 因 x: ,2 了 一 fc， b}, 故 当 然 有 

G= {a b, pl {a ba ta g} = {a, 2, bip"g} 

一 {ay bs blavia bg} — {as b, pg {a,b, a ia’g} 
w= {a 6, bb’rpg} me {a, b, b lalarb’g’}, 

这 说 明了 不 论 取 刀 之 任何 3 阶 自 同 构 去 充当 rc，G 之 型 是 唯一 的 ， 
故 可 令 为 

x) Gm {a bs gs a = 1, a, biab = a !t, g’= 


"712。* 


1 8 1ag 一 六 8 be = ab, 
而 有 Z(G) 一 1. 因而 (>vj。 与 G) 一 (xi)，(xiiiDse。 (xiv)e 均 互 
不 同 构 ， 故 有 
定理 2，24 阶 (二 3 x 23) 和 群 共有 15 个 〈 即 定理 2 中 的 
《iD 一 (xii) 以 3 代 p， 及 上 述 的 (xiiiDoe， (iv)2 与 (zw)o)， 
问题 ” 试 利 用 引 理 6 证 明 : 由 1@ =i 十 Pp 号 (mod#) 所 定 
义 的 = 阶 循环 群 中 的 基数 " 为 第 一 类 基数 的 充 要 条 件 是 


p= 1(modn). 
表 写 为 循环 子 群 之 积 的 群 


在 第 六 章 $ 6 里 讨论 过 : 当 一 群 G 能 写 为 两 个 交换 子 群 的 积 
时 , 则 如 是 可 解 的 著 将 "交换 ” 改 为 循环”, 又 怎样 电 ? 我 们 说 这 
时 若 G 为 有 限 群 ， 则 G6 不仅 是 可 解 的 ， ss bis 《文献 
£56]). 

在 文献 [56] 里 ,证 明 元 长 ,下面 是 攀 慢 同志 绘 出 的 一 个 较 简 音 
的 正明 方法 . 

设 6 一 GiG o(6) < co， G 一 fe) 与 6; 一 {45) 为 循环 的 ,我 
们 药 目 的 是 要 证 明 G 为 超 可 解 群 ， 

用 妇 纳 法 ， 假 定 阶 小 于 oCG) 而 又 可 写 为 两 个 循环 子 群 之 积 
的 群 一 定 是 超 可 解 的 ， 

今 令 也 一 GG 

(一 ) 当 DDX 1 和 时, G; 之 循环 性 二 DdGi(i 二 1,2), 故 Dd 
GG 一 G 且 嘱 为 循环 的 .因为 G/D 一 Gy 了 Gy/D, 且 GD 与 
Gs/D 篆 特 环 ; 故 从 oCG/D) 过 ol 6) 而 据 归 纳 靶 得 知 G/D 是 超 可 
艇 的 ,因而 G 必 超 可 解 人 4 定理 13). 

{二 ) 当 嘱 一 1 时 ,可 不 撩 一 般 性 令 o(G) 守 ol(G)>>1. 车 
5 EG 则 C 一 G 问题 也 解决 了 。 改 剩 下 需 考 虑 的 是 妈 G, 的 场 
合 。 设 浆 是 最 小 的 自然 数 使 站 <E G,, 于 是 1<x* 且 有 okG3)， 政 
G GO Ga Gb* 1! 为 Gi 在 G 内 的 个 不 同 的 陪 集 。 另 方 


二 了 TI 了 


a rm mr 一 了 -= 人 rmeprenrrgpeerrrrr = 机 全 人 riverv air 


面 ，G, 在 G 内 的 任 一 陪 集 Ca 人 一 G61 (0 二 j 所 一 1)， 故 不 
得 不 有 G= Gi 二 Gb+GB 十 … 十 Gt"'。 又 显然 也 有 
Gbis 站 Gbia 一 也 ( 空 集 ), 在 0 筷 i, 1 寺 一 1 且 i%j 有 时 ， 这 说 
明了 有 GG= Ga 二 + Giba 二 Ga 十 '… 十 Gbt'g。 于 是 得 有 
个 陪 集 G1, G6， -…， Gi6*-"! 上 的 一 个 排列 

| GC Gb Gb ++» Gb GE Gb +- Gbt”! 
RS ( Giba Co 2 的 Gbia :** Ce 

(“G2 = G1), 
再 将 它 写 为 循环 表示 时 就 应 有 
ms = (Gb, Gibas Gibals *, Giba™!).**s 
而 ”> 是 最 小 的 自然 数 使 Giper = G， 即 5016e Gi, 疏 1 竺 ?所 
一 1 和 ofG:) 一 1 和 of(c), 由 之 得 天 1. 但 56EG 又 说 
朋 barb i or) ) Cy 中 
oG) = oe), 故 d= (nn,r) = (n, ri)=> 9 = nd, r=rd, r= 
ri 且 (zr 站 一 1 一 (ri)， 于 是 有 4 使 12 于 ri(mod wn), 因 
而 光一 * 地 到 17 地 一 27r (mod #'d 二 4n)， 由 之 得 barb 一 a 二 
《ar 之 1 {ear} dG, 歼 
G/{ar} 一 Ta {oH{art/{a’}, Hol G/{ar}) < ol G6), 
而 据 归 纳 法 的 假定 知 G/{e 超 可 解 ,因而 G 自身 亦 超 可 解 。 
于 是 证 得 了 下 面 的 
定理 1 凡 能 写 为 丁 个 竺 环 群 之 职 的 有 限 佑 一定 是 趣 可 角 

群 . 

” 当然 ,在 文献 [56] 里 还 解决 了 比 定理 1 更 广泛 的 结果 ， 即 凡 
能 写 为 mw 个 Cm 之 2) 两 丽 可 父 换 的 循环 群 之 积 的 有 限 群 也 一 定 
是 超 可 解 的 。 读 者 可 直接 查阅 该 文献 ,我 们 只 写 到 这 里 不 再 多 述 .。 
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